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SEINEM FREUNDE 



THEODOR EEYE 



IFASWElt Gli WIDMET. 
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Der zweite Theil meinea Werkes über Linieiigeometrie beruht in 
umfangreicherem Masse auf eigenen Untersuchungen und beansprucht 
etwas mehr Vorkenntnisse a!s der erste. 

Die Congruenzen zweiter Ordnung hängen so vielfach und so enge 
mit den speciellen Piäehen 4. Ordnung, welche einzelne Knotenpunkte 
oder eine doppelte Curve oder auch beides zugleich besitzen, zusammen, 
dass die Kenntniss der wichtigeren Eigenschaften dieser Flächen uner- 
lässlich ist. Alles Erforderliche im Buche selbst zu entwickeln, wäre zu 
umständlieh gewesen und hätte auch vielfach vom eigentlichen Gegen- 
stande zu weit abgeführt. In einigen Fällen habe ich den Beweis in 
etwas knapperer Form gegeben, in andern schien es mir hinreichend, 
die fragJieheo Eigenschaften zusammenzustellen (mit Hinweis auf die 
betreffenden Schriften), z. B. wo auf die Analogie der 16 Strahlen- 
büschel der Congruenz zweiter Ordnung und zweiter Klasse ohne sin- 
gulare Linie mit den 16 Geraden der Fläche 4. Ordnung mit doppeltem 
Kegelschnitte aufmerksam gemacht wird. 

Mit den Eigenschaften der eubischen Fläche, die übrigens seltener 
vorkommt, wird der Leser eher vertraut sein. 

Diese höheren Flächen fordern natürlich auch, dass er sich mit 
der Anwendung der Plücker'schen Formeln auf Raumcurven und 
Flächen und den Hauptsätzen der Polarentheorie der letzteren — 
etwa aus Cremona'a Grundzügen einer allgemeinen Theorie der Ober- 
flächen — bekannt gemacht habe. 

Mehrfach ergeben sich eindeutige Verwandtschafteu zwischen Ebenen 
oder Bündeln; wer mit ihnen nicht vertraut ist, mag, wenu ihm Cre- 
mona's bezügliche Arbeiten nicht zugänglich sind, Dewulf's Be- 
arbeitung (Bulletin des sciences mathematiques Ser. I Bd. 5), in der 
Crembna's Tabellen genau wiedergegeben sind, zu Eathe ziehen. 

Ich habe die beiden Congruenzen (2, 6) ohne singulare Linie um- 
gekehrt benannt, als es bisher geschehen ist. Die übliche Benennung 
ist wohl mehr zufällig entstanden. Meine Untersuchungen führen mich 
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zu zwei Arten der Congnienzen (2, n) ohne singulare Linie; die eine 
umfasst alle, welche mindestens eineu singul'aren Punkt haben, von 
dem ein Kegel [n — 1)'" Ordnung ausgeht; das sind sechs von den 
sieben Congruenzen, Nicht zu ihr gehört die Cougruenz (2, 6), welche 
bisher erster Art genannt worden ist. Nun ist aber doch natürlicher 
und richtiger, dass diejenige Art, welche die reichhaltigere ist und die 
sich, weil einem etwas allgemeineren Falle entsprechend, zuerst der 
Untersuchung darbietet, die erste genannt wird. Das Bedenkliche der 
Aenderung verhehle ich mir nicht, habe mich aber demungeachtet zu 
ihr entschlossen. 

Der letzte Abschnitt bringt das Ergebniss, dass die seitherige 
Aufzählung der Congruenzen 2. Ordnung mit singul'aren Linien ua- 
Yoilständig gewesen ist, Herr Schumacher hat Congruenzen nach- 
gewiesen, welche durch unicursale Curven und zu ihnen perspective 
Kegel 2. Grades entstehen und die durch Kummer gefundenen der- 
artigen Congruenzen nur als speciclle Fälle enthalten; mir selbst ist 
ea gelungen, drei interessante Congruenzen 2. Ordnung aufzufinden, 
welche durch die Kanten von Kegeln 2. Grades erzeugt werden, deren 
Spitzen eine Curve 2. oder 3. Ordnung erfüllen, sowie die Möglichkeit 
von Congruenzen 2. Ordnung beliebiger Klasse mit einer geraden sin- 
gulären Linie zu zeigen, bei denen auf jedem Congruenz strahle die 
beiden Brennpunkte sich vereinigt haben. Analoge Congruenzen treten 
auch zu den bisher bekannten Congruenzen 1. Ordnung hinzu. Ich 
denke dargethan zu haben, dass nunmehr alle möglichen Arten er- 
mittelt sind. 

Da jetzt der Druck der beiden Bände vollendet ist, die ich vor- 
läufig veröffentlichen wollte, so verbleibt mir noch, dem Herrn Ver- 
leger für die Ausstattung derselben und sein freundliches Entgegen- 
kommen den verbindlichsten Dank auszusprechen. 

Breslau, im October 1892. 
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Allgemeine Eigenschaften der Strahlenoongrueazen. 

Soite 
289. Ordnung, Klasse, Rang einer Congruenz; ihv NuUsjstein und die 
einem Punkte P, einei' Ebene s, einer Geraden l angeordneten 

Flächen, Curven, Torsen (P), (s), \l\,T,(}) l 

390—203. Brennpunkte und Brennebenen eines Congruenzstrahls; die Brenn- 
fläclie einer Congruenz; ilir eventuelles Zerfallen; ihre Ordnnng 

und Klaaae 4 

394, 295. Singulare Punkte und Ebenen, ihre Kegel und Curven, ihr Grad . 8 
396. H«gelflächen der Strablen , deren Brennpunkte oder Brennebenen 

sich vereinigt haben 11 

297 — 299. Congruenzen mit aingulären Linien und ihre ßrennflächen .... 13 

300. Der Rang der vollen Schnittcongruenz zweier Complexe 17 

301. Uebertragung von Sätzen , die für den Hauptsirahl eines Strahlen- 
netzes bewiesen sind, auf einen beliebigen Strahl einer Congruenz 30 

Die Strahlencongruenzen erster Ordnung. 

302. Jede Congmenz 1 Ordnung auaaer dem Strahlenbundel hat eine 
singulare Linie 33 

303 — 305. Congruen/en, deren Strahlen im allgemeinen getrennte Brennpunkte 
haben; die emzige Doppelsecanten- Congruenz 1. Ordnung; Con- 

gruenzen mit zwei singulären Linien 25 

306, 307. Congruenzen , deren Strahlen durchweg vereinigte Brennpunkte 

haben 29 

308. Cremona'Bche Verwandtschaften bei den Congraenzen. 1. Ordnung. 32 
309, 310. Erzeugung der Doppelfiecanten- Congruenz der eubiechen Raumcurve 

und ihrer Ausartungen durch coUineare Bündel 3.5 

Die Strahlencongruenzen zweiter Ordnung ohne 
singulare Linien. 

Gemeinsame Betrachtung derselben. 



311, 313 Sie haben höchstent singulare Ebenen 1 Gradi'a Rm^ Ordnung 
und Klasse dei Biennflichc die oinoUliieu Punkte tmd Doppel- 
I unkte he er Fliehe . . . 
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Ad Taue der Teieim„'tt!n Bi etmpuiiktH h i-hstir (.•iid ilei Sinsulmtit 
eines 1 unlites 
314—317 Formeln für die Änzalilen der amgiiliien Punkte der verschiedenen 

Grade, die Uoppelstrahlen 
318, 31<t Es giebfc 7 Congruenzen 2 Ordnung ohnt singulare Linien, welct' 

in zwei Alten zerfallen 
320 — 124 Vertheilung dei smguUien Punkte auf den aingulkicn Kegeln 

i2o Der Kpgplarhnitt und die Trin vei-.alen in den =ingid iren BbenPn 

II 
12ö Die Doppeltangenteu Congruena dei Brennflache 
327- t29 Verbundene und nn,ht verbundene "inguHie Punkte, jff'^Gin'iun 
verbundene Punkte, Gruppen aeacLiirter Punkte 



mit gnl Kl d fc h g Pia h t 

d G dp kt G PI g m m m B b mg b 
333, 3 P j t t hl \ hl ttael 1 f mpl \ h i 

b Kl 
336—3 8 E g g d ( ) d (2 2) d Ii 1 J t St hl I hl 

d G w d d h ( ) M nigf It gk t d (2 ) d (2 
339- Eglb <!t!n ICg [ IwtAtd 

t t d 1 C rnjl lirh( 6) i( ) Lag d gl 

P kt L t t 11 C ttg 
342 m G d E 1 b C 

IV. 
313 Dil, conlocilen ( ongiuenzen gleicher Art und ihre Kegel aus den 
Binguldien Punkten 

344 Die Reeti-ongruenz bei den Congruenzen erster Art^ gebildet durch 
einfache Leitgeraden \on cnbischen EegelflS/ihen , die in der Gon- 
gruens enthalten sind 

345 Zeifallen der Regelflache (f), die zu einer nicht in der Congruena 
beflndhi,hen Doppeltangente ( der Brennfläehe gehört; die Reat- 
congruena bei dei Congiuen? (3, e)ii, gebildet durch einfache Loit- 
geiaden von Rogelflachen 4 Grades 

Hb I lOjectiTitaten aut den Doppeltangenten der Brennflächo 



347, 348 Kmdeutige Abbildungen dei Congruenaeu auf eine Ebene; Kegel- 
flachen 2 3 4 Giades m ihnen 98 

349- 3'^i Crem Olli sehe Verwandtschaften bei den Congruenwen 2. bis ä. 

Klasse 103 

35-2 — 354. Einzweidoutige Verwandtschaften 110 
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357—353 Kumrae cl 
U e nfl-u^he 



I 

onto rat ou von 16 Punkten und Ib Ebenen 1 e 
zn e ne Ge J, iea gehörige Regelfliche 4 C j,deB 
E zeug ng de Cong ueuz d h i oje t ve St thlenbuBohel 
360 iöl Beze chnung de smg laren Punkte Eegel fui ve > ndene un l 

n cht Terbnndene P nkfe Pa ca! s he echsecke nd L n en 
362 ItiS r eiecke aus 3 gulären P nkteu 40 teüaedrale Complese dur h 
d e CongruB i und 40 bjateme von R gelfia lieu 4 C les Lnt 
teh ng de Ib 9tralilenb a hei wenn de Congrueni als S hn U 
e nes bewindes und e aes tetr edralen Con plexes a fgefasst v rd 
äüi 4ble t g de Strahlenbd chel lus der Erzeugung durch depo 
je t ye Strahlenbus hei Erzeugungen dncch C enonas he \ 
w nlts haften 
ibo P oje t ve I nnktre h n aut len Kegel chn tten in zwe ve Vun lenc 



! ul 



1 h\ei 



II 
3b7 /!we e le C oppen von 4 Tetraedern de en Fcken und bbenen 
alle 3 ^ nguUren Elemente imtaseen 
i 369 10 & nppe [S] a soc rte Punkte lu h vel 1 e d e 1 age 
flächen von R«gelschaar Systemen de Cong uenz gehen n h 
au chl essen le & iippe ve knüpfte Eegels liaa Systeme 

370 5 afocale Cong enzen gle ker Ä t 

371 Fünfecke dere aufe nin 1er folgen le E Ire t bundene n^ula 
Punkte alle aber demselben se baten Punkt lit t b nd n a 1 
Weber sehe Gruppen DopjeJF nfeeke 



in, 

373. Mehrere Ergebnisse werden für die 16 Strahle nbflschel, statt Ijloa 
für die Scheitel, ausgesprochen 

373, 374. Analogie zwischen den 16 StraUlenbü schein der Congi-iienz und 
den 16 Geraden einer Fläche i. Ordnnng mit Doppel-Kegelsoknitt, 
erläutert durch die eindeutige Abbildung eines Gewindes in den 
Pimktrauni 

375, 376. Bild einer Fläche 2. Grades bei der einaweideutigen , bezw. ein- 
deutigen Abbildung des Punktrauma in ein Gewinde; mögliche 
Doppelstrahlen 

IV, 

377 Die lüripspond enzen, welche die Congraenz auf einer Geraden 
und um sie hervorruft 

373 Comples 6 Grades, .dessen Strahlen Diagonalen von oo' aus Gon- 
gt uenzitraklen gebildeten windeoliiefen Vierseiten sind 



y Google 



I, 380, Gerade, auf denen die abmeoliaebiden Ecken Ton Sn-Seiten liegen, 
die durch Congruenzatrahlen gebildet werden ; durch Ausartung 

sich ergebende eiofacbere Figuren 

381. Die Correspondenzen auf den Stralilen dea Gewindes, der con- 
foca,len Cougruenzen, durch die aingulären Punkte 



382. Zagehörigkeit der singulSren Ebenen zu den singulären Punkten 

in allen 6 oonfooalen Congcuenzen 

383, 384. Die 30 Gruppen assooürter Punkte , gebildet aus aingulären 
Punkten; ProjectivitÄt auf den Kegelschnitten in zwei beliebigen 

singulären Ebenen 

aS5. Die 6 durch die Congruenzen gehenden Gewinde sind gegenseitig 
in Involution; Web er-ßeje' sehe Bezeichnung der singulären Ele- 
mente 

S86— 388. Die Tetraeder- Gruppen und Weber'schen Punktgruppen in ihrem 
Verhalten zu allen 6 Congruenzoni Zwölfer-Gruppen 

VI. 
389- Hül, Die Kummer' sehe Fläche (mit 16 Knotenpunkten N und 16 Doppel- 
Berührungsebenen v) selbständig betrachtet; Gruppen assocürter 
Punkte JV (oder Ebenen ]■); dreierlei Lage Ton bwp! solchen 

Gruppen 

392, 393. Zerlegung der Doppeltangenten-Congruenz der Fläche in 6 Con- 
gmenzen (2, 2) 

VIL 
394, "395, Uebertragung der Sätae über die Eeaütat der 27 Geraden einer 
cubiscben Fläche auf die 16 Geraden einer Fläche i. Ordnung 
mit Dop[ el Kegelschnitt 
396, 397 Weitere Uebertiagung auf die Ib i5tiahlPibiSL.hel der Con^ruenz 
(2 i) 6 (jattungen Ableiting deiBelben, inaofein die Congiuenz 
dei bthnitt emes Gewindes und emea tet aedralen Compleses ist 
31« Hierbei sich ergebende Achtergruppen von singulären P mkten 
399 Die Gattunsen der 5 eonfocalen Congruenzen 

iOO Die Brennfläi-he emei reell iitiahiigen Congruenz (' 2) ist iPell 
1 unktig 

VUI. 

401 Moglithü Doppelstrahlen Uctersoh ed von den nothwen ligen . . 

402, 40i Fünf verschiedene Falle wie die Congiuenz 1 bis 1 Doppel- 

strahlen haben kann binire quatemiie B isi-hei Punkte Ebenen 

404 Lage der verschieden-urtigen singulären Punkte zu den Doppel- 



405, 400 \\.i den Biennflichen sind diese möglichen Dorpclatrahlen Doppel- 
,., eile und 1il l nicen 11^,11 lea Punkte hi, Cusiidalj mkte. . 
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407. Die confocalen Congruennen 

408, 409. Beispiel der Congraenz mit zwei sich schneidenden Doppelstrahlen; 
ErzeuguiigSTveise derjenigen mit zwei windschiefen 

IX. 

'tlO— 41.^. Die Congvneni der gemeinsamen Tangenten zweier Flachen 3. Gra- 
des, die sich in eiaem Vierseite schneiden, zevfUllt in zwei Coii- 
gruenzen (2, 2) mit je 4 Doppolatrahlen; doppelte Collineation der 

beiden Flächen 

414, 415. Bei einer Fläche 2. Grades, die zu sich selbst coUinear ist durch 
Hermite'sohe Transformation, eraeugen die V erbind angslinien ent- 
sprechender Funkte eine Congruenz (2, 2) mit 4 Doppelstrahlen i 
und jede solche Congruenz kann so erzeugt werden 

416, 417. Die Doppeltangenten- Congruenz der Regelfläche 4. Grades mit 
zwei doppelten Leitgeraden zerMlt in 4 Congruenzen (2,2) mit 
je zwei windschiefen Doppelstrahlen; die Büschel dieser Con- 
gruenzen 

4(8 — 422. Die Doppeltangenten- Congruenzen der Flächen 4. Ordnung, welche 
Kwei sich schneidende Doppelgeraden und 4 Knotenpunkte oder 
eine Doppelgerade und 8 Knotenpunkte besitzen, zerfallen; Ab- 
leitung der erforderlichen Eigenschaften dieser Flächen 

Die Congruenz zweiter Ordnung und dritter Klasse. 
429, 424 Zfthl und Lage der singnläien Elemente Bezeichnung der sin 

gulären Punkte , 5 Regelathaai Systeme in (2 ä) 30 tetxaedr^le 

Complese durch (2 3) 
426 — 437 Die Brennfläche 5 oonfocale Congruenzen und ihre Kegel andeie 

Bezeichnung 15 Gruppen associirter Punkte 
428 4*9 Die Doppeltrangenten Congruenz einer Flach? 4 Ordnung mit 15 

Knotenpunkten zertallt in 6 Congruenzen (2 3) 
430 Herleitung der singulären Punkte aus dei Breeagung dei Con 

grueui veimittelst dieier projectiver Stiahlenbuschel 
43] 4^2 Eizeugung dei Congruenz mit Hilfe von zwei concentii sehen le 

ciproken Bündeln und zwei Strahlenbusthelo mit gemeinsamem 

strahle Erzeugungen dutLh Creraonasche Verwandtach liten 
433 Das [vullBjstem der Longiuenz und die einem Punkte P, einei 

Ebene s zu^'öeidnetpu Flauten (Pl (ij 

Die Congruenz aweiter Ordnung vierter Klasse. 
434 435 Zahl und Lage der smguhren Elemeute ei«te Bezei(.linung 

i Regclsohiar Systeme 3 tetiaedrale Ccmj.lese 
436— 4j8 Fie Brennfluche 3 confooale Congiuenzen gleichei Art und ihie 
Kegel z^\eite Bezeichnung 2 Giupjen von 8 und b smgiliren 
Punkten 7 Gruppen assoc irter Punkte 
i6'< Zeii^llen kl Doppeltangenten Kongruenz dei Placlie 4 Oidnung 
mit 14 Knotenpunkten in 4 Congruenzen (2 4) und ein'' Con 
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440 Frzeug ingen di rcb Ciemona tclie Terwandtecliatten, insbesondere 
die durch zwei jiiadrati&ch verwandte Ebpnenliündel und Ableitung 

der singuHren Punkte .... 253 

441 — 443 Die beliebigen Punkten speciell den Einguldren Punkten zu- 
^ehoi gen Flächen (P) md die Kegel dei Resti^ongruem (4, 6) 
na den slngulaicn Punttea 25& 

Die Congruenz zweiter Ordnung fünfter Klasse. 

444, 446. Zahl und Lage der aingulären Elemente; ein tetraedraler Complex; 
2 Begelechaar-Systeme; die Brennfläche; 2 coufocale gleicb artige 
Congruenzen und ihre Kegel ; der gemeinsame ausgeaeiclineto 
Punkt 1. Grades 260 

446, 447. 3 Gruppen aaeocürter Punkte; 3 Tripel und 3 Quadrupel von sin- 

gulären Pnnkten; Bezeichnung 263 

448. Die den aiugulären Punkten zugehörigen Flächen (P) and die 
Kegel der Eestcongroenz (6, 10) 263 

449. Die Brennfläche Jet nicht die einzige Fläche 4. Ordnung mit 13 
Kaoteiipunkten, ; Erzeugungen dureb Cremona'solie Verwandt- 
schaften 2(i0 

Die Congruenz zweiter Ordnung sechster Klasse 
von der ersten Art und die Congi-uenz zweiter Ord- 

I. 

450 Zahl und Lage der smgulaien Elemente bei (2, 6)i ; eine Gruppe 
associirter Punkte und ein Regel ai-haax- System ; Erzeuguug ver- 
mittelst eines Flai-henneties 2 Ordnung ; die Brennflüche ; die 
confncale Congruenz gleicher Art und ihre Kegel 267 

451 Die Restcnngruenz (8 15) und ihi<- Kegel 270 



452, Zahl und Lage der singulären Bletnente bei (2, 7); die Brenn- 

fläche; die Eestcongruenz (10, 21) und ihre Kegel 271 

Lize.gungsweise 1er Cengruensen (7 S) 6 2) (^ 2) 
453-- 456 Zu diesei Erzeugung wud ein Epgelichnitt Gebüsche benutzt das 

colbneai auf den FVenenrium bezogen ist 272 

457— 4a8 Zusammenhing dieser Frz^ugong mit deijenigen bei wekhei ein 
(jebutclie von Fläthün 2 Ordnung mit einem oder mehreicn ge 
meinsamen Punkten coUineai iit den Ebenpnraum belogen wird 278 

Bin B lall 1 1 r bon>.luPn/ Siebentel Ui Inuiig 
Biter KltsB^ 

459. Die Tangenten aller cubischon Kaumcurven, welche durch 5 ge- 
gebene Punkte gehen, in ihren Schnitten mit einer festen Ebene 
bilden eine solche Congruena . 281 

460, Falle, in denen die Ordnung sich erniedrigt 283 
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461. Zahl und Lage der Biagulären Punkte; eiß tetcaedralei' Complex; 
2 Regelsch aar- Systeme ; die Brennfläche ; die 2 confocalen Coq- 
groenzen gleicher Art und ihre Kegel; 3 Gruppen associirter 

Punkte 285 

462, 463. Piojective Beziehung, dnroJi die Congraenz, dei- einen oder andern 
Eegelschaaren eines gewiäsen Systems yod Piäehen 2. Grades ; 
Erzeugung der Congruenz durch zwei collineare Flächen 2. Grades 28G 

464. Erzeugung yermittelst eines Flächennetaes 2. Ordnung 291 

465. Die EeatcongrueuK (6, 10) und ihre Kegel 393 

466. Die Congruenaeii der niedrigeren Klassen als heaondere Fälle . . 294 

11 

407—469. Die Oertei einPi stirrpu Ccrilen de mt zwei PmktPi auf iwei 

Geraden awei Ebenen einer Fbene und einer Oeiaden gleitet 295 

470—472. Die Oerter die sie erzeugt wenn sie mit drei Punkten auf zwei 
Ebenen und e ner tteriden oder auf drei tlenen gleitet mi Itt/ 
teren Falle eiiip (b 2)ii 299 

473, 474, Sie gleitet mit t er Pmkten in t er Fben i .'iOi 

Vorkommen Ton möglichen Doppelstrahlen bei den 
Congruenzeu zweiter Ordnung und höherer als 

476. Ein möglicher Doppclstrahl bei (2, 6)ii, (2, 6), (2, 4), (2, 3); Zahl 

und Lage der binären und unären singulären Punkte 305 

47G — 478. Die confocalen Congruenzen und ihre Kegel; die Brennfläche; ge- 
nauere Betrachtung von (2, 4) und (2, S) 307 

47a, 480, Die Congruenzen (2, 3) und (2, 4) lassen noch einen zweiten Doppel- 
strahl ZU; das Umkehrproblem, bei dem von der Brennfläche aus- 
gegangen wird, für einige Fälle :U2 



Die Strahlenoongruenzen zweiter Ordnung mit t 
gulären Linien. 



481, Drei Gattungen; die einzige Doppolsecanten-Congruenz einer Raum- 

curve, welche 2. Ordnung ist 

—484, Die beiden Arten der Congrueaaen 3. Ordnung mit 2 singulären 



485, 486. Die dritte Gattung, bei der die Coagruenz nur eine von ihren 
Strahlen einmal getroffene singulare Linie bat, mit ihren drei 
Untergattungen; der Bang 
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487 — 4Q3 Die JiP! ArtPn \on CoagrueDZPii ^ Ordnung mit einei ingulmu 
Ue irlen m^hieie %! pcial falle dti /weitpii Ait 

III 
493- 500 Die beiden AtteD von Congriien/eu 2 Oidnung, bei denen \on 
dtiii Punkten emei nicht geladen einguWien I iiiie je em Stialilen 
luidul und em einzelnei "itrabl ausgeht Xegel J fii ides, die ?ii 
iinn,uiBj.!en CiiiTen per'Jieitiv sind 



501 Congrupnzen 2 < 'rdcung mit emei nicht geraden singuUien Linie 
\on ^elchei jeder Punkt 2 Strahlenlidsctel auseendet 
502—509 Drei Con^tuenzen 2 Ordnung von dei Klaase 4, 6, b mit iner 
singuUren Linie 3 odei 3 Oidnung, von der jeder Punkt einen 
kegel 2 Grades auiaendet die Oertei 4 oder 3 Oidnung ihrei 
/weiten Biennpunttc 

&III /usamnienitellnng und Vutaalilurg aller Cnngiuen/fn i (Irdnuiig 
( Klisae 



1 Benennungen :i(i6 
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Allgemeine Eigen schafteia der Strahlencongruenzeu. 

Zu der Ordnung (oder dem Bündelgrade) einer Congruenz, der 289 
Zahl m ihrer Strahlen, die durch einen beliebigen Punkt gehen, und 
de} KJübse (oder dem Feldgrade) derselben, der Zahl n ihrer Strahlen, 
welche in einer beliebigen Ebene liegen, fügen wir als dritte eharak- 
terisirende Zahl, auf welche schon in Nr. 56 hingewiesen wurde, hinzu: 
die Zahl r, welche a/ngieht, wie oft swei Strahlen der Congruenz mit einer 
heltebtgen Geraden l m einem Strahlenhüschel gehören, oder wie oft 
bei zwei sich schneidenden Congruenastrahlen der Sehnittpunltt und 
die Verbmdungs ebene zugleich mit derselben gegebenen Geraden l in- 
cident sind. Auf diese dritte , zu sich selbst duale , Zahl scheint 
R. Schumacher zuerst aufmerksam gemacht zu haben;*) er nennt 
sie die Art der Congruenz; allein in der Theorie der Congruenzen 
2. Ordnung wird dieses Wort „Art" schon in anderer Bedeutung an- 
gewandt. Ich ziehe es daher vor, wie ich das schon in einigen Ver- 
öffentlichungen gethan habe , diese Zahl „Bang der Congruenz" zu 
nennen; Schumacher hat in seiner neuesten Arbeit (Math. Annal. 
Bd. 38 S. 298) auch dieses Wort angenommen. Wenn die Wörter 
„Bündelgrad" und „Feldgrad" wirklich mehr Anklang finden sollten, 
dann würde für diese Zahl das Wort „Axengrad", das mir Reye vor- 
geschlagen hat, das am meisten zu empfehlende sein. 

Ea leuchtet sofort ein, dasa für jede Congruem, deren Ordnung 
oder Klasse 1 ist, der Hang sein nmss. Dasselbe gilt aber für jede 
Congruenz — von gleicher Ordnung und Klasse, wie wir wissen 
(Nr. 58) — , welche sich in einem Sirahlengewmde befindet; denn die 
beliebige Gerade gehört ja demselben nicht an. 

Ein besonderer Fall hiervon ist, wenn alle Strahlen der Con- 
gruenz eine und dieselbe Gerade treffen, wenn sie also in einem Strah- 
lengebusche enthalten ist. 

Wir haben, ebenfalls schon in Nr. 56, darauf hingewiesen, dass 



L Nr. 56 angeführte Dissertation und Math. Annalen Bd. i 
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2 Allgemeine Eigenschaften der Strahl eBcongrueniea. 

mit jeder Strahlenrongruenz ein hbhetps Nullsyslem vetbunden ist, in 
welchem jedem Punkte die ^m(m — 1) Vethindungbebenen der m von 
ihm ausgeliendeit, jeder Ebene die ^n(n — 1) Schnittpunkte der n in 
sie fallenden Congruengsfrahlen zugeordnet sind. Also sind \ni{m — 1), 
^ii(5i — 1) und r die drei am erwähnten Orte erläuterten Charakteri- 
stiken K, ß, y dieses NuUsystems. 

Befindet sieli freilich die Congrnenz in einem Gewinde, so muss 
das Nullsystem das gemeine Nullsystem sein, das mit demselben ver- 
bunden ist; die \m{m — 1) jedem Punkte zugeordneten Ebenen so- 
wohl wie die \n{^ — 1) einer Ebene zugeordneten Punkte haben sieh 
je alle in der Nullebene, dem Nullpunkte vereinigt. 

Ist die Ordnung oder Klasse der Congruenz 1, so wird eine der 
beiden Charakteristiken «, ^ gleich 0; das Nullsystem artet dann in 
eigenthiimlicher Weise aus. 

Diese Congruenzeu 1. Ordnung (oder Klasse) haben, wie wir bald 
erkennen werden, stets oo^ singulare Punkte (Ebenen); und bei allen 
CoBgruenzen, bei denen das der Fall ist, werden die Nullsysteme Aus- 
artungen erleiden. Wir halten uns zunächst an den allgemeinen Fall, 
wo solche Ausartungen nicht statthaben. 

Jedes Nullsyatem hat (Nr. 56) 2 Gradzahlen a + y, j3 + j-, von 
denen jede die Gradzahl für zwei Oerter ist. Diese vier Oerter sind 
für die Betrachtung der Congruenzeu wichtig. 

1) DiA Verhindungsebenm | der m Cmgruen^straklen g*) die von 
einem Fimkte X ausgehen, umMllen, tvenn X eine Gerade l durchläuft, 
einen Torsiis (ahwickelhare Fläche) von der Klasse 

^^(^ - 1) + r; 

r von iAwew gehen durch l, 

2) Bewegt sich aber X durch eine Ebene s, so umhüllen die Ebenen 
% eine Fläche von der Klasse 

^n(n — 1) -{- r, 

für welche die Ebene e ^m[m — \)-fache Berührungsebette ist. 

3) Die Schniüpimkte X der n Congruenzslrahlen g, welche in einer 
Ebene | Hegen, erzeugen, wenn | um eine Gerade l sich dä"eht, eine Ourve 
von der Ordnung 

lrt(w — 1) -f- r, 
welche die Gerade l in r Punkten trifft 

*) Wir wecden diesen Buchstaben g zur Bezeichunng einea Strahls der be- 
trachteten Congruenz benutzen, wie es ja auch schon beim Gewinde und Strahlen- 
netze geschehen V8t. 
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Allgemeine Eigens ctaften der Strahlen coDgrueuzeii. 3 

4) Bewegt sich aber | durch einen Bündel P, so heschreibm die 
Punkte X eine Fläche von der Ordnung 

^m{m ^ 1) -f- r, 
für welche der Punkt P ein ^m{m — l)-facher ist. 

Wir wollen im Folgenden den Torsus in 1) mit l, die Cuive in 
3) mit \l\, die Flächen in 2) und 4) mit (e) und (-P)*) bezeichnen. 

Die Fläche (P) ist zugleich der Ort der Punkte auf den Strahlen l 
durch P, von denen je 3 Congnimsslrahlen ausgehen, die mit l in einer 
Ehene liegen. 

Und die Fläche {s) ist der Ort der Ebenen durch die Strahlen l von 
£, in denen je Ü Congruensstrahlen sich auf I sehneiden. — 

Eine Gerade l liefert uns aber noch einen dritten wichtigen Ort, 
nändidi die Begelfläche der Congnwnsstrdhlen, lodAe sie schneiden; wir 
haben schon in Nr. 34 dargethan, dass sie vom Grade 

m -i- n 
isf, die l iti m fachin Leitgooiien hat 'jede Ehoie diudi dieselbe n Ei- 
seugende enthalt und injolge dessen m daen Schnitten mit l die Flache 
beiuhrt 

Die i«(n — 1) Schmt^wnhte dieset Eisengenden bilden eme Doppel- 
cuive diese) Fluche, offenbat die \l\ 

Diese Cur\e können wir auch als Ort dt,r Punkte bezeichnen, die 
zugleich mit zwei dei von ihnen ausgehenden Stiahlen g die Gerade 
l treffen 

Von tlin » Punkten, in denen sie l bihiieidef, gehefii albo je 2 Stiahlen 
g aus, die in dieselbe Ebene duich l fallen 

Diese Regelflache, welche duieh einf gegebene Congrueuz jeder 
fieiaden l zugeordnet wird, nennen wii (i) 

Die Ebenen von l sind Doppelberührungsebenen von ihr. 

Wenn m = 1, so ist r '= 0; demnach sind der Torsus l und die 
Fläche (P) nicht vorhanden; bei m ^ 1 hingegen kommen 1 1 1 und (e) 
in Wegfall. 

Treffen alle Strahlen einer Congruenz eine Gerade l^, so geht die 
einem Punkte P zugehörige Fläche (P) in die ^m{m — l)-fach zu 
rechnende Ebene P/^ und die einer Ebene s zugehörige Flache (*) in 
den ^n(ii — l)-fach zu rechnenden Bündel el^^, jeder Torsus l in den 
^»i(m — l)-fachen Ebenenbüscbel lg und jede Curve | i | in die ^n{n—l)- 
fache Punktreihe l^ über. 

•) In Nr. 66 steht, durch Druckfehler, T statt P. 
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4 Allgemeine Eigenschaften der Stralilencongruenzen. 

Jede Regelfläche (t) bekommt, zu der w-faelieii Leitgeraden l und 
dem Büschel w-facher Berührungaebenen um l, noch eine n-fache Leit- 
gerade J^ und einen Büschel »!-facher Berührungsebenen um l^. 

Betrachten wir, indem wir wieder zum allgemeinen Falle znrück- 

kehreu, die Begelfläeke der CongrumsstraMeit g, welche einen Congruens- 
strahl g^ seiist treffen; g^ trifft m -{- n Erzeugende der zu einer be- 
liebigen Geraden gehörigen Fläche {Vj; also hat auch die Fläche ((/q) 
den Grad m + n. Aber von einem beliebigen Punkte von g^ gehen 
nur noch m — 1 andere Geraden g aua, so dass ^o nur (ni ~ Vj-fache 
Leitgerade von {^q) ist, und in einer Ebene durch g,^ befinden sich nur 
noch n — 1 weitere Erzeugende. Der Grad m -\- n kommt mithin 
nur dadurch zu Stande, dass g^ selbst mveimal Erzeugetide von (g„) ivird. 
Beim Strahlennetz [«, v\ z. E. zerfällt die Regelschaar (^o) in zwei 
Strahle nb ÖS eh el mit dem gemeinsamen Strahle ^„. 

Das Continuum der Erzeugenden von {g^ geht also zweimal durch 
g,^ hindurch. Betrachten wir die Nachbarerzeugenden, ao erhalten wir: 

Jeder Strahl g einer Congruens tvird von zwei unendlich nahen 
Strahlen g^, g' derselben geschnitten. 

Die beiden Schnittpunkte gg^ uod gg' nennt man die Brenn- 
punkte von g, die beiden Ebenen gg^^ und gg' seine Brenn- oder Focal- 
ebemn. Der Brennpunkt gg^ heiast zur gleichnamigen Ebene gg^ asso- 
ciirt und nicht asaocürt zur Brennebene gg' (vergl. Nr. 114 und 205). 

Wenn wir uns die Congruenz ala vollständigen oder theilweisen 
Schnitt zweier Complexe denken, so gelangen wir zu den Focaielementen 
eines ihrer Strahlen folgendermassen : 

Wenn g zu einem Complexe gehört, so ist jedem von seilten Funkten 
eine Ebene dureh g mgeordnet, die Ebene nämlich, welche den Oom- 
pleskegel aus dem Punkte längs seiner Kante g berührt, und jeder 
Ebene durch g ist ein Punkt auf g zugeordnet, der Punkt, in welchem 
g die Complexcurve in der Ebene berührt. Zwei so einander m- 
geordnete Elemente sind Schnittpunkt und Verbirtdungsä>ene des g mit 
einem ihn schneidenden imendlicJt nahen Strahle des Complexes; die 
Punktreihe auf g und der Ebenenbüschel um g werden auf diese Weise 
projeetiv. Indem der zweite Complex eine zweite derartige Projectivität 
liefert, wird die Punktreihe, wie der Ebenenbüschel zu sich seibat 
conjectiv, indem zwei Punkte oder zwei Ebenen einander correspon- 
diren, welche in den vorhinigen Projectivitäten derselben Ebene, dem- 
selben Punkte entaprechen. Die Brennpunkte und Brennebenen aind 
die aich selbst entsprechenden Elemente.*) 

*) Vergl. Pasch, Zur Theorie der Complexe und Congruenzen, Gieasen 1870. 
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Allgemeine Eigenschaften der Stralilencongi'uenaen, 5 

Von der Ourve 1 1 j löst aich, wenn l ein Congnienzstralil fff, wird, 
die Gerade ^^ ab uad zwar, da von jedem ilirer Punkte m — 1 andere 
Strahlen g ausgehen, (m — l)-facli ab; es verbleibt eine Curve |^d| 
von der Ordnung ^n{n — 1) -\- r — m -\- 1. Weil sie von jeder 
Ebene durch g^ , ausserhalb dieser Geraden , in ^ (m — 1) (n — 2) 
Punkten geschnitten wird, hat sie mit g^ n -{- r ^ m Begegnungs- 
punkte, welche aber von zweierlei Art sind. Jede Erzeugende von 
{^g) trifft diese Curve \g^\ in den n — 2 Punkten, in welchen sie 
die n — 2 übrigen Geraden g in der sie mit g^ verbindenden Ebene 
schneidet. Dies führt au 2(jj — 2) Üebergangspunkten von \g^\ über 
g^, insofern diese eine doppelte Erzeugende von {g^ ist. Somit bleiben 
r + 4 — {m -\- fi) weitere Begegnungspunkte von |^u| mit g^, von 
denen 2 Strahlen g ausgehen, die mit g^, zu dem nämlichen Strahlen- 
böschel gehören, und weiche den r Punkten des allgemeinen Falles 
analog sind. 

Sollte jedoch auf g^ ein singulärer Punkt liegen, d. h, ein Punkt, 
von welchem ein Kegel von Congruenzstrahlen kommt, der sich dann 
auch noch von {y^ ablöst, so sind diese Ergebnisse nicht richtig. 

Duales gilt hinsichtlieh des Torsus ^ß. 

Wir untersuchen nun den Ort der Brennpunkte F^ ^ gg^ und 2£ 
F'^gg' aller Sirahlen einer €ongrttens und die Fläche, tvelehe von 
den Brennebenen ip^^^gg^^ und ip'^g^*) umhüllt tvird. Jener heisse 
0(F), diese ^(sp)- 

Die beiden Brennpunkte auf dem Strahle g^, der unendlich nahe 
an g ist und ihn in i^^ trifft, seien Fi^i und F,'; dann sind Fi^i und 
Fl zwei unendlich nahe Punkte von 0(F) auf g^ also berührt (/, 
diese Fläche in J?'!,:, iind g tangirt sie in F^ und ebenso in F'. 

Mithin sind alle Strahlen der Congruenz Doppeltangenten der 
Fläche ^(i*') und zwar je in den beiden Brennpunkten. 

Ebenso sind sie Doppeltangenten von ^{(p) mit den Brennebenen 
als zugehörigen Berührungsebenen. 

Ferner, F^' liegt unendlich nahe an F', also berührt F' Fj die 
0{li') in F' und weil g es ebenfalls thut, so ist die Ebene beider, 
d. i. <pi^gg, die Tangentialebene von 0{F) in F', und aus gleichen 
Gründen berührt q;' diese Fläche in F^. 

Demnach sind alle Berührungsebenen von <D((p) auch Bertthruugs- 
ebenen von 0{F). 

*) In Nr. lU aiiiJ, aus andern Gründen, die Brennebenen nicht gleichartig 
mit den ürennpunWen bezeichnet, au denen sie asBOciirt sind; qj^ zu F,, q;, 7,a F,. 
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6 AHgemeine Eigenschaften der Strahlenoongraenien. 

ümgekelirt, es sei F" ein beliebiger Punkt von 3>(i*'), g der Con- 
gruenzstrahlj dessen einer Brennpunkt er ist, ^i der andere, g^ der 
unendlich nahe Congmenzstrahl, welcher g in F^ sehneidet, und F^ 
der aus F' durch Oontinuität hervorgehende Brennpunkt von ^,, so 
ist F'F^ Tangente in F' an 0{F) und fällt in die Tangentialebene 
dieser Fläche in F'; diese enthält die g und von g^ die beiden Punkte 
F^ und i'j', also fällt sie mit der Brennebene y^ ^ j/i/j zusammen. 

Folglieh taugirt auch jede Berührungsebene von ^(F) die ^((p). 

Die beiden Flächen *(F) und ^{ip) sind identisch. Also: 

Jeder Congruens ist, im cälgemeinm, eine Flüche ^ zugeordnet, welche 
man ihre Brenn- oder Focalftäche nennt. Sie mrd sowohl von den Brenn- 
punhten der Strahlen der Congrttenn erzeugt, als äii/rch die Brennebenen 
derselben eingehüllt. Jeder Strahl der Congruens berührt sie doppelt, in 
seinen beiden Brennpunkten, und die beiden Brennebenen sind die 2m- 
gehörigen Berukrungsebenen, so jedoch , dass jede von ihnen in dem nicht 
assocürten Brennpmtkte tangirt. 

Keinesfalls aber sind umgehört alle Bo};^eltang&iten der Brenn- 
fläche Strahlen der Congruens. Bekanntlich giebt es, im allgemeinen, 
in jedem Punkte einer Fläche mehrere Doppeltangenten, welche in 
ihm ihren einen Berührungspunkt haben. Nur eine gehört, wenn die 
Fläche eine Brennfläehe einer Congruenz ist, als Strahl zu derselben. 
Es giebt, im allgetneinen, m jeder Camgruens noch einige andere, mit 
denen sie die Brennfläehe gemeinsam hai, oder die zu ihr confocal sind, 
wenn wir so sagen wollen. 

Andererseits aber bildet der Inbegriff der Doppeltangenten einer 
beliebigen Fläche eine Congruenz, die, im allgemeinen, nicht zerfällt 
und für welche dann die Fläche die Brennfläche ist, 

Wenn alle Strahlen einer Congruenz eine Flache g berühren, so 
ist dieselbe ihre Brennfläehe, bezw. ein Theil derselben, sobald die Be- 
rührung nw in einem Bimkte geschieht. 

F sei Berührungspunkt des Cougruenzstrahls g mit ^i so ist 
mindestens einer der Brennpunkte von g von F verschieden; dieser 
sei F^; von ihm kommt g tangential an % und berührt in 7^; g^ sei 
der unendlich nahe Congmenzstrahl durch F^, welcher, n, V,, ^ eben- 
falls berührt und zwar in einem an F unendlich nahen Punkte. Folg- 
lich ist die Brennebene gg^ Tangentialebene von § in F; in der an- 
dern Brennebene, die also 5 nicht in F tangirt, haben wir zwei 
unendlich nahe Congruenz strahlen g, g' , welche beide Tangenten an 
die Schnittcurve mit % sind; mithin ist ihr Schnittpunkt der Berüh- 
rungspunkt F von g mit % und mit dieser Curve; folglich ist dieser 
Punkt der zweite Brennpunkt F' von g. 
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Allgemeiue Eigenschaften der Strahle ncongrueuzen. 7 

Der vorangehende Beweis Her Identität vod ^ (F) und (9) 292 
setzt voraus, dass beim Uebergange von g zu ^t der Brennpunkt 
Fl sich wirklich ändere , so dass F^ und JFi,i zwei verschiedene 
Punkte sind. 

Giebt es aber Brennpunkte, welche je zu 00^ Congruenz strahlen 
gehören, dann ruckt, wenn man auf einem solchen Congruenzstrahlen- 
Kegel von jedem Strahle zum unendlich nahen übergeht, der eine 
Brennpunkt gar nicht vor. 

Demnach ist am- Sats von der Identität von 0{F) und 0((p) bu 
modißciren, sobald Curven mit 00^ BrennpunUen der erwähnten Art — 
sogenannte Brennlmten — vorhanden sind. Sandelt es sich hlos um 
eine Srennlinie, welche von den einen Brennpunkten der Str^len mner 
Gongruens erfüllt wird, so ist der Satz wenigstens richtig für die sweiteti 
Brennpunkte und die ihnen nicht assocürten Brennebenen , welche die 
Congruenzstrahlen -Kegel ans den auf der Brennlinie gelegenen Brenn- 
punkten berühren. Erfüllen aber beide Brennpunkte entweder eine und 
dieselbe Brennlinie oder gwei verschiedene, so trennen sich O(i^) und 
0(ip); wir werden bald diese Fälle genauer betrachten. 

Wir halten uns zunächst an den allgemeinen Fall, in welchem 
0(F) und 0((p) sich in <& vereinigt haben. 

Es sei t eine Tangente von 0, g der Strahl der Congruenz, 
welcher den Berührungspunkt von t zu seinem einen Brennpunkte 
F' und die Berührungsebene von F' zur nicht assocürten Brennebene 
^i hat; da (p^ auch t enthält, so wird diese Gerade von den beiden 
dem g unendlich nahen und sie schneidenden Congruenzstrahlen g' 
und g^ getroffen; also geboren alle drei Strahlen g, g', g^ zu den Er- 
zeugenden der Begelfläche (t) und zwar ist g in doppelter Weise 
Torsallinie derselben (Nr. 208) und da sie als solche in allen ihren 
Punkten sowohl von der Ebene gg', als von der Ebene gg,^ berührt 
wird, so ist sie eine doppelte Erzeugende von (t). 

Fiir die einer Tangente t der Brennfläche mgekörige Begelfläche (() 
ist der Congnienzstrdhl, welcher in dem Berührungspunkte von t seinen 
einen Brennpunkt hat, eine doppelte Erzeugende mit der besonderen Eigen- 
schaß, dass sie von beiden Nachbar-Er0eugenden getroffen wird. 

Wenden wir uns zur Ermittelung der Ordnung m^ und der Klasse 293 
«1 der Brennfläehe einer Congrnenz (m, n, r). Wir haben dieselbe 
übrigens, als wir die eindeutige Abbildung eines Strahlengebüsches 
in den Punktraum betrachteten, schon erhalten (Nr. 208). 

Wir fanden dort, dass, wenn eine Regelfläche (m + m)*™ Grades 
mit einer w-fachen Leitgeraden l auf derselben r Punkte besitzt, von 
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8 Allgemeine EigeDSohaften der Strahlen oongruenzen. 

welchen 2 Erzeugende ausgehen, die mit l zu demselben Strahlen- 
biischel gehören, die Gerade l 2n(m — 1) ^ 2r Punkte enthält, von 
denen zwei unendlich nahe Erzeugende der l'läehe ausgehen, und 
durch sie 2m(n — 1) — 2r Ebenen gehen, welche zwei solche Er- 
zeugende enthalten. 

Diese Eigenschaften hat aber, wenn eine Congruenz (m, n, r) 
vorliegt, die einer Geraden l zugehörige Regelfläche (l). 

Demnach ist die Ordnung der Brennfläche einer Congruens (m, n, r) : 
% = 2n(m — 1) — 2r, 



und Uwe Klasse: 
Also ist: 



= 2m(n~ 1)-- 2r. 



)% — ■ w^ ^^ 2 (m — )(), 
welche Beziehung von F. Klein zuerst bemerkt wurde.*) 

Es soll aber die Ordnung und Klasse der BrennflUche noch aul' 
eine andere dtrectete Weise ermittelt werden 

In dem Ehenenh schel um eine heliehige Ge ade l ruft die (Jon- 
gnmtä eine miolwtojisclie Cojteapondeng [n(m — Ij] (Nr. 18) hervor, 
m tvelcher sich suei Ebenen ent^rechen Je suei sich auf l schnei- 
dende Congrttensstrdhien enthalten denn jede Ebene durch l enthält n 
Lon^ruenzstiahlen und von dem fechnitte jedes derselben mit l gehen 
m — 1 indeie lUb und nich lieaen n {m — 1) Congruenzstrahlen 
j^ehen die entsprechenden Elenen jenei Ebene Zu den 2n{m — 1) 
Goincidenzebenen gehcren die t Ebenen der Stiahlenbüschel, in denen 
l Hieb mit zwei Congruenzstrahlen j befindet und zwar doppelt, weil 
jede dieser Ebenen sich mit zwei von ihien eutsj rechenden vereinigt 
hat (Ni l'^), lean fu jeden der beiden / at dei andere ein ihn auf 
l tieftendei E verbleiben 2}){iH — 1) — 2 Co lULidenz ebenen, welche 
zu Paaien unendlich nahei Oongruenzstiahlen gehören, welche sich 
auf i schneiden. Die Schnittpunkte sind die Begegnungspunkte von l 
mit der Brennüäche 0. 

Die duale Betrachtung, bei der eine involutorisclie Corresjiondens 
\m{n — 1)] von FunMen auf l benutzt wird, in welche, sich swei 
lenkte dieser Geraden entsprechen, weldie ihre Schnitte mit swei in der- 
selben Ebene durch l gelegenen Congruenzstrahlen sind, führt zu den 
durch l gehenden Berühr ungaebenen und zur Klasse von ^. 

294 Lassen wir einen Fv/nkt auf l und eine Ebene durch l entsprechen, 

tvelche mit demselben Gangru&nzstrcthle g inddiren, so erhalten wir eine 

*) Vergl. Lio, Göttingei NaohricUeii 187a, Nr. 4. 
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Correspondens [it, m]; jedem Punkt X von l entsprechen m Ebenen | 
durch l und jeder Ebene S, correspondiren n Punkte X Die Con-e- 
spondenz- Gleichung zwischen den Parametern fi und v entsprechender 
Elemente | und X ist also in fi vom m"*", in v vom w*^" Grade 
(Nr. 12). 

Nehmen wir au, dass die Oongruena einen singulären Punkt S 
besitzt, von welchem melir als m Congrnenz strahlen ausgehen. Wenn 
nun l durch diesen Punkt S gelegt wird, so artet die Correspondenz 
[«, m\ in einer eigenthiimlichen Weise aus. Für v = v^, wenn v^ 
der Parameter von S in der Punktreihe ist, wird die Gleichung m'*" 
Grades in ft durch mehr als m Werthe befriedigt, sie muss also eine 
identische Gleichung sein; das erfordert, dass alle m -|- 1 Coefflcienten 
für V = Vq verschwinden, also eine Potenz von v — Vg als Factor ent- 
halten; es sei h der niedrigste von den Exponenten, sodass (y — v,,)'' 
Factor der linken Seite ist. Dann entsprechen, umgekehrt, auch jedem 
Werthe von fi h Werthe von v, welche gleich Vg sind; also in jeder 
Ebene durch l befinden sich h Strahlen der Congruenz, welche durch 
S gehen; folglich sendet S an die Congruenz oo^ Strahlen, welche 
einen Kegel Ä'^"^ Ordnung bilden. 

Wenn durch dnen Funkt mehr als m Stralü&i einer Congruenz 
m^"' Ordnung gehen, so gehen oo^ dwch ihn. 

Man nennt ihn dann einen singidäre)i Funkt der Congruens und 
swar 7('™ Grades S;, , wenn diese Strahlen einen Kegel h^' Ordnung er- 
zeugen; auch diesen Kegel nennt man Singular. Wir bezeichnen ihn 
mit (S„). 

Entfernt man den Factor (v — Vg)'' aus der Correspondenz- 
Gleichung, so hat man die Gleichung der „reducirten" Correspondenz 
\n — h, m], in welcher einer beliebigen Ebene | durch l nur die 
Schnitte der l mit den n — /( nicht dem (Si,) angehörigen Strahlen g 
in ihr entsprechen, während einem Punkte X auf l, nach wie vor, 
m Ebenen § durch i correspondireii. 

Auch dem Ä, entsprechen m Ebenen; die m von Sa ausgehenden 
Strahlen g, welche zu ihnen führen, können ganz oder theilweise dem 
{(S;.) angehören. 

Wenn in einer JEbene mehr als n Strahlen tj liegen, so ist sie sin- 
gidär\ d. h. sie enthält oa* Congrum^straMen, welche eine Ourve um- 
hüllen. Die Klasse dieser sinffiüären Gurve nennen mr wiederum den 
Grad der Ebene als singtilärer Ebene. 

Mit jedem singulären Punkte 1, Grades, d. h. von welchem ein 
Strahleubü schul von Congruenzstrahlen ausgeht, ist von selbst eine 
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10 Allgemeine Eigenschaften der Strahl encongruenzeii. 

singulare Ebene 1. Grades, die Ebeno dieses Büschels, verbunden; 
und umgekehrt. 

Wenn die Strahlen einer Congmeng simmfhch eine Curve treffen, 
so sind alle Funkte derselben singular, da ja von jt,dem <x^ Strahlen 
der Oongruenz ausgeben müssen. Man nennt eme 'solche Curve eine 
singulare Curve der Congruens. feie ist 1 is jetzt fieilich meistens 
Trennlinie der Congruenz genannt noiden weil für jeden Strahl der- 
selben der StOtapunkt auf diese Cune er ichtliLh der eine Brennpunkt 
ist, indem der Strahl in ihm von dei auch ^ni Cmj^iuenz gehörigen 
Nachbarkante des singulären Kegels aus dem Stlitzj unkte getroffen 
wird. Aber der Name ,fiinguldre tmte ist nohl da "bessere, denn die 
Eigenschaft der Punkte der Curve, dass sie je oo' Strahlen zur Con- 
gruenz senden, ist wichtiger als die, dass sie die einen Brennpunkte 
dieser Congruenzatrahlen sind. 

Berübren alle Strahlen einer Congmenz eine abwickelbare Fläche, 
80 sind alle Tangentialebenen derselben singulare Ebenen. 

Ein singuUirer FtmJct & fe"*" Giades liegt offenbat auf jeder Begel- 
fläche (/) h-fach. Für die Curve l\ tsf ein S ein ih(h — \)-facher 
PunM, da ^/i(/t — 1) Paare von ihm ausgehender "ütiablen g die l 
treffen. 

Jeder von den Strahlen eines singulären Kegels (ßh) bat, wie 
eben bemerkt, seinen einen Brennpunkt im Scheitel Sh und die asso- 
ciirte Brennebene ist die Berübrungsebene des Kegels längs des Strahls. 
Sie berührt # im andern Brennpunkte und der Ort dieser zweiten 
Brennpunkte ist die Curve, längs deren (Ss) die ® tangirt. Die diesen 
Brennpunkten associirten Brennebenen berühren in 8h und um- 
hüllen den Änsduniegungskegel des so sum vielfachen FunJcte von * ge- 
wordenen Punktes S/,- Wir setzen hierbei, im allgemeinen, voraus, 
dass Sh ein einzelner singulärer Punkt sei. 
5 FJs ist möglieh, dass dtirch einen singulären Funkt noch weitere 
Congruenzs^aMen gehen, die seinem Kegel nicht angehören, tmd ebenso 
hmn es in einer singulären Ebene noch weitere Congruenzstrahlen geben, 
weJcAe die singulare Cv/rve nicht herOhren. 

Beispielsweise enthält, wie wir sehen werden, jede singulare Ebene 
einer Congruenz 2. Ordnung (ohne singulare Curve), deren Klasse n 
grösser als 2 ist, ausser einem Strahlenbüschel noch n ■ — 2 Con- 
gruenzstrahlen. 

Legt man nun l durch einen singulären Punkt Sh, so sondert sich 
von der Fläche Q) der Kegel (S^) ab; für die verbleibende Fläche, 
vom Grade m -\- n — k, ist ersichtlich l immer noch ws-fache Leit- 
gerade, und auch vom Punkte Sa gehen m Erzeugende aus. 
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Nehmen wir nun an, dass durch Sh y Congrueuzstrabien gehen, 
welche nicht zu (S;,) gehören; dann gehören diese zu den m Er- 
zengenden; die übrigen m — y sind Kanten von {Si,)- Verfolgt man 
nun das .Continuum der Erzeugenden der Fläche {m -\- n — ?i)*™ 
Grades, ao sieht man, dass diese m — y Erzeugenden je in den Ebenen, 
welche sie mit l verbinden, sich mit Kegelkanten vereinigt haben; 
oder, was anschaulicher ist, die jm — y ihnen bezw. unendlich nahen 
Erzeugenden der Fläche, welche vom Nachbarpunkte von Sn auf l 
kommen, sind in den Ebenen durch 7, in denen sie liegen, unendlich 
nahe an Kanten von (Si,) gerückt, und zwar, wie diese Lage es deut- 
lich zeigt, so, dass die Schnittpunkte mit denselben nicht in Sh, son- 
dern in die zweiten Brennpunkte dieser Kanten fallen. Diese m — y 
Ebenen sind also Berührucga ebenen des Kegels \S,,\, der sich im 
vielfachen Funkte Si, an die Brennfläehe anschmiegt. 

Und umgekehrt, in jeder der durch l gehenden Tangentialebenen 
dieses Kegels ist von den beiden unendlich nahen Congrueuzstrabien 
der eine eine Kante von (S/,), der andere geht durch den Nachbar- 
punkt von Sh auf 1; mithin ist letzterer eine Erzeugende der Fläche 
(in-\- n — 'i)*™ Grrades, welche einer dem Kegel (Sj) angehörigen Er- 
zeugenden dieser Fläche unendlich nahe ist. 

Wenn also durch einen singulärm PunM einer Congruen^ m^" Ord- 
nung y Congruen0straMen gehen, welche nickt dem singulären Kegel 
angehören, so ist die Klasse des Kegels, der sich in diesem vielfachen 
Punkte der Srennfiäche der Congriiem anschmiegt, m — y. 

Wichtiger freilich ist die Ordnung dieses Kegels, d. i. der Grad 
der Vielfachheit des Punktes. 

Ebenso dual: Die Curve, längs deren eine singulare Ehme einer 
Congruenz k*** Klasse die Brennfläche derselben berührt, ist von der 
Ordnung n — /, wenn y die Zahl der in der singulären Ebene beßnd- 
liclien, aber nicht die singulare Ourve berührenden CongrumsstraMen ist. 

Im oben erwähnten Beispiel ist diese Curve ein Kegelschnitt 
und die Ebene also eine doppelte Berührungsebene der Brennfläche. 

Die Drmnpunhte auf den Erzeugenden einer Fläche (T) bilden eine 296 
Curve von der Ordnung 2(mn — r); denn auf l sind 2n(m — 1) — 2r 
gelegen und in jeder Ebene durch l ausserdem noch 2n. Längs dieser 
Curve berühren sich (!) und ^. 

Diejenigen Strahlen der Congruens, welche ihren einen BrennpunM 
in einer gegebenen Ebene haben, ersmgen eine Regelfläche votn Grade 
2(mn — r); die n in die Ebene fallenden Strahlen gehören ihr 
doppelt an. 
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12 Allgemeine Eigenschaften der StraWeiicongi'uenzen. 

Ingleicheii umhüllen die Brenaebenen der Erzeugenden der Fläche 
(l) einen Torsus von der Klasse 2(mn — r), und die Oongrnenzstrahlen, 
deren eine Focaiebene durch einen gegebenen Punkt geht, bilden eine 
Regelfläche gleichfalls vom Grade 2{mn — r), welche die aus dem 
Punkte kommenden CougruenKstralilen zu doppelten Erzengenden hat. 

In einem Ebenenbüscbel q lassen wir zwei Ebenen einander ent- 
sprechen, welche nach den beiden Brennpunkten eines die l treifenden 
Congruenzsirahles gehen; es ergiobt sich dadurch eine involutoriache 
Correspondenz [2(mn — »■)]. Von den Coincidenzeii rühren m -\- n 
von den Strahlen g her, die zugleich l und q treffen, und jede der- 
selben ist doppelt zu rechnen, weil jede Ebene von g durch einen 
dieser Strahlen sich mit zwei entsprechenden Ebenen vereinigt hat. 
Die übrigen Coincidenzen weisen auf solche Erzeugenden von (}) hin, 
deren Brennpunkte sich vereinigt haben. 

Jede Coiigruens (m, n, r) 'besitst eine üegelflucfie vom Graue 

4(,„„ - ,.) _ 2(«. + »), 

tvelclie durch die Strahiert mit zusammengefallenen BrennpunMen er- 
zeugt wird. 

Diese Geraden berühren die Brennfläche vierpunktig. 

JEhenso besitzt sie eine Eegelfläche von demselben Grade, ivdche durch 
diejenigen ihrer Strahlen gebildet wird, deren Brennebenen sich vereinigt 
haben. 

Es kann die eine Vereinigung ohne die andere geschehen; die 
Brennebenen z. B. vereinigen sich allein, wenn ein Congruenz strahl 
die beiden Berührungspunkte einer in zwei Punkten berührenden Tan- 
gentialebene der Brennfläche verbindet. Im allgemeinen wird jede der 
beiden Regelflächen in zwei Theile zerfallen, so dass bei dem einen 
Theile zugleich die andere Vereinigung statthat. 

Diesen Theil haben beiiie ßegelflächen gemeinsam. 

297 Wenn lie Stial leu einei Congiuenz 2 Curien treffen (die auch 

identisch sein können so U'iS ca sich um die Doppelsecanten einer 
Raumcurve handelt) so erfüllen die Brennpunkte diese beiden singn- 
laten olei Brenncurven und aue Bieunflache bchunt nicht vorhanden 
ii sein deshalb hit man i ch lish i leraih^e Loi^iuenzen C'on- 
jnten ei dnc Btennflache genannt 

De Dualität musste e^ dann aber ertordein liss man auch einer 
Cli ^ruenz deren btiahlen gemeinsame Tangenten zweier Torsen (oder 
Dopj. ltanj,enten einer einzigen) sind die Biennflache abspricht, was 
n m ni 1 1 thi t un 1 mit 1 echt nicht ti t 
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Jier auch im ersteren Falle ist es mM richUg, wmn den Con- 
gruemen die Brennfläche dbgesproch&i wird; man wird auch bald findeiij 
das8 iü den meisten Fällen die Werthe für die Ordnung »i^ und 
Klasse n^ der Brennfläche nicht werden. 

Wenn )w = 1 ist, so wird r = (Nr. 289) und also m^ = 0, 
aber im allgemeinen ist iij > 0. Beim Strahlennetae freilich sind 
beide 0, und es ist eine Breuufläche nicht vorhanden. 

Wenden wir uns aunächst zu (fer Congrmn0 der Doppelsecantm 
einer Eaumcurve B, welche (***' Ordnung ist und ij scheinbare Doppel- 
puutte hat. Ersichtlich ist: 

m == ij, M = ^ii(n — 1). 

Die Ebenen, welche zwei unendlich nahe Congruenz strahlen ent- 
halten, sind die sämmtlichen Tangentialebenen der Kegel, weiche die 
Curve U aus ihren verschiedenen Punkten projiciren, mitbin die Be- 
riihrungsebenen der Curve selbst, jede ([i — 2)-fach gerechnet, weil 
sie II — 2 von diesen Kegeln berührt. Diese Ebenen sind die Be- 
rührungsebenen von ^{(p); also ist 

wenn p der Rang von II ist. Folgüch giebt der obige Ausdruck für 
n, m Nr. 293: 

2r} {i^(^ - 1) _ 1 1 _ 2r = (,« -- 2)p; 
andererseits haben wir: 

>», -c(f-i)Ci-i)-2'', 

was den Werth haben mUsste, wenn wirklich keine Punkt-Brenn- 
fläche 0{F) vorhanden wäre. Durch Elimination von r ergiebt sich: 

oder, da n{fi — 1) = p + ^{v + iJ) + 36 ist, wo S die Zahl der 
wirklichen Doppelpunkte und e die Zahl der Spitzen der Curve ist: 

mi = ((t — 3)p — 2ä — 3a. 
Das ist aber die Ordnung der abwickelbaren Flache ^J der Doppei- 
Berührungsebenen der Eaumcurve li, deren Erzeugende diejenigen 
Doppelsecanten sind, in deren Schnitten die Curve von zwei in die- 
selbe Ebene fallenden Tangenten, berührt wird.*) 



*) Cremona, GrundzSge einer allgemeinen Theorie der Oberflächen, deutecli 
von Cnrtze, Nr. 112; das betreffende Kapitel, in dem die Polajrentheorie der all- 
gemeinen Flächen auf abwickelbare Flächen angewandt ist, steht nur in der 
deutacheu Uebersetaiing. 
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Man kann diese Fläche jd mit Reelit eine Bremiiläclie der Doppel- 
secanten-Congruenz nennen ; denn der Kegel, welcher Ji aus irgend 
einem Punkte von J projieirt, hat längs der den Punkt enthaltenden 
Erzeugenden von A eioe Selbstberührung, so dass in der genannten 
Erzeugenden zwei vom Punkte kommende Doppelsecanten sich ver- 
einigen. 

Ein heliehigef SiraM der Congruenz hat freilich seine zwei Brenn- 
punkte auf R und jeder Punkt von M ist der eine Brennpunkt für cx>' 
Coogruenzstrahlen, welche den Projectionskegel von B, aus ihm bilden ; 
die associirten Brennebenen sind die Berührungsebenen dieses Kegels, 

Die oa^ CongruengstrahUn aber, welche Erzeugende von d sind, 
haben je alle ihre Funlcte su Bremn^mliten und zu allen Punkten eines 
solchen Strahls ist als Brennebene assoeiirt die Tangentialebene von 
^ längs des Strahls oder die Doppeiberühruugaebene von B, deren 
beide Berührungspunkte er verbindet. 

Die Ctirve B also — gewöhnlich, wie gesagt, Brenncurve der 
Congruenz genannt — , als Ebenenort 2. Stufe aufgefasst, d. h. der 
Inbegrijf ihrer Tangmtialebenen, stellt, ((t — 2)-fack gerechnet, die Fläche 
0(9)) dar, und die abwickelbare Flaute ^ der d<^pelten Berübrungsebenen 
von R, als Puiiktort 2. Stufe angesehen, die Fläche 0{F). 

Diese beiden Flächen haben sich also getrennt (Nr. 292). 

Bei der cubischen Bo/umcurve ist $(F) nicht vorhanden. 

Wir erhalten, dual, bei der Congruenz der Doppeltangenten einer 
abwickelbaren Fläche P (der Schnittlinien von je zwei Berührungs- 
ebenen dieser Fläche) durch die Punkte von P wohl den Punktort 
2. Stufe ^(F), aber in den 00' Tangentialebenen, welche er nur hat, 
noch nicht den Ebenenort 2. Stufe ^{tp); diesen liefern die 00^ Be- 
rühr ungs ebenen der auf P befindlichen Doppelcurve. 

298 Wir betrachten zweitens die Congruenz der gemeinsamen Secanten 

oder Treffgeraden zweier Curven B, B^, also eine sogenannte Congruem 
mit zwei Brennlinien. Die Ordnungen der beiden Curven seien (i und 
fi^, ihre llangzahlen (Klassen, wenn eine oder die andere eben ist) 
Q und p-,; die Zahl der etwaigen gemeinsamen Punkte sei @. Dann ist: 

m = (tfij — 6», n ^ ftft^. 

Die Fläche der Berührungsebenen der Kegel, welche die eine 
Ourve aus den Punkten der andern projiciren, hat die Klasse jipj-|-;(ip; 
denn sie setzt sich aus den Oertern 2. Stufe der Berührungsebenen 
von B, , B, (t-fach, bezw. ft^-fach geredinet, zusammen. Sie ist ^(y) 
und also haben wir: 
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«, = 2((i(i, — @) (ftjti — l)~2r = (tp, + ii,&; 
ferner: 

m, = S^^^C«^, - © - 1) — 2^ = ,up, + (t.e ~ 2®. 

Voll dieser Ordnuug ist aber die abwidcelbare Fläcli£ A der ge- 
meinsamen Beführungs^enen von R und B^. 

Um dies direct einzusehen, bilden wir um eine beliebige Gerade 
l eine CorrespondeHz ; eine Ebene | durch l trifft ij in ;i Punkten, 
die Ebenenbüschel um die Tangenten derselben enthalten fiQ^ Tan- 
gentialebenen von R, , deren Berührungspunkte mit l verbunden [iq^ 
der I entsprechend« Ebenen li geben; ebenso correspondiren jeder li 
(i^Q Ebenen g. 

Zu den Coincidenzen dieser Correspondenz gehört jede der Ebenen 
von l nach einem der & gemeinsamen Punkte, und zwar doppelt, vreil 
die Ebene, welche die beiden Tangenten dieses Punktes verbindet, 
unter den p,, bezw. p Tangentialebenen von der einen Tangeute au 
die andere Curve bekanntlich doppelt zählt. Bei jeder der 
l^Qi + Pf»! — 2® 



übrigen Coi 
einer gemei 
durch l. 



ncidenzen fallen die beiden verschiedenen Berührungspunkte 
insamen Tangentialebene von U und R, in dieselbe Ebene 
Coincidenz ebene, also wird l von der Verbindungslinie 
der Berührungspunkte, einer Erzeugenden von A, getroffen. 

Diese cAwickelbare Flache A, als Punktort 2. Stufe betrachtet, ist 
die Funht- Brenn fläche ^{F) unserer Congrumz, zu deren Erzeugung 
freüieh wiederum nicht alle Strahlen der Congruens 'beitragen, sondern 
nur die oo^ Erzeugenden von A, welche je oo^ sie ganz erfüllende Brenn- 
punkte haben. 

Associirt sind: den Berührungsebenen von R, bezw. R^ je ftj^ 
bezw. fi Punkte von R^ oder R, den Punkten von A je die zugehörige 
Beröhrungsebene dieser Flache. 

Wenn eine der beiden Ourven eine Gerade ist: ^j ^ 1, pj = 0, 
80 zerfällt A in die p -— 2© Ebenen, weiche von der Geraden tan- 
gential an die andere Curve gehen, aber nicht in den Schnitten beider 
berühren. Ist & = ji — 1, ao ist bekanntlich p = 2(f( -— 1) und 
demnach m^ ^ 0; dann sind ja auch Tangentialebenen von der Geraden 
an die Curve, welche anderwärts berühren, nicht möglich. 

Bei jeder Congruens, deren Strahlen sich auf eine Gerade und eine 
ihr (fi — l)-mal begegnende Owrve ft'" Ordnung stützen, ist eine Funkt- 
Brennfläche $(F) nicht vorhanden. Hierunter fällt das Strahlennetz. 

Wir haben noch den dritten Fall zu betrachtenj denjenigen, in 2 
welchem, wie man bisher gewöhnlich gesagt, die Congruens eine 
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16 Allgemeine Eigenschaften dei fetialilenoongmenzen 

Brennlinie tmä eine BienHflaclie hat and also von den SUalden gebildet 
wird, welche jene helfen und dict,p hetulaen. 

Ordnung, Klasse und Bfiiig der Fläche T seien fi, v, q, Ordnung 
und Rang der Curve R^ seien (i^, (f^; hier nehmen wir an, dass T 
und i?| von einander unabhängig seien; einige Beispiele, bei denen 
das nicht der Fall ist, werden wir später zu betrachten Gelegenheit 
haben. 

Die Congruenz ist ersichtlich der vollständige Schnitt des Tau- 
genten- Comp lexes, vom Grade p, der Fläche T und des Complexea, 
vom Grade ^u^, der Treffgeraden der Curve R^, also: 

In jedem Punkte von T berühren ft^ Strahlen der Cougmena; 
folglich gehört T (ii-fach zur Brennfläche und zwar sowohl zu ^(F), 
als zu ^(fp); 80 dass in die Formeln für m, und n^ die Summanden 
;tf(j, bezw, vjii eingehen. Zu ^(ip) gehört ferner die Fläche pj'" 
Klasse der Berülirungsebenen von 2J^, und zwar p-fach, weil in jeder 
dieser Ebenen vom Berührungspunkte und dem Nachbarpunkte auf 
Bj^ p Paare unendlich naher Tangenten an T gehen; wir erhalten so 
für n^ einen zweiten Summanden ppj; ein dritter ji/ii ergiebt sich 
durch die Schnittpunkte von T und B,. 

Betrachten wir nämlich in einem derselben diejenige Tangente 
i, welche die Gerade l trifft, auf der die Punkt-Oorrespondenz sich 
befindet, die uns, in Nr. 293, zur Formel für die Klasse % der Brenn- 
fläche gefuhrt hat. Die in einer Ebene durch l befindliehen Con- 
gruenz strahlen, welche entsprechende Punkte dieser Correspondenz ein- 
schneiden, sind die (tjp Tangenten von den Schnitten der Ebene mit 
JS, an die Schnittcurve mit T; in der Ebene It vereinigen sich er- 
sichtlich zwei von ihnen in die Gerade t und der Punkt U ist Coin- 
cidenz der Correspondenz. 

So erhält man [i(i^ Ebenenbündel, die zur $((p) gehören. Mau 
hat also: 

Ml = 2p;ii(Pf*i — 1} — 2)- = ft(t, + m^, 
»i = 2p(ii(?fti — 1) ~ 2r = i'f*i + ppi + ftji,, 
worin m* die Ordnung der Fläche ist, welche die ,«i-fachc Fläche T 
zur vollen 0(F) ergänzt. Demnach ist: 

m* = i'f(i + ppi- 

Das ist aber die Ordnung der abwickelbaren Fläche der gemein- 
samen Eerührungsebenen von T und Bij welche man direet wiederum 
durch eine Correspondenz um eine beliebige Gerade findet, in der sieh 
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zwei Ebenen entsprechen, welche nach iSen beiden Berührungspunkten 
einer solchen gemeinschaftliehen Tangentialebene gehen. 

Die Breamfläcfie ^(F) ist in diesem Falle niekt hlos die gegebene 
Fläche T, sondern zunächst ist dieselbe (ii-fach m nehmen, und dazu 
kommt dann noek die Devehppable der gemeinsamen Berührwugsebene^i von 
T und M^; während 0(9) «ms der iti-faclmt Flädhe T, dem (^-fachen 
Ebenenort 3. Stufe der Berührungsebenen von R^ und deit ftfi^ Ebenen- 
IMndeln um die Schnit^tmkte von T und Jf^ sich zusammensetzt. 

Was die Associirung der Brennpunkte und Brennebenen anlangt, 
so sind den Punkten von T je ft^ Berührungsebenen von Tt^ assoeiirt, 
den Punkten der Developpablen je die zugehörige Berührungsebene der- 
selben, den Berührungsebenen von T je ft^ Punkte auf B.^ und den 
Ebenen der jtp^ EbenenbUndel je der Seheitel. 

Die zweiten Brennpunkte der Strahlen des singulären Kegels p*^' 
Ordnung aus einem Punkte von B^ bilden dessen Berühr ungscurve mit 
T, die ihnen associirten Brennebenen den Ehfinenbüschel um die Tan- 
gente der üj in dem Punkte, ■ ^-f ach gerechnet. 

Wenn B,^ eine Gerade ist, so wird m* = v. Die Developpabie 
wird dann durch die v Tangentialebenen von der Geraden an T ge- 
bildet; denn von den q Congruenzstrahlen , die von irgend einem 
Punkte einer dieser Ebenen ausgehen, vereinigen sieh stets zwei in 
dem Strahle nach dem Berührungspunkte oder Doppelpunkte der 
SchnitteuEve mit T, die in diesen Ebenen nur (p — 2)*™ Klasse ist. 

Es ist also richtiger, die Congruensen in solche eimutheilen, welche 
eine oder mehrere Brenn- oder singulare Linien h(äien (Nr, 294), und in 
solche, teeldie derartige Linien nicht besitzen, tmd nicht wie bisher in 
Congruenzen , welche nw Brennlinien besitzen , und in solche , die eine 
Brennfläche haben. Denn ganz ohne Brennfläche, ohne ^{F) und 
*(g)), ist nur daa Strahlennetz.*) 

Zwei Complese, bezw. von den Graden n, n', haben eine Con- 300 
gruenz von der Ordnung und der Klasse oder dem Grade nn' gemein- 
sam (Nr. 35). Welches ist ihr Eang? 

Wir schneiden beide Complexe mit einem Strahlengebüsche [l] 
und erhalten zwei Congruenzen C, C w"", bezw, n'*^" Grades, denen 
die Begelfläche 2nn'*^ Grades gemeinsam ist, welche [l] mit der 
Schnittcongruenz wn'*'" Grades gemeinschaftlich hat. Für diese Regel- 
fläehe Q ist l eine ««'-fache Leitgerade und in jeder Ebene durch l 

*) Vergl. hierz\i; Pestschrift, herausgegehen von der Mathematischen Ge- 
BoUaehaft zu Hamburg anläsalich ihces 200j'ährigen Jubelfestes 1890, S. Gl, 
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beflndeii sicli nn Erzeugende; wir wollen wissen, in wie vielen Ebenen 
durch l zwei derselben sich auf l treffen. 

Dazu benutzen wir die in den Nrn, 207, 208 besprochene ein- 
deutige Abbildung eines Gebüsches [i] in den Punktraum I^^. Die 
Congruenz C «*™ Grades bildet sich m eine Fläche 2«**' Ordnung F^ 
ab, welche jede der beiden Hauptgeraden Äj'', li-^ zur w-fachen Geraden 
hat. Denn sie hat in jedem Strahlenbüschel von [i] n Gerade; ist es 
ein Büschel mit dem Scheitel L ^ td und der Ebene durch m oder 
ein Büschel mit der Ebene X^Eiul und dem Scheitel auf m, so be- 
weist dies die w-Fachheit dea Punktes auf Ä^^ oder "k^ , in den alle 
Strahlen des Büschels sich abbilden; ist es aber ein beliebiger Strahlen- 
biischel von \l\, so bilden die « in ihm enthaltenen Congruenzstrahlen 
sich in die n weiteren Schnitte ab, welche die Bildgerade des Bü- 
schels, ausser ihrem Stützpunkte auf li^ oder h^, mit der Fläche hat. 

Auch in den Strahlen huscheln, welche l enthalten, befinden sich 
« (von l verschiedene) Strahlen von C; folglich treffen die durch den 
Punkt -Kj ^ h^^\^- gehenden Geraden, die Bilder jener Strahlenbüschel, 
die F^ in n von Kj^ verschiedenen Punkten, und dieser Punkt K^ ist 
nur n-fach für die Fläche. 

Ingleichen bildet sieh die andere Congruenz C )?''*"' Grades in 
eine Fläche 2»''" Ordnung F^ ab, auf welcher die beiden Haupt- 
geraden von 2^^ und der Punkt K^ «'-fach sind. 

Die beiden Flächen haben also ausserdem noch eine Curve R^ 
2nn^" Ordnung gemein, das Bild der Regelfläche p; sie trifft eine 
Ebene so oft, als das entsprechende Strahlennetz von [Z] (oder ein Ge- 
winde, welches dasselbe in \J\ einschneidet) mit der Regelfläche Strahlen 
gemein hat, also in 2ww' Punkten. Den nn Strahlen der Regelfläche 
p, welche von L ausgehen, entsprechen nn Begegnungspunkte der 
Curve Mj^ mit hj^ und den nn Strahlen von p in der Ebene A die 
mk' Begegnungspunkte von B,^ mit Ä/. 

Weil der Punkt Ki den beiden Flächen F^ und F.^ nur n-, bezw. 
w'-fach angehört, so geht die Curve TJ^ nicht durch ihn. 

Die Zahl der Doppelsecanten, welche aus K^ an die iJi kommen, 
ausser den beiden vielfachen Secanten, ist gleich der Zahl der Paare 
von Erzeugenden der q, welche mit l in einem Strahlenbüschel liegen, 
also auch der Paare von Strahlen der Schnittcongruenz der beiden 
Compiexe, für welche dies gilt, mithin der gesuchte Rang dieser 
Schnittcongruenz. 

Die erste Polarfläche eines beliebigen Punktes Oj in Bezug auf 
die Fläche F^ ist eine Fläche (2« — 1)**' Ordnung, weiche die bei- 
den Geraden \ (wie wir sie hier kurz nennen wollen) zu (b — 1)- 
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fachen ha.t. Tangentialebenen in einem Punkte X^ einer dieser Ge- 
raden an die Polarfläche sind die n — 1 Ebenen, welche, in Bezug 
auf die Gruppe der n Tangentialebenen von F^ in X^, die erste Po- 
largruppe der Ebene von 0^ nach der Geraden bilden. Liegt also 0; 
in einer der Tangentialebenen in X^ an F^, so gehört diese Ebene 
auch zu dieser ersten Polargruppe und berührt die erste Polarfläche 
in X,. 

Analoges erhält man für F^'. Läset man nun Oj auf einer Ge- 
raden ij gleiten, so erhält man zwei projective Büschel von ersten 
Polarflächen, io denen sich die ersten Polarflächen desselben Punktes 
von l^ in Bezug auf F^ und F/ entsprechen. Sie erzeugen auf einer 
Geraden % eine Correspondenz [2)» — 1,2«' — 1], deren 2(m -j- w'^ 1) 
Coincidenzen beweisen, dass der veränderliche Theil des Schnitts zweier 
entsprechender Flächen, von der Ordnung 2«n' — 1, eine Fläche A^ 
2(n -i- n — ■ 1)*" Ordnung erzeugt. Lässt man aber m^ eine der bei- 
den \ treffen, so entsteht, durch die nicht auf dieselbe fallenden 
Schnitte mit entsprechenden Flächen, eine Correspondenz [ji, n']. Folg- 
lich hat diese M, , ausserhalb der k^, n -\- n Punkte mit Ai gemein 
und die Geraden Ä^ sind vielfach vom Grade n -j- n' — 2 auf A^ . 

Dieselbe hat mit der Curve ü^ 2««'""' Ordnung gemein 

2««.' . 2(« -{- n — 1) 

Punkte. Von diesen sind abzuziehen die 2nn' Begegnungspunkte der 
R^ mit den beiden &,, zunächst {«-)-«.' — 2)-mal, weil die Äj so viel- 
fach der Fläche angehören; aber dann noch einmal. Es sei nämlich 
2^ einer dieser Begegnungspunkte; wir legen durch die k^ und die 
Tangente an die B^ die gemeinsame Berührungs ebene §^ von F^ und 
F^'; sei nun 0^ auf ^j der Schnittpunkt mit dieser Ebene, so haben 
die beiden ersten Polarflächen dieses 0^ in ihr ebenfalls eine gemein- 
same Tangentialebene. 

Eine beliebige Ebene durch X^ schneidet also diese beiden Polar- 
flachen in Curven, welche in Xj einen (n — 1)-, bezw. (»' — l)-fachen 
Punkt haben, aber sich dort auch berühren mit in |i gelegener ge- 
meinsamer Tangente. Der noch durch diese Berührung hinzugekom- 
mene Punkt gehört zu dem veränderlichen Schnitte der beiden Flächen, 
also befindet er sich auf Aj^. In allen Ebenen durch X^ erhalten wir 
in gj unendlich nahe an X^ noch einen Punkt dieser Fläche; folglich 
berührt sie die |j in X^, und weil li auch F^ und F^ dort tangirt, 
so beröhrt auch li^ die |j und die A^-, und so kommt in jeden der 
2nn' Punkte noch ein weiterer Schnittpunkt von A^ und fi^. Folglieh 
bleiben übrig 
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2nn' {2{n + w' — 1) — (si + «' — 2) — 1} = 2nn(n + n — 1) 
niclit auf den h^ gelegene Schnittp unkte. Weil jeder von ihnen auf 
ifj und den ersten Polarfläclien desselben Punktes von J^ in Bezug auf 
Fj und -Z^i' liegt, so gehen die Tangentialebenen in ihm an diese 
beiden Flächen durch jenen Punkt auf li, d, h. die Tangente in ihm 
an die Sehnitteurve Jfj trifft l^; diese Curve hat den Bang 

2nn{n -\- n — 1), 
und folglich ist die Zahl ihrer scheinbaren Doppelpunkte 
l {2nn'(2nn' — 1) ^ 2nn'(n -|- '*' — 1}| = nn'{2nn — n — n). 
Vom Punkte K^ gehen demnach, ausser den beiden ««'-fachen 
Secanten \, noch 

nn'(2nn' — n — « ") — 2 \ini'(nn' — 1) ==nn{n — l) {n — 1) 
eigentliche Doppelsecanten 

Damit haben wir den Bang der Schnitte ongrueuz gewonnen. 
Die ScfmiUcong) aenc sueiei öomplexe vom Grade n, hesw. n hat 
den Eamg 

nn{n — 1) {n — 1), 

und infolge dessen hat ihre JSrmtnfläcfie die Ordnung und Klasse 

2»»'(" + »'-2)-') 

1 Jis sei h ein beliehner Strahl einer StraMencongruem {ni n) ^ on 

einem Punkte auf ihm gehen, ausser ihm selbit, noch m — 1 andeie 
Strahlen zur Congruenz, die, im allgemeinen, endhch von h verschieden 
sind. Folglich wird unter den m Strahlen der Congruenz, welche von 
einem dem h unendlich nahen Punkte kommen, einer ausgezeichnet 
vor den übrigen, derjenige nämlich, in welchen h durch die üonti 
nuität übergeht und der also dem h unendhch nahe ist Ebenso wird 
in jeder Ebene, welche von einer durch /; gehenden unendlich wenig 
verschieden ist, unter den n Strahlen der Congiuenz einer ausgezeichnet, 
der dem h unendlich nahe. 



*) Diese Zablen -wurden von ß. Schumacher durch Betrachtungen im 
vieidimensionalen Baume erhalten: Mathem. Annalen Bd. 37 S. 109 und 122, — 
Die Ableitung zeigt die Analogie dea Ranges zur Zahl der scheinbaren Doppel- 
punkte einer Eaumcurve; dem Range der Eaumcurve aind Ordnung und Etaaae 
der Brennfläche ala analog zu bezeichnen. 

Die Zahl der scheinbaren Doppelpunkte des Schnitts zweier Flächen n''" 
und «''" Ordnung ist ebenfalls m«'(« — 1) («' — 1), der Rang nn\n + m' -— 2). 

Insofern ist vielleicht das Wort „Rang" bei den Congruenzen nicht ganz 
richtig gewählt. 
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Es seien e und o' zwei parallele Ebenen, JS und H' die Spuren 
von A in ihnen. Dann befinden sicli die „E lern entartheile" der beiden 
Ebenen in der Umgebung dieser Punkte in eindeutiger Beziehung 
ihrer Punkte: zwei Punkte entsprechen einander, wenn sie Spuren des 
nämlichen dem Ä unendlich nahen Strahls der Cougruenz sind. Die 
Beziehung ist quadratisch (Nr. 79); aber solche Elem entartheile ^, J' 
von Ebenen, die in eindeutiger Beziehung ihrer Punkte sich befinden, 
kann man als collinear ansehen. Denn die in z/ oder z/' befindlichen 
Curvenbogen können als geradlinig aufgefasst werden. Entsprechende 
Elem entartheile ferner von coUiaearen Feldern sind affin; wenn näm- 
lich A, B, C drei in gerader Linie liegende Punkte von ^ sind und 
Z> ein vierter auf ihrer Geraden, jedoch in endlicher Entfernung von 
ihnen gelegener Punkt ist, Ä', JB", C, D' aber ihnen im andern Felde 
entsprechen, so folgt aus: {ÄBCD) ^ (^Ä'B' C I/), dass 

ÄC:BC = Ä'C':B'C', 

weil AD: BD und A'jy-.B'D' sich von 1 unendlich wenig unter- 
scheiden; oder auch, verglichen mit den Dimensionen innerhalb J, er- 
scheint die der unendlich fern n G-eiaden von ff entsprechende end- 
liehe Gerade von 6 auch unendlich fern 'l 

Die Atfinitat nun, welche duieh /( und seine Nachbarstrahlen in 
der Congruenz in den Element irtheilen .;/ und J ■von 6 und ff' her- 
vorgerufen wild, dehnen wu auf die ganzen Feldei aus: wir bestimmen 
sie also dadurch, dass die Spuren von }) und irgend zwei ihm benach- 
barten Congi uenzstrahlen einandei, die unendlich ferne Gerade von s 
und ff' &ich selbst entspiicht Die Veibmdungslmien entsprechender 
Punkte bilden (Ni 79} ein SUaMmnek, m dem die Gerade ffff', die h 
und alle tfit benaclibmten ConytumSifxüilen gehören 

Wii haben so ein fetiahlennetz, das die gegebene Congruenz „im 
Strahle h beiuhit" 

Die Feldei in den zu ff und ff parilielen Ebenen macht es auch 
zu denen m 6 und ff athn Also muis min die Stellung ändern, um 
zu andern tanguenden Strahlennetzen i,\\ gelangen Auf diese Weise 

*) Wean bezogen auf zwu Systeme mit den Auf angsp unkten II und H', 
die Cooi'dmatpii entapiechendei Punkte de t, ndeutjg bezogenen Felder durch die 

üleichuniPn v = ~ — ^ u ;= " ; ^ veibnnden aind so feWen, weil H und 

H' einandei entsprechen, in q>^ und qi die aljsoluten Glieder. VornaohlÜBsigb 
ladn min lei unendlich kleinen (, y in dtn Zahlern die (jheder höherer Dimen- 
sionen gegen die der 1 Dimension im Nennei au(,h noch die 1. Dimension gegen 
das dbsoluk ( hed so 1 at m n die Bei-iehung^aleKhi ngen der Affinität. 
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ergeben aich cto^ Strahlennetze, welche die Congrueaz iu h tangiren. 
Als bestimmende Geraden halten wir h und zwei Naehharstrahlen in 
der Congruenz fest, während die vierte, die unendlich ferne, sieh 
verändert 

Nehmen wir als jene beideu Nachbarstrahlen die beiden /tj und 
h', welche h io den Brennpunkten treffen, so seheu wir, dass von den 
Leitgeraden aller dieser Strahlennetze die eine durch k\ geht und in 
hh' liegt, die andere durch hh' geht und in hhj liegt, also beide die 
Brennfläche berühren. 

Jedes Strahlennetz, das seine Leitgeraden in diesen Büscheln 
hat, ist ein die gegebene Congruenz in h berührendes. 

Die Leitgeraden sind je parallel zu den Ebenen ff, ö'. 
Nehmen wir diese senkrecht zu A, so wird h der Hauptstrahl 
(Nr. 110) des Strahlennetzes. 

Zu jeder Congruenz und einem beliebigen Strahle h derselben giebt 
es ein Strahlennete, ß,r welches h der Hauptsh'dhl ist und das die Oon- 
grueM iw h berührt, d. h. mit ihr h wnd die Nachharstrahle)% gemein- 
sam hat. 

Die Leitgeraden dieses Netzes stehen auf k in den Brennpunkten 
senkrecht und liegen je in der nicht associirten Brennebene. 

Mit diesem Ergebnisse kann man die in Nr, 114—116 für ein 
Strafüennetg und seineii Sauptstrahl bewiesenen SiUee auf eine hdidnge 
Congruenz und emen beliebigen Strahl derselben übertragen, also in der 
Allgemeinheit erhalten, in der sie Kummer analytisch betviesen hat. 

Demnach hat jeder Strahl einer beliebigen Congruenz zwei Grens- 
punkte, welche stets reell sww? und denselben Mittelpunkt haben wie die 
BrennpumMe, und zwischen dem TTwiAe^ y der Brmn^enen, der Ent- 
fernung 2ä der Brenn^nlcte imd äetjenigeit 2d der Grenzpunhte besteht 
(Formel 4) in Nr. 114) die Bemhungr 

smy = -^-«) 

Jeder einem Strahle h einer Congruenz unendlich nahe Strahl 
derselben trifft also die beiden Brennebenen von h in Punkten, die je 
dem nicht associirten Brennpunkte unendlich nahe sind, und ist mit 
den Brennpunkten von h durch Ebenen verbunden, welche je der 
nicht associirten Brennebene unendlich nahe sind. 

*) Man vergl. hierzu die in Nr, 110 erwälinte Abbandluug -von Möbius. 
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Die Strahlencongruenzen erster Ordnung. 

Es gieht eine Congruens 1. Ordnung und nuUter Klasse: dm Strahlen- 302 
himdel. — 

Die Ordnung 1 einer Congruenz — uod in dualer Weise auch 
die Klasse 1 — macht mehrere der im Vorangehenden besprochenen 
Zahlen zu null und bewirkt dadurch manche Ausartungen oder, wenn 
man so will, Ausnahmen. 

Der Definition des Ranges r gemäss, ist, wie schon bemerkt, 
wenn m = 1, stets: 

r = 0. 

Infoige dessen wird auch: 

^m(m — 1) + »■ = 0. 

Das ist, wie wir wissen, erstens die Klasse des Torsus l, der von 
den Ebenen eingehüllt wird, welche je die von den verschiedenen 
Punkten einer Geraden kommenden Congruenz strahlen verbinden. 
Solche Ebenen sind in unserem Falle nicht vorhanden. 

Daher artet das su einet- Congruenz 1. Ordnung zugehörige Null- 
system in einer eigenfhümlichen Weise aus: während einer beliängen 
Ehme — wofern n> 1 ist — noch ^n{n — 1) PimlUe zugeordnet sind, 
ist einem beliebigen Funkte im allgemeinen ]ceine Ebene zugeordnet; und 
es wird dies dadurch ausgeglichen, dass es ausgezeichnete Punkte 
gieht, denen unendlich viele Ebenen zugeordnet sind. 

Die obige Zahl ^m(m -~ 1) -|- )" war aber zweitens auch die Ord- 
nung der Fläche (P), welche durch die Nullpunkte der Ebenen eines 
Bündels P entsteht; daher ist eine solche Fläche bei «! = 1 nicht 
vorhanden. Andererseits aber liefert doch jede Ebene des Bündels 
erzeugende Punkte. Diese sind nun im Baume so vertheilt, dass eine 
beliebige Gerade keinen enthält; also erfüllen sie eine oder mehrere 
Curven. 

Diese Punkte sind, als Nullpunkte, Schnittpunkte von mindestens 
2 Congruenzstrahlen , also singulär (Nr. 294), und wir erhalten auf 
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diese Weise eine oder mehrere singulare Curven. Dasa wenn « = 1 
istj singulare Linien vorhanden sind, wissen wir schon (Nr. 76). 

Folglich hat — mtsser dem Strahlenbündel — jede Congriiens 1. Ord- 
nung smgiilä/re Curvm. 

Die Zahl \n(n — 1) -\- r, oder, im vorliegenden Falle, .^«(jj — 1) 
hat auch zweierlei Bedeutung. Sie ist erstens die Klasse der Fläche 
(f), welche von den Nullebenen der Punkte des Feldes 6 eingehüllt 
wird. Sie acheint nicht vorhanden, da ein Punkt im allgemeinen 
keine Nullebene hat; aber diese Klasse ist > 0, wenn Ji > 1, Dies 
weist darauf hin, dass es in der Ebene e singulare Punkte giebt, und 
jede Ebene durch einen von diesen Punkten ist, wenn dessen Kegel 
^ter Qrdnung ist, \JiQi — l)-fache Nullebene für ihn. 

Diese Punkte sind die Durch gangspunkte der singulären Curven 
durch die Ebene s. 

Die Fläche (e) zerfällt in die je \h{h —■ l)-fach zu rechnenden 
Bündel um die S^. 

Nennen wir s?. eine singtdäre Oiirve, deren lenkte einmi Kegel A'" 
Ordnung an die Congruen^ senden, und y« ihre Ordnung, so liefert die 
ebejt geinachte Setrackhmg folgende Formel, in der die Summe über alle 
vorhandenen singulären Curven ausgedehnt ist: 

I Syih{h — \) -^^ n{n — 1); 

zu ihr führen übrigens schon die \n{n~-l) Schnitte der n Con- 
gruenz strahlen in e\ denn dieselben müssen, weil durch jeden 2 Strahlen 
der Con gruenz gehen, aingulär sein. 

Die zweite Bedeutung der Zahl ^n (n — 1) + »'. Ordnung der 
Curve der Nullpunkte der Ebenen eines Büschels, lehrt, dass diese 
Curve eich aus den singulären Curven zusammensetzt, wobei jede s/, 
^h(h — l)-fach zu rechnen ist. 

Die Fläche (l) der Strahlen g der Congruenz, welche die Gerade l 
treffen, ist vom Grade n -\- 1; also treffen w + 1 eine zweite Gerade 
T; demnach haben die beiden Flächen {t) und (i'), ausser diesen Ge- 
raden, noch eine Curve von der Ordnung n(n -j- 1) gemein. Weil in 
jedem ihrer Punkte sich zwei verschiedene Erzeugenden von (l) und 
(f) treffen, so muss diese Curve aus singulären Curven bestehen und 
alle umfassen, und eine Sj gehört, da von jedem ihrer Punkte h Er- 
zeugende zu jeder der beiden Flächen gehen, A^-fach zum Restschnitte. 

Daher haben wir: 

II i-5.„A^ = rtOi+ 1). 
Ans J umi IT folgt; 

TTl SyJir-~2.L 
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Dia Strahle ncoagfuenzen eriter Ordonng. 25 

Rechts steht hierin die Zahl der Brennpunkte der Strahlen y in 
einer Ebene, links die Zahl der Schnittpunkte der Ebene mit den 
eingulären Curven, wobei jeder einer S/, angehörige Ä-fach gerechnet ist. 

Die Formel III lässt also vermuthen, dass die n Strahlen g m 
einer Ebene sich aus in dieselbe fallenden Kanten von singiilären 
Kegeln zusammensetzen, dass jeder zu zwei soleheu Kegeln gehört 
und in ihren Scheiteln seine Brennpunkte hat. 

In der That ist bei einer Congruenz 1, Ordnung jeder Brennpunkt, 
seiner Definition gemäss, ein singulärer Punkt, und umgekehrt, jeder 
singulare Punkt ist der eine Brennpunkt für alle Kanten seines Kegels 
(Nr. 294). 

Die Ordnung 2n{m — 1) — 2r der Fläche 0(F') wird in unserem 
Falle auch 0; was bedeutet, dass wir nicht oo^ Punlcte haben, welche 
Brennpunkte sind und dann im aUffemeinen je nur für einen SiraM der 
Gongruens, sondern nur cxj^, von denen jeder für oo^ Congruensstrahlen 
Brennpunkt ist. 

Wir nehmen zunächst an, dass die heiden BrennpunJcte eines Co»- 303 
gruenzstrahls im allgtmemm let schieden sind 

Die zweiten veränderlichen Brennpunkte der Kanten eines siiigu- 
lären Kegels beschreiben dann eine singulaie Curve. 

Also projicirt jedet singulare Kegel eine smt/uläre Curve. 

Wenn nun yS und 8' die beiden Brennpunkte eines beliebigen 
Strahls g der Congruenz, der zu beiden Kegeln (5) und (S') gehört, 
und s, s' die (ev identischen) sm^ulaien Ouiven sind, auf denen S 
und S' liegen; so i^t, weil bei dei Beliebigkeit von g, weder S, noch 
S' auf einer zweiten tingularen Curve liegt, der Kegel (S) oder (8') 
derjenige, welcher ö, bezw s projicirt; und daraus folgt, dass die sin- 
gulären Kegel aller Punkte lon s oder s' je die andere Curve projiciren. 
Also gehören alle Geraden, welche s und s' zugleich treffen, zur Con- 
gruenz; diese gemeinsamen TrefFgeraden bilden eine selbständige Con- 
gruenz; demnach ist die gegebene Congruenz, die ja nicht als zer- 
fallend angenommen wird, mit dieser identisch. 

Zur Definition der Congruenz gentigen mithin die beiden singu- 
lären Curven s und s'. Eine weitere singulare Curve ist nicht mehr 
möglich; denn nachdem die Strahlen g als Verbindungslinien der 
Punkte von s mit denen von s' erkannt sind, so zeigt der Schnitt 
mit einer Ebene, dass alle gegenseitigen Schnittpunkte der in dieselbe 
fallenden Congruenz strahlen in den Begegnungspunkten der Ebene 
mit s und s' concentrirt sind. Also giebt es ausserhalb dieser beiden 
Curven keinen Punkt, durch den mehr als eiu Congruenz strahl geht. 
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26 Die Stvahlencongnieiizen erster Ordnung. 

Die Congruensen 1. Ordmmg habm äetnnach höchstens zwei singu- 
lare oder, wie man sie auch ueimeü konnte, Leitcurven.*) 

Zu demselben Ergebnisse kann man auch durch folgende Ueber- 
leguiig gelangen: 

Jeder Brennpunkt eines Strahls einer Congruenz 1. Ordnung ist 
ein singulärer Punkt, und unter den Strahlen seines Kegels giebt es 
solche, welche eine beliebige Gerade l treffen. Folglich erhält mau 
in den Brennpunkten der Erzeugenden einer Fläche {l) schon sämmt- 
liehe Brennpunkte. Jene Brennpunkte aber bleiben, wenn die Er- 
zeugenden von (l) stetig durchlaufen werden, entweder dauernd ge- 
trennt und erzeugen 2 verschiedene Curven, oder aber gehen in ein- 
ander über und erzeugen die nämliche Curve. 

304 Die beiden Curven s und s' können, wie bemerkt, identisch sein; 

die Congruenz besteht dann aus allen Strahlen, weiche einer und der- 
selben Curve zweimal begegoen. Sie würden alle in dieselbe Ebene 
fallen, wenn die Curve eben wäre. 

Unter den Rauracurven giebt es aber nur eine einzige, an die 
von jedem Punkte blos eine Doppelseeante kommt : die cubisehe 
Raum curve. 

Man erkennt dies wohl am einfachsten folgender massen; 
Es sei bei einer Raumcurve [i die Ordnung, p der Rang, d die 
Zahl der wirklichen Doppelpunkte, 6 die der Spitzen, ij die Zahl der 
Doppel 8 ecanten aus einem beliebigen Punkte des Raums und »jj die 
der dreifachen Secanten durch einen beliebigen Punkt der Curve. 
Dann giebt die eine Plücker'sche Formel, angewandt auf die Kegel, 
welche die Curve aus einem Punkte des Raums, bezw. aus einem 
Punkte auf ihr projiciren und von denen der erstere die Ordnung jt, 
die Klasse q, d -\- tj Doppel- und ö Rückkehrkanten hat, während 
ft — 1, p — 2, d -j- JJi, 6 die entsprechenden Zahlen für den andern 
sind: 

,a(^-l) = p + 2(tf-|-»,)-f3ff, 
(^ - 1) (ft - 2) = p -- 2 -f 2(^ + %) + 3ö; 
woraus durch Subtraction folgt: 

,j = (t — 2 + li,; 
also, da rj^^O ist: 

*? äl f — '^ > 

*) Dieser Name; Leitcurve — bei der linearen Congrueaa der allein übliohe 
— scheint auch noch angemessener als: BceniicurTe. 
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Die Strahl cncongruenzen erekir Ordnung. 27 

und demnach allein bei der cubisclieu Raumcurve, bei welcher auch 

Oder auch: weil im vorliegenden Falle nur eine singulare Curve 
vorhanden isb, deren Ordnung y sei, während das zugehörige /* gleich 
y — 1 ist, so geben die Formeln I und III; 

y(.Y - ]) (j' - 2) = n(n - 11, y{r - l) = 2«; 
also: 

y - 2 = ** ^^— oder n = 2y — 3 
und demnach: 

Y(y — l) = 2(2y - 3) oder: (y - 2) (y — 3) = 0; 
folglich, da es sich um eine Raunicurve handelt, y == 3 und w = 3. 
Es ffiebt nw eine Congntens i Ordnung, deren sämmfliche Strahlen 
eine und dieselbe singulare Owve sweimal treffen, die Gongruem der 
Soppelsecanten einet ctibischen Baumcurve. 
Ihe Klasse ist 3 

Wenn abei die singulären Curveu s und s verschieden sind, so 305 
seien h und h' die Ordnungen der singulären Kegel, welche von ihren 
Punkten ausgehen; da dieselben je die andere Curve projiciren und 
zwar im allgemeinen aus einem ihr nicht angehörigen Punkte, so sind 
h und h' auch die Ordnungen von s' und s. Die Formel III giebt: 

1) hh' = m; 

und ersichtlich befinden sich ja in jeder Ebene hk' Strahlen, welche 
die Spuren der einen Curve mit denen der andern verbinden. Die 
Formel I giebt: 

hh'(h + /*' — 2) = n{n — 1); 
also: 

2) fe + Ä' = n+l; 

die Losung von 1) und 2) ist, wenn hP- h' angenommen wird: 
h = «, h' == 1, 

Wenn demnach eine Congruenz 1. Ordnung ewei verschiedene singu- 
lare oder Leitcurven hat, so mtiss eine von ihnen eine Gerade sein, die 
andere dher kann eine Curve von jeder heliebigen Ordnung n sein, welche 
da/tm zugleit^ die Klasse der Congrvem ist. 

Die Furikte der Geraden s senden Kegel n^" Ordnung, die Punide 
der Curve s" n^" Ordnung Strahlenbüschel mr Congruens. 
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Die Gerade stellt, -^w(« — l)-facli gerechnet, die zu jeder be- 
liebigen Geraden l gehörige Curve \l dar. 

Wenn die beiden singuläven Linien q Begegnungspunbte haben, 
so gehen von jedem Punkte n — q Congruenzstrahlen aus, d. h. Strahlen, 
welche sie in getrennten Punkten treffen, nämlich die nicht nach den 
Begegnungs punkten gehenden Schnittkanten der beiden projicirenden 
Kegel. Folglich musa in unserm Falle 3 = « — 1 sein. 

Die beiden singulären Linien erster imd n^ Ordnung müsseii sich 
in n — 1 Punkten begegnen. 

Eine einfache Art, zu einer Curve «'" Ordnung mit einer (n— ))- 
fachen Seeante zu gelangen, ist folgende: 

Es giebt von jeder Klasse v abwickelbare Flächen, welche ein- 
deutig auf ein Griindgebilde bezogen werden können; z. B. der Torsus 
der Polarebenen der Punkte einer Geraden in Bezug auf eine Fläche 
(v + 1)*" Ordnung. 

Ein solcher Torsus t,. sei nnn projectiv auf einen Ebenenbiischel 
II bezogen. Das Erzeugniss der Schnittlinien entsprechender Ebenen 
ist dann eine Regelfläche (v -f- l)"" Grades; wie die Correspondenz 
beweist, welche die entsprechenden Ebenen auf einer beliebigen Ge- 
raden hervorrufen. Die Äxe des Ebenenbiischel s ist eine v-fache Leit- 
gerade der Regelfläche. Ein anderer Torsua r^^ Vj'" Klasse erzeugt 
mit dem nämlichen Ebenenbüschel eine Regelfläche (vj + l)'*'" Grades. 
Der Restsclinitt beider ausser m, von der Ordnung v -j- )>[-}- 1, ist 
das Erzeugniss aller 3 Gebilde u, t,., t,,,. Diese Curve trifft u in den 
V -\- Vi Punkten, in denen diese Gerade die ßegelfläche (y -|- Vj)*'" 
Grades schneidet, welche durch die Torsen allein entsteht. Nimmt 
man v -f- f ^ = ii — 1, so hat man die Existenz von Curven n^' Ord- 
nung mit einer (« ~ l)-fachen Seeante für n > 2, wofür es allein 
nothwendig ist, dargethan.*) 

Wenn m > 2 ist, so muss die Curve n^"' Ordnung uneben sein. 

Die JEbmen durch die singulare Gerade enthalten je einen zur 
Congruenz gehörigen Strahlen hü schel: um den einzigen nicht auf der 
Leitgeraden gelegenen Schnitt mit der Leitcurve «■'" Ordnung; also 
sind sie singulär vom 1. Grade. 

Die Kegel w'*'' Ordnung aus zwei Punkten von s haben beide diese 
Gerade zur (m — l)-fachen Kante, die nämlichen Berührungsebenen 
längs derselben, nämlich diejenigen, welche die Tangenten von s" in 

*) Vergl. auch Nöther Math. Annalen, öd. .3 S. t61 g 4. - Dass es auf 
den Flächen 2. und 3, Ordnung solche Curven von jeder Ordnnug giebt, ist 
MaÜicm. Aniialen iid. 31 S. 457, 477 erörtert. 
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den n — 1 Punkten ss" enthalten, und aKaserdem noch (iie Curve s" 
gemein. — 

Für w = 1 erhalten wir das Strahiennetz. 

Mit dem Falle « ^ 2 werden wir uns weiterhin heschäftigen. 

Betrachten wir hier noch den Fall w = 3 etwas genauer, also 
die Congniens t Ordnung 3. Klasse der Geraden, welche eine Baumcurve 
3. Ordnung s* tmd eine BoppelsecoMte s derselben mgleidi treffen ; s' und 
s bilden die Gnmdairve eines Flächenbüschels 3. Ordnung und unsere 
Congruens entsteht durch diejenigen Begelsckaaren seiner Flächen, m denen 
s nicht gehört; während die andern Regeischaaren die Doppelsecant^n- 
Congruenz der s^ erzeugen. 

Von dem Bündel um einen der Treffpunkte V von s^ und s ver- 
bleibt bei vmserer Cmigruens der Kegel 2. Grades, der aus ihm die Curve 
s^ projidrt und zum FlächenbOachel gehört und übrigens auch in der 
andern Congmenz sich befindet. Aber aus jedem Punkte der s geht 
ein Kegel 3. Ordnung zur Congrnenz; also mms am V noch ein 
Strahletibilschel Icommen, der zur Congritenz gehört, offenbar der, welcher 
durch s und die Tangente von s^ in V bestimmt ist; denn die Ebene 
dieses Büschels berührt in V alle vom genannten Kegel verschiedenen 
Flächen von (s", s) und enthält daher alle durch V gehenden Geraden 
der erzeugenden Regeischaaren derselben. 

Die bisher erhaltenen Congruenzen 1. Ordnung sind die einzigen 
von Kummer*) aufgezählten. Sie haben sich unter der ständigen Vor- 
aussetzung ergeben, dass die Strahlen der Oongruenz im allgemeinen 
zwei getrennte Brennpunkte haben. 

Wii erhalten aber noch weitere Congruenaen, wenn wir an- 306 
nehmen, dass auf allen Sttafden eine} Coitq}uer>0 die itiden Biennpimkle 
sich letemigi haben 

Zu solchen Congruenzen kann man m folgendei Weise gelangen. 

Zwisdten det Funktiethe auf anet Geiaden n und dem Ebenen- 
huscliel wm dieselbe bestehe eine Cor> esponäem [m, n} 

Alle Strahleniuschel , deten Scheitel und Ebene enti.pi eehende Ele- 
moüe dieser Correspondem sind, einengen eine Congtuenz imä swat lon 
der Ordnung m M«d tfer Klasse n; denn durch jeden Punkt X gehen 
die m Strahlen, die ihn mit den m der Ebene u X entsprechenden 
Punkten Ton u verbinden, und in jeder Ebene £, liegen die n Htrablen, 
in denen sie die n Ebenen durch m schneidet, welche dem Punkte m| 
entsprechen. 

*) AbliaiiJluDgeii der Berlinei- Akademiu für ISiJIJ, 
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Für einen helid/igm Strahl einer solchen Congruenz ist nur der 
Scheitel tmd die Ebene des erzeugenden Büschels, zu dem er gehört, 
Brennpunkt und Brennebene; da er allein vom Naehbarstrahle in 
diesem Büschel getroffen wird. 

Es giebt aber auch ausserhalb u Punkte wid Ebenen, die man 
Brennpunkte und Brennebenen nennen muss, weil sie mit zwei zusam- 
mengefalieHeQ Congruenzstrahlen incidiren. 

Wir haben im Ebenenbüschel u, nach Nr. 13, 2n{m — 1) Ver- 
zweigungsebenen 1^, von der Beschaffenheit, dass von den m Punttea, 
welche jeder von ihnen entsprechen , zwei sich vereinigt haben : in 
Xo'; also sind in den Strahl aus irgend einem Punkte von % nach 
Xg zwei Congruenzstrahlen zusammengefallen; alle Punhte von ^q sind 
Brennpunkte und alle Strahhn des Büschels {X^', ^q) sind ganz mit 
Brennpunkten erfüllt. 

Die 2n{m ^ 1) Ebenen |„ bilden die Fläche ^(F), was mit 
Nr. 293 übereinstimmt, da r '= ist, wegen der geraden Leitlinie u. 

Ebenso führen die 2m{n — 1) Verzweiguugspunkte Xf, der Punkt- 
reihe u, von denen jeder so beschaffen ist, dass zwei von den n ent- 
sprechenden Ebenen sich vereinigt haben: in i/, zu Bündeln, deren 
sämmtliche Ebenen Brennebenen sind und welche die Plächo ^(9) zu- 
sammensetzen. Jeder SU-ahl des Büsc^ls (Xg, §,,') '"^^ ^^^^ ^»^'"^ 
Ebenen zu Brennäymen, 

Bei einer Fläche {m -\- n)^'' Ordnnng mit einer M-fachen Geraden, 
welche dann zugleich Axe eines Büschels m-facher Berührungs ebenen 
ist, bildet der Inbegriff der Tangenten, welche sie auf dieser Geraden 
berühren, eine solche Gongruenz {m, n). 

Nimmt man nun m = 1, so erhält man auf diese Weise Con- 
gi-uensen 1. Ordnung. 

Ist auch « = 1, so ergiebt sich das Strahlennetz mit zwei ver- 
einigten Leitgeraden; dies freilich ist eine Specialität des allgemeinen 
Strahlennetzea. 

TFenn man will, kann man diese Congruensen als Ausartungen 
derer mit ewei Leiteurven s" und s auffassen, indem man s" in n Gerade 
übergehen läast, welche sich alle mit s vereinigt haben; während im 
allgemeinen Falle jeder Punkt von s" einen Strahlenbüschel zur Gon- 
gruenz sendet, dessen Ebene durch s geht, strahlt in der Ausartung 
jeder Punkt von s, da er n Punkte von s" repräsentirt, n Büschel aus. 

Jedoch ist kaum zu erwarten, dass, wenn nur die allgemeinen 
Congrneuzeu mit zwei Leitlinien s" und s als möglicher Fall auf- 
gezählt werdfn, ohne Weiteres von jedem diese Ausartungen sab- 
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sumirt werden. Us empfiehlt sich woM mehr, sie als iesottäa-e Gattung 
außußhren. 

Es erübrigt naehzaweiaen S&'^s allem auf die ebtn eturtette Weise Wl 
sich Congi uenzen 1 Oidnung etgdmi fe»en sammtltche Sttahlen swei 
vereinigte Biinnpunkte haben 

Der Fall einei singulareo eigentlichen Curve bei der jede S^hne 
zur Cougiuenz gehört ist durch tl ese Bedingung ausgesehloasen Wir 
betrachten aKo eme eigentliche singulare Cirve von welcher nicht 
jede beliebige Sehne Congruenzatrahl ist; die Kegel aus zwei beliebigen 
Punkten auf ihr haben dann keine gemeinsame Kante; durch jeden 
Punkt ihrer Schnittcurve gehen zwei verschiedene Kauten, also Strahlen 
der Congruenz, und die Curve wird smgulir Wii eilialten so eine 
Congruenz mit zwei singulären Curyen und also zwei getremite Brenn 
punkte auf ihren Strahlen. 

Es verbleibt nur der Fall, dass die singulare Linie s, von der 
wir ausgehen, eine Gerade und überdies den singulaien Kegeln aus 
irgend zweien von ihren Punkten so gemeinsam ist, dass sie den 
ganzen Schnitt derselben bildet. Diei fordert, dass, wenn die Kegel 
„tar Ordnung sind, auch s auf beiden n fach i^t, denn andernialls 
würde eine beliebige Ebene durch sie noch weitere Kanten ausschneiden 
und dadurch ein weiterer Schnitt der Kegel sich ergeben. 

Also zerfallen die Kegel aus allen Punkten von s in m Strahlen- 
büschel, zu denen durchweg s gehört; jedem Punkte von s werden 
mithin n durch s gehende Ebenen zugeordnet; die Ordnung 1 ver- 
langt aber, dass jeder Ebene durch s nur 1 Punkt auf ihr zugeordnet 
ist; kurz, wir haben, wie oben, eine Correspondenz [1, n] zwischen 
der Punktreihe s und dem Ebenenbüschel s. 

An diesen eigenthümliehen Congruenzen kommt der Restachnitt 
w(m-f l)"-" Ordnung zweier Flächen (T) und (0 (Nr. 302) dadurch 
zu Staude, dass s auf beiden Flächen «-fach ist und beide überdies 
in allen Punkten dieser Geraden dieselben n Berührungs ebenen haben, 
nämlich die Ebenen der Congruenz-Strahlenbaschel, die je von dem 
Punkte au^'gehen. 

In dieser Weise genügt eine derartige Congruenz mit ihrer sin- 
gulären Geraden der Formel I. 

Danach giebt es — abgesehen vom Sirafdenbündel ~ drei Gattimgen 
von Strahlencongruenzen 1. Ordnung: 

1) die Congruenz 3. Klasse der Doppelseeanten der eubischen 
Baumcurve; 

2) Congruenzen n^" Klasse mit gwei verschiedenen singulären Curven, 
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von denen die eine eine Gerade,' die andere eine derselben (n — i)-mdl 
begegnende Satimeurve w'" Ordnung ist; 

3) Congruenzm «*" Klasse mit einer singulären Geraden, deren 
s&mmtliche Pmikte an die Congruene je n Sirahlenbüschel senden, su 
denen allen die Gerade gehört; so jedoch, dass jede Ebene durch sie nur 
einen von diesen BUschehi enthält. 

Weil im Falle w = 1 Gattung 3) sich imt«r 2) subsuniirt, so 
haben wir von der 1, Klasse nur eine, von der 3. Klasse drei, voa 
Jeder andern Klasse zwei Congruenzen 1. Ordnung. 

Was die Brennfläche anlangt, so ist, wie schon erwähnt, der Punlä- 
ort 2. Stufe ^{F) bei ]ceiner der 3 Gattungen vorhanden. Die cubische 
Raumcurve hat keine sich schneidenden Tangenten, also keine Fläche 
.ä (Nr. 297); an eine Curve «'" Ordnung kommen von einer {n — 1)- 
fachen Secante keine B er ührungs ebenen, welche ausserhalb derselben 
tangiren; also giebt es keine Fläche A (Nr. 2S38); endlich besitzt auch 
die Correspondenz [1, n] zwischen Punktreihe und Ebenenbüschel 
keine Terzweigungs ebenen. 

Die Fläche ^(tp) der Brennebenen aber, von der Klasse 2(n — 1), 
ist m allgemeinm vorhanden. Bei der Sehnen-Congruenz der cubischen 
Raumcurve wird sie durah deren Tangentialebenen, von denen, wegen 
des Ranges 4 der Curve, je 4 durch eine beliebige Gerade gehen, bei 
den Congruenzen der zweiten Gattung ebenfalls durcli die Berührungs- 
ebenen der Leitcurve »*" Ordnung, welche, wegen der (n — l)-fachen 
Secante, den Rang 2()i — 1) hat, und bei den Congruenzen der dritten 
Gattung durch die Bündel um die 2(n — 1) Verzweigungs punkte X^ 
gebildet. 

Nur, wenn n = 1, ist auch ^(^) nicht vorhanden. 

308 ^i^ß Slrahlencongniem 1. Ordnwng bewirkt in gwei beliebten Ebenen 
£, H' eine eindeut^e (Cremona' sehe) Venvanätschaß,*) in der sich die 
beiden Spwen desselbm CongntenestraMs entsprechen und also jede^ Pimkt 
der Schnittlinie 212!' sich seihst. 

Jedes der beiden Felder hat auf 22' n einfache Haupt^nJäe; in 
2 z. B. sind dies die Schnitte dieser Geraden mit den n in 2' be- 



*) Cremona, Sülle ia-asformazioni geometriche delle iigure piane, Nota I, 
11 (Memorie deil' latitoto di Bologna Ser. 11 Bd. 2, 5 (1863, 186B); Gioraale di 
Hatematiche Bd. 1 S. 305, Bd. 3 S. 269, 363j Bulletin des aciencee iii3,tli^matiq^iieB 
Bd. B (1873) S. 206 (in der Bearbeitung von Dewulf); Salmon-Piedler, Höhere 
ebene Curvea Kap. VIII; Cayley, Proceed. London Math. Society Bd. S S. 143; 
S. Roberts, ebenda, Bd. 4 S, ISO; Clebsch-Lindemanu, Vorlesungen über 
Geometrie, Bd. 1 S. 474. 
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findlichen Strahlen der Congrueuz, deren sämmtliche Punkte dem je- 
weiligen Schnitte eorrespoodiren und die also die den n Schnitten 
entsprechenden Hauptgeraden in S sind 

Die weiteren Satiptpankte m S stnä die Pimlte, m äenen ditst- 
Ebene von den singulären Curven äurchbchnitten wnd, tmd det Giod 
der Vidfadüieit eines jeden dieset PunJUe als Hauptpunkt lU die Otd 
nung h seines singulären EegeJs; denn dessen Spui m 2 ist die ent- 
sprechende Haupteurve. 

Weil die zu einer Geraden l ^on S gehörige Fläche (l) die ■£' 
in einer Curve (« + 1)*** Ordnung schneidet, so ift die ^ emnndtsch'ft 
(« -\- 1)'*" Grades. 

Die Formeln (2) und (8) von Cremona:*) 

i:r''Xr = w^ — 1, Zrxr = 3(« — 1) 
für eine Transformation w*™ Grades, in denen a.r die Zahl dei t fachen 
Hauptpunkte (denen eine Haupteurve ?■**' Ordnung im andern Felde 
entspricht) in dem einen oder andern Felde ist, geben, auf unsere 
Transformation (n -\- 1)*™ Grades angewandt, nachdem ans ihnen die 
n auf SS' gelegenen Hauptpunkte des Feldes weil sie nicht auf 
einer singulären Curve der Congruenz liegen , ausgeschieden sind, 
unsere Formeln II und III, 

Bei der Doppetsecanlen- Congruenz der cuhibiJien Baiimcmie s" ist 
die Verwandtschaft 4. Grades; die Regelfiächen (l) oder (l') sind von 
der Art IV (Nr. 41). Es seien S^, S^, Sg; S/, S^', S^' die Begeg- 
nungspunkte von s^ auf S und S' und !7j, f^ ^^ *^'^ Schnitte von 
82 8^, S381', 81 S^' mit S, so sind letztere die auf 22' gdeg&nen 
einfachen Hauptpintkte von S, während 8^, 8^, S^ die drei doppelten 
sind, denen in S' als Hauptcurven die drei Kegelschnitte entsprechen, 
in welche s^ aus diesen Punkten projicirt wird. 

Bei den Congrmmen der zweiten Gattung seien 5, iS" die Spuren 
der singulären Geraden s und S^, . . ., Sn] Ä,', ... yS„' diejenigen der 
singulären Curve s" in den beiden Ebenen. Jene sind m-fache, diese 
einfache Hauptpunkte; zu ihnen kommen, als weitere einfache, die 
Spuren ü^, ... Un von S'(S^', ... S„'} in 2, und die Spuren f7,', ... R.' 
von S(S,, ... Sn) in -S'; 

Folglich handelt es sich um eine Transformation (n -\- 1)'™ Grades 
mit je einem n-fachen und 2n einfachen Haup^imlcten, also eine Jon- 
quieres'sche**) oder, wie Jonquiferes sie nennt, eine isographiscbe 
Transformation. 



*) im Eweiten Aufsätze; Formein 1) und 3) bei Saluioii-Fiedlei-. 
**) Jonquierea, Nouvelles Annales de Mathematiquea Ser, 11 Bd. ;t (18Gi) 
S, 97; üiornale di Mateiuatiolie Bd. 23 S. 48. 
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34 Die Strahlencongruenzen erster Ordaung, 

Wie die Haaptcurveu sich zu den Hauptpunktea ihres Feldes ver- 
halten, überlassen wir hier und in den andern Fällen dem Leser zu 
untersuchen. 

Bei den Congrttemm der dritten Gattung seien ebenfalls S und jS' 
die Spuren der singalären Geraden s. Jeder von ihnen sendet an die 
Congruenz n Strahlenbüschel, deren durch s gehende Ebenen ff, , ... e„; 
»t/, ... 6„' seien. Ihre in 2, bezw. £' gelegenen Strahlen g^, ... g„\ 
9\) ■ ■ • gä liefern durch ihre Spuren Sl, . . S,'; Sj, . , , iS„ je in die 
andere Ebene einfache Hauptpunkte. Die einer Geraden l von S zu- 
gehörige Fläche {V) hat ihre vom Punkte B' kommenden Erzeugenden 
stets in den Ebenen ö/, . . . ff,,', so dass diese Berührungeebenen der 
Fläche in S' sind; also hat die l entsprechende Curve (« + 1)**' Ord- 
nung in Si' im Punkte S' einen n fachen Punkt mit den Geraden 
gl, j <ils zugehörigen Tangenten 

Tolgltch haben uxr la md dem bpectetlen Falle der Jonquier es' seilen 
Transformation 3« tlmn, in leelchem oon den 2« einfachen Hauptpunkten 
n unendlich nahe nehpn dem n fachen liegen 

Die dem S entsprechende Hauptcuive h^ Ordnung zerfällt in 
die Spuren m E der Ebenen ffi ff die Geraden 5" (S/, . . , S^). 

Legt man abe) 2, und 21 durch den namhehen Congruengstrahl g^, 
so gehört derselbe zu allen Flächen (T) oder {l')] die Transformation 
ist nur noch h'^" Grades, und die Punkte von ES' e^ ^„ entsprechen sich 
nicht selbst. 

Bei der Sehnen-Congruenz von s^ haben S/ und Sg sich mit >% 
und Sj vereinigt. Bios noch Si und S/ sind doppelte Hauptpunkte. 
Alle den Geraden l von E zugehörigen ßegelflächen 4. Grades be- 
rühren in Sä die Ebene, welche S^S^ mit der Tangente der s^ in S^ 
verbindet; also berühren alle Restschnitt-Curven in S^ die Spur dieser 
Ebene in E. Demnach repräsentireu S^ und S^ in beiden Ebenen 
je zwei unendlich nahe Hauptpunkte der Transformation 3. Grades. 

Bei den Congruenzen der zweiten Gattung fallen S' und S^' mit 
S und (S„ zusammen; die Ä,, . . . Sa-i; S,' , . . . S'„~i sind, wie vorhin, 
einfache Hauptpunkte. Alle Flächen (l) werden in S von den Ebenen 
berührt, welche die singulare Gerade s mit den S(Si, ... S„-i) ver- 
binden, und folglich hat die Transformation «'*" Grades in jeder der 
beiden . Ebenen einen (n — l)-fachen Hauptpunkt S, neben welchen 
n — 1 einfache unendlich nahe gerückt sind, S« ist nicht mehr 
Hauptpunkt. 

Bei den Congruenzen der dritten Gattung aber sind 2(n — 1) 
Hauptpunkte dem (n — l)-fachen unendlich nahe gerückt. 
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Die Sehnm-ConffTuens der cuhiscfien Eamncurve s* führt abor noch ii09 
auf eiue zweite Weise zu einer eindeutigen Verwandtschaft.*} 

Ist ein Punkt auf s^, so bestimmt jede Ebene dieses Bündels 
eindeutig eine Sehne von s^, weiche die beiden weiteren Schnitte ver- 
bindet, und jede Sehne eine Ebene von 0. Zwei Bündel 0, 0', deren 
Scheitel auf s^ liegen, hotnmen, wenn in ^nen solche Ebenen als ent- 
sprechend angenommen werden, die nach derselben Sehne von s^ gehen, in 
eindeuUge Verwandtschaß. 

Sie ist CoUineaMon, weil den Ebenen eines Büschels von die 
Ebenen eines Büschels von 0' correspondiren; denn durch s" und die 
Axe p jenes Büschels ist eine Fläche 2. Grades bestimmt und die 
Sehnen von s^ in den Ebenen des Büschels p bilden die eine Regel- 
schaar dieser Fläche; p gehört zur andern Regelschaar und daher 
gehen die Ebenen, welche aus 0' die Sehnen projieiren, alle durch 
diejenige Gerade p' dieser zweiten Schaar, welche von 0' kommt. 

Umgekehrt, zwei eoUimeare Bündel 0, 0' erzeugen durch die Sdmitt- 
linien ihrer ent^echenden Elenen die Sehnm-Oongruens einer eabischen 
Eammcurve. 

Die entsprechenden Strahlen der beiden Bündel treffen sich im 
allgemeinen nicht, sondern nur bei oo^ Paaren geschieht dies; sind 
X und x zwei sich sehneideude entsprechende Strahlen, und e', f die 
Strahlen, welche dem Verbindungsstrahle e^/" der beiden Scheitel 
0, 0' bezw. entsprechen, so sind die Ebenen ex und e' x auch ent- 
sprechend, und da x auch in der ersteren liegt, so ist er die Schnitt- 
linie beider. Also sind die Schnittlinien der entsprechenden Ebenen 
der beiden Büschel e und e' die Strahlen von 0', welche mit ihren 
entsprechenden in sich begegnen, und diese sind ebenso die Schnitt- 
linien entsprechender Ebenen der beiden Büschel f und f. Jene, wie 
diese, erzeugen, weil die Äsen der erzeugenden Büschel sich schneiden, 
einen Kegel 2. Grades ; beide gehen durch e^f und die cubische 
Eaumcurve s^, in der sie sich ausserdem durchschneiden, ist der Ort 
der Schnittpunkte entsprechender Strahlen der beiden Kegel. Also; 

Die Schnittpunkte sich treffender entsprechender Strahlen zweier 
collinearer Bündel erzeugen eine cubische Eaumcurve. 

Auf jeder Schnittlinie entsprechender Ebenen der beiden Bündel 
entstehen durch die projectiven Strahlenbüschel in den beiden Ebenen 
zwei conjective Punktreihen; deren sich selbst entsprechende Punkte 



*) Der Vollständigkeit halber beweisen wir hier noch d 
[yergl. z.B. Eeje, Geometrie der Lage II, 12. Vortrag), d 
sciion früher (Nr. 222, 254) benutzt haben. 
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36 Die Strahlen oongruenaen erster Ordnung. 

siud daher Schnittpunkte entsprechender Strahlen von und 0', also 
Punkte von s'. Folglich ist jede solche Schnittlinie eine (eigentliche 
oder ideelle) Sehne der cubischen Raumcurye. 

Die einzige Gerade der Congruenz der Schnittlinien entsprechender 
Ebenen, die durch einen beliebigen Punkt P geht, ergiebt sich so: 
Es sei p' die der Geraden OF^p entsprechende Gerade, so sehnei- 
den sich die Ebene p'P und ihre entsprechende im Büschel p in der 
fraglichen Geraden. 

Die 3 Geraden der Congruenz, die in eine Ebene fallen, sind die 
3 sich selbst entsprechenden Geraden der beiden collinearen Felder, 
welche in dieser Ebene durch die collinearen Bündel hervorgerufen 
werden. 

Dass die Ebenenbüsehel um zwei Sehnen der s^, wenn in ihnen 
solche Ebenen als entsprechend angenommen werden, die nach dem 
nämlichen Punkte der Curye gehen, in eindeutiger oder projectiver 
Beziehung stehen, ist unmittelbar ersichtlich und bekannt. 

Unsere Figur bietet uns den iu Nr, 268 erwähnten dritten Fall 
sich stützender linearer Mannigfaltigkeiten projectiver oder coUinearer 
Gebilde;*) die eine Mannigfaltigkeit ist eine lineare Congruenz von 
projectiven Ebenenbüseheln, deren Axen die Sehnen der cubischen 
Raumcurve sind, die andere ein lineares System 1. Stufe (Reihe) von 
collinearen Ebenenbiindeln, deren Scheitel die Curve selbst erfüllen. 
Sie werden sich stützend genannt, weil die homologen Elemente der 
Gebilde des einen Systems je ein Gebilde des andern bilden: je sämmt- 
liche oo^ entsprechenden Ebenen der projectiven Ehenenhüschel bilden 
einen Bündel der Reihe, und je die cc^ entsprechenden Ebenen der 
Bändel der Reihe bilden einen Ebenenbüschel aus der linearen Con- 
gruenz. Die Curve s' wird von Reye die Ordnungscurve der beiden 
Mannigfaltigkeiten genannt. 

310 Durch Spedalisiruiig fuhrt diese Erzeugung der Sehnen- Congruenz 
der cubischen Raumcurve vermittelst coUinearer Bündel auch mi den 
'beiden einfachsten Gongruengen 1. Ordnmig von der Gattung 2), so dass 
diese als Speeialfälle der 1. Gattung sich herausstellen, nämlich für 
« = 2, 1. 

Wenn die ieiäen Bündd und 0' eine sich seihst entsprechende 
Ebene «;=:«' haben, so schneidet jeder Strahl des Büschels (0, «) 
seinen entsprechenden iu (ö', «') und die Schnittpunkte erzeugen einen 

*) Eeyo, Journal f. Mathematik Bd. 104 S.211; Fortsetzungen dieser Un- 
terBueliungeii finden sicli in Bd. lOU S. 30, 315, Bd. 107 S. 162, Bd. 108 S. 89. 
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Kegelseknitt s^ in jener Ebene, der also einen Theil der s^ bildet. 
Die sich seibat entsprechende Ebene ist auch den Büscheln f und •/" 
wie den Büscheln e und e' entsprechend gemein und die beiden Kegel 
2. Grades zerfallen in 2 Strahlenbüschel (0, a) und (0, fi), bezw. 
(0', a") und (0', ß'). Auch jeder Strahl von (0, ß) trifft seinen ent- 
sprechenden Strahl in (0', ß'), und die Gerade ßß'^s vervollständigt 
den s^ zur s\ Beide Bestandtheile treffen sich im Schnittpunkte V 
der entsprechenden Strahlen aß, a'ßi. 

Die Schnittlinie zweier beliebiger entsprechender Ebenen §, |' der 
beiden Bündel trifft sowohl s^ als s, jenen im Schnittpunkte der ent- 
sprechenden Strahlen §«, §'«', diese im Schnittpunkte von ^ß, §'/3'. 

Das Erseuffniss der heiden Bündel ist die Congruens 1. Ordnung 
2. Klasse aller Geranien, welche dem Kegelschnitte s^ und der ihn einmal, 
in V, treffenden Geraden s mgleich und zwar in getrennten Funkten be- 
gegnen- Zur 3. Klasse wird sie vervollständigt durch das Strahlenfeld 
in der sich selbst entsprechenden Ebene a^a, von dem ja jeder 
Strahl als Schnitt aa angesehen werden kann und den Bestandtheil 
s* der vollen cubisehea Raumcurve zweimal trifft*) 

Dies Strahlmfeld in « sondert sich nicht vollständig ah rtondem von 
ihm verbleibt bei der Congruens (1, 2) de^ Sbahlenhtn.iJiel aus dem 
Funkte V. Ebenso bewirkt der Umstand diss s^ und s sich sehn iden, 
die Absonderung des Bündels um den Schnittpunkt V «nd dam t die 
Erniedrigung der Ordnung von 2 auf 1; ww diesem Bündel V i et bleibt 
aber hei (1, 2) ein Straklenbüschel-Faar, welches den smgulaien Regel 
2. Grades darstellt, der im allgemeinen von einem Punkte dei s in 
die Congruenz kommt: der eine SkoMenhiackel ist de> eben eiuahnte, 
der andere befindet sich in der Ebene, welrhe dvicli s und die Tangentp 
in V an s^ geht; denn der Strahl, der von einem behebigen Punkte 
der einen oder andern von den Ebenen dieser Strahlenbuschel au dit 
Congruenz kommt, kann kein anderer sein als dei dem betieffendcn 
Strahlenbüschel an gehörige. 

Lasseit wir, noch specieÜer, die beiden Bündel uwl dm ^Pi 
hndiingsstrahl e^d ihrer Scheitel entspt eckend gemein haben, so bf 
sitzen die beiden conjectiven Ebenenbüsthel e und e zwei sich selbst 
entsprechende Ebenen a ^^ a, k, ^ «/. Der Kegelschnitt s^ zerfällt, 
weil nun die Büschel {0, a), (0', «') perspectiv sind, in die Gerade 
00' und eine andere Gerade «, den perspectiven Durchschnitt dieser 
Strahlenbüschel i die Büschel (0, «i), (0', «/) erzeugen ebenso das 

*) Diesen Specialfall der Sehnen- Congruenz der oubiachen Raumcurve be- 
nutzten wu i.(hon gelegeiitlicb. in Nr. 225. 
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Geradenpaar {p(yy %), dessen Gerade u-^ dann die s des vorigen Falles 
ist Die cabische Raumcurve ist also ausgeartet in 3 Gerade w, m^, 
00' , von denen die beiden ersten windschief sind, beide abet von dei 
dritten geschnitten werden. Jede Schnittlinie \% tnflt u, und m^, jene 
in (a|, a'l'), diese in («jl, a/l'). Die Congruens äo ScJimtthmen ent 
sprechender Ebenen zweier collimaren Bändel ist folglich zm vorhegenden 
Fälle ein Straklennets mit den Leitlinien u, »t^ (Nr. 79). 

Je nachdem also zwei coHineare Eienenbimdel gar keine, od&r eine, 
oder sieei sich selbst enfspreäi^ide Ebenen haben, ist das Ergeugniss der 
ScJmittlinien entsprechender Ebenen die Sehnen-Oongruene ein&r eiibischm 
Baumatroe (1. Ordnung 3. Klasse) oder die Congruenz der Geraden, 
welche einen Kegelsdmitt mid eine ihn einmal treffende Gerade nugleidi, 
aber in getrennten Punkten schieiden, {1. Ordnung 2. Klasse) oder endlich 
ein Strahlennetz. 

Im ersten Falle sind die Bündelscheitel zwei Pimlcte der cubischen 
Eaumcurve, im zweiten zwei Punkte des Kegelschnitts, im dritten ztvei 
Funkte eines Stahls des Strahlennetzes. 
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Die Strahlencongrueiizeii zweiter Ordnung ohne 
singulare Linien. 

Kemeiusame Betraf hfiiiij,' depsellteii. 

I.-) 

Die allgemeinsten und interessantesten Strahlencongruenzen zweiter 311 
Ordnung sind diejenigen ohne singulare Linien, also nur mit emer end- 
hellen Anzahl von singulären PimJtteti. Wenn singulare Punlrte 1. CfraiJes 
vorhanden sind^ so sind die Ebenen der singuJären Strahlen böse hei 
singulare Ebenen 1. Grades der Congruenz (Nr. 294). 

Singulare Ehenen aier von höherem Grade als 1 sind hei einei- 
StraM&ncongruem U. Ordnung ohne singulare Linien nicht möglich. 

Denn gesetzt, in einer Ebene ff^ befinde sich eine von Congruenz- 
strahlen mnhüllte Curve (6*), deren Klasse Ä>1; dann gehen von 
dem Spurpunkte, in ff;,, jedes nicht in die ö/, fallenden Congruenz Strahls 
mindestens h -\- 1, also mehr wie 2 und demnach oo^ Strahlen der 
Congruenz aus, und wegen der zweifachen Unendlichkeit der Con- 
gruenzstrahlen miissten wir (mindestens) oo' solche Punkte iu ö/. er- 
halten, also eine singulare Curve. 

Ist *• wiederum der Rang der Congruenz und n ihrp Klas&e, so ist 312 
die Fläche (P) der Schnittpunkte der Congruenzstrahlen m den Ehenen 
eines Bündels P nach Nr. 289 von der Ordnung »- + 1 , da »i = 2 
Wenn g ein beliebiger Congruenzstrahl ist, so können auf ihm keine 
andern Punkte von (P) liegen, als seine eigenen Schnitte mit den 
n — 1 übrigen Congruenzstrahlen in der Ebene Pg. Denn von jedem 
andern Punkte, den g mit (P) gemein hat, gingen, ausser g, noch 
zwei andere Congruenzstrahlen aus, also wäre er ein singulärer Punkt. 
Bei der nun vorausgesetzten endlichen Anzahl von singulären Punkten 

*) Hierzu vergl. miiii die in !Sr. 305 trwähctt Ku mnier'selie Abhandlung. 



y Google 



40 Gremeinsame Betrachtung der Congruenzen 2, Ordnung obne singnläre Linien. 

enthält ein beliebiger Oongruenzatrahl keinen. Demnach ist die Ord- 
nung der Fläche (P) gleich n — 1. Mithin r ^ n — 2. 

Verstehen wir nach wie vor unter einer Congruetw (ms, n) immer 
eine Congruenz mj'" Ordnung «^" Klasse, so haben wir: 

JDer Bang r einer Congnims (2, k) ohne singulare Linie*) istn — 2. 

Oder: Jede Gerade des Maiims heßndet sich in n — 2 SircMmi- 
huscheln mit zwei Strahlen einer Congrume (2, n). 

Der Torstis der Ebenen der bei<J^t Congrttensstrahleti, die von den 
verschiedenen Pmikten einer Geraden l ausgehen, ist von der Klasse n—l 
und n — 2 dieser Ebenen gehen durch l. 

Die Charakteristiken des der C&ngruens (2, n) mgehörigen Null- 
systems (Nr. 289) sind 1, \n(n — 1), w — 2. Jeder Furikl hat nur 
eine NuUebene. 

Ferner geben die Formeln für Ordnung und Klasse der Brennflache: 



Die Srennflädie einer Congruenz (2, ii) olvne singulare Ctirve isi 4'" 
Ordnung und 2n*^' Klasse**) 

Ein durch einen singularen Pnnkt S/, Ä*™ Grades gehender Con- 
gruenzstrahl g trifft die Fläche (P), ausser in S/i, noch in seinen 
n — 1 — (7( — 1) = u — h Schnitten mit den in der Ebene Pg ge- 
legenen Congruenz strahlen , welche nicht zum Kegel (S;,) gehören ; 
folglich ist Sh auf (P) von der Vielfachheit n — 1 ~ {n — h) = h ~ 1. 

Auf der einem PunMe P mt^ehörigen Fläche (P) ist ein singulärer 
Punkt Ä, einer Congrtiens (2, n) stets vielfach vom Grade h — 1. 

Die singularen Punkte 1. Grades enthält sie also nicht. 

Die Nullebene eines S^ ist nur die zugehörige Ebene {S^)•, die- 
jenige aber eines &, dessen A>1, ist jede beliebige Ebene durch 
ihn. Dadurch kommen diese Su auf alle (P). 

Es sei nun l eine beliebige Gerade durch Sr,; sie schneidet (P), 
ausser in S/„ ia n — h Punkten; d. li, wir haben n — h von S/, ver- 
schiedene Punkte auf l, deren Nullebenen durch einen beliebigen Punkt 
P gehen. Legen wir diesen auf l selbst, so geht nur seine eigene 
Nullebene nicht durch <; die Nullebenen der « — Ä — 1 übrigen thun 
es. Was also für eine beliebige Gerade l die Zahl r ^ n — 2 ist, das 
ist für eine durch eiiien Si, gehende die Zahl n — h — i=r — (h— 1). 

Für eine solche Gerade l wollen wir die Correspondenz bilden, 

*) Dieser ZuealK „ohne singulare Linie" wird im Folgenden meistens weg- 
gelasBBn worden, 

•*) Beide Sätze finden sich in Scliumucher's Dissertation, Ü. 14. 
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welche zu derjenigen analog ist, die uns in Nr. 293 zur Ordnung m^ 
der Brennfläclie geführt hat, dabei aber immer von den zum Kegel 
(S/,) gehörigen Congruenzstrahlen absehen. Jede Ebene durch l ent- 
hält n — h nicht zu (&) gehörige Congruenzstrahlen, von denen jeder 
einem zweiten auf l begegnet, und die n - — h nach diesen gehenden 
Ebenen sind die entsprechenden. Von den 2(ji — h) Coincidenzen 
sind 2(j» ^ 7* ^ 1) aus ähnlichen Gründen wie 2r in der genannten 
Nummer abzuziehen; ea bleiben 2, Jede durch Sa gehende Gerade 
schneidet demnach die Brennfläche 4, Ordnung, ausser in Sk, noch in 
zwei Punkten, folglich ist 5^/, doppelt auf derselben. 

Jeder singvlö/re TwtJit einer Congruem (2, n) ohne singulare Curve 
ist, welches mich sein Grad sei, ein Doppelpunkt der Brennfläche * 



Da nun der Änschmiegungskegel eines Doppelpunktes 2. Ordnung 
und also auch 2. Klasse ist, so zeigt sich, dass die in Nr. 295 er- 
wähnte Zahl y gleich sein mnss. 

Durch Iceinen der singulären Punhte einer Congruens 2. Ordnung 
{ohne singulare Linie) geht ein Congruensstrahl, der nicht zu dem singu- 
lären Kegel gehört. 

Den Änschmiegungskegel 2. Grades der $ in einem Punkte Sj 
wollen wir mit ISa|^ bezeichnen. 

Die Specialisimng der in Nr. 296 erhaltenen Sätze für Mi = 2, 3 
r = n — 2 liefert: 

Sowohl die Strahlen einer Congruenz (2, «), welche ihren einen 
Brennpunkt auf einer gegebenen Ebene E haben, als auch diejmigen, 
deren eine Brennebene durch einen gegebaien FunU P geht, erzeugen eine 
R^elfläche vom Grade 2(m + 2). 

Die Strahlen einer Congrumz (2, n), hei denen die heid&n Brenn- 
punkte sich vereinigt haben, so wie äi^enigm, bei denen die beiden Brenn- 
ebenen zusammengefallen sind, erzeugen eine Begelfläche 2(n + 2)**" 
Grades P^, besw. Pj. 

Zur ersten dieser 4 Begelflächen gelangt man auch so; Die Con- 
gruenzstrahlen, welche eine beliebige ebene Curve 4. Ordnung treffen, 
erzeugen eine Fläche vom Grade 4(w + 2), weil 4(» -|" 2) Erzeugende 
einer Fläche (l) die Curve treifen. Liegt diese Curve aber auf ^, 
so besteht diese Fläche, da durchweg beide Erzeugenden aus einem 
Punkte der Curve sieh vereinigt haben, aus zwei sich deckenden 
Flächen 2(w + S)*™ Grades. Die n in der Ebene E der Curve liegen- 
den Congruenzstrahlen gehören dieser Fläche 2(« + 2)*™ Grades 
doppelt au. 
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Dieselbe berührt die ® längs der Curye ^E und da ein Con- 
gruenzatrabl mit nur seine Brennpunkte, in denen er sie tangirt, 
gemeinsam hat, so ist der weitere Sclinitt der Regelfläclie mit ^, der 
Ort der zweiten Brennpunkte der Erzeugenden, ebenfalls eine Be- 
rührungscurve beider tlächen und von der Ordnung 4(n + 1), Die 
Begegnungspunkte dieser Curve mit der Ebene E sind, ausser den 2n 
Brennpunkten der in E befindlichen Congruenzstrahlen, zweite Brenn- 
punkte von Erzeugenden der Kegelfläebe, welche sich mit den ersten 
vereinigt haben. 

Auf der Brmnfläclie <P einer üoitgruenz (2, n) verläuft also eine 
Cttrve 2(« + 2)"' Ordnung q, deren Furtkte je mit den mveiien Brenn- 
punkten der ^gehörigen Congruensstrdhlen susammengefallmi sind. 

Auf jeder Kernte eines singulären Kegels (Ä.) ist die Spitge S/, der 
eine Brennpunkt; die amdefm Brennpunkte der verschiedenen Kanten bilden 
eine Cujrve 2h*^ Ordnung, längs deren sich $ und (8k), die sonst keinen 
Schnitt gemeinsam haben, berühren. Da jede Kante, ausser 8/,, nur 
einen Punkt mit dieser Ciirve gemein hat, so ist Si, ein h-facker IHtnkt 
derselben und die Kanten, welche in Ä/, die h A.eate tangiren, sind 
Congruenzstrahlen, deren beide Brennpunkte in S/, sich vereinigt haben. 
Durch einen Doppelpunkt gehen aber bekanntlich 6 Gerade, welche 
in ihm 4 vereinigte Schnitte mit der Fiäche haben.*) Also muss 
A ^ 6 sein. 

Eine Congrueng (2, n) ohne singulare Linie Mnn keine singulären 
Punkte von höherem Grade haben als 6. 

Die Gurve o geht h mal durch jeden S/, und auf der P^ ist ein 
Sh h fach 

Die / ausgezeichneten Kanten von (Sj), welche in Sh 4 vereinigte 
Schnitte mit $ haben, sind auch Kanten von | S* |^. Die Brennebenen 
haben -iich ebenfalls veieinigt; und weil die eine den (S*) längs des 
Strahls, die andeie ("Nr 294) den \Si.\^ berühren muss, also wegen 
dessen Oidnung 2 auch läugs des Strahls, so haben beide Kegel 
längs desselben die nämliche Tangentialebene. 

Die beiden emetn Punkte 8k zugehörigen Kegel (S,,) und 1 Ä/, | * be- 
rühen sKk längs det h Stahlen von (S/,), welche vereinigte Brennpunkte 
wnd Brennebenen haheti 

314 Dutch die jr u demselbett CongruenmtrahU gehörigen Brennpunkte 

entstiht auf det Brmnfidche eine eindeutige involutorische Punkt- 



mona, Grundzüge einer allgemeinen Theorie der Oberflächen, deutsch 
, Kr, 71. 
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Gemeinsame Betrachtung der Congrnenzen 2. Ordnung ohne singulare Linien. 4.S 

Correspoiidmgf welche die singulären PuDkte der Oongruenz zu Haupt- 
punkten hat. 

Jedem ebenen Schnitte von S entspricht eine Cnrve vi.n dei 
Ordnung 4(w + 1), welche 2A-mal durch eioen 's geht jedem S ila 
Hauptpunkte eine Hauptcurve 2/(*" Ordnung, die diruh ihn selbst 
/i-mal geht. 

Diese Correspondenz hat eine Coincidenzcurve (Curve zusammen 
gefallener entsprechender Punkte, die jedoch einen bestimmten "\ei- 
bindungs strahl haben), welche 2(k -|- 2)'" Ordnunj, ist und durch 
jeden Sh Ä-mal geht. 

Die Curve 4(n — 1)*" Ordnung, in der die 3" und die einem 
Punkte P zugehörige FJäche (P) sich durchschneiden, wird durch die- 
jenigen Punkte gebildet, welche den Punkten der Berührungscurve 
12. Ordnung des von P an <3> kommenden Tangential kegeis in dieser 
Correspondenz entsprechen. Jene geht 2 (A — l)-mai durch einen Si,, 
diese zweimah 

Einer Curve 12. Ordnung auf $, welche der volle Schnitt mit 
einer Fläche 3. Ordnung — im vorliegenden Falle der ersten Polar- 
fläche von P nach C& ~ ist, entspricht aber eine Curve 12(w + 1)'*'^ 
Ordnung; denn den 12(m -|- 1) Punkten, in denen die cubische Fläche 
von der Curve A(n -\- Xf^' Ordnung getroffen wird, welche einem 
ebenen Schnitte von ^ correspondirt, entsprechen die in der Ebene 
E dieses Schnittes befindliehen Punkte der gesuchten Curve. 

Die Erniedrigung von 12 {n -\- 1) auf 4(m — 1) kommt dadurch 
zu Stande, dass in unserm Falle die cubische Fläche durch jeden Sh 
einmal geht und so diesem Punkte allein 2h Punkte in E entsprechen, 
diejenigen nämlich, in denen E von der dem S,, correspondirenden 
Haupteurve 2Ä""' Ordnung der Correspondenz getroffen wird. 

Wenn also a/, die Änsahl der singulären Punkte S/, h'"" Grades 
ist, so inuss sein: 

12(m + 1) — Za, . 2h = Un - 1); 
folglich: 2;«! . Ä = 4(tt -I- 2). 

Demnach, haben wir in Begiig auf die ÄnsaJü Üer singulären Punkte 
da" verschiedenen Grade bei einer Gongruens (2 , n) folgende einfacJtc 
Formel: 

I z;«;. .A = 4()z + 2).*) 

Die Regelfläche {l) der eine beliebige Gerade l treffenden Strahlen 315 
L U, Masoni, Eendiconti dell' Accademia, di Naipoli 
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4:4 Gemeinsame Betraclitung der Congrnenzen 3. Ordnung ohne einguläre Linien. 

einer Coiigruenz (2, n) ist vom Grade n + 2, ihre Doppelcurye \l\ — 
ausser der doppelten Leitgeraden l — von der Ordnung 

^n(n — 1) + w — 2 = }^n{n + 1) — 2 
(Nr. 289). Die Brennpunkte auf den Geraden von (l) erzeugen eine 
Curve von der Ordnung 2{n + 2) und die Brennebenen dieser Ge- 
raden einen Toraus von der Klasse 2(n -f 2) (Nr. 296). 

Die Curve ferner 2(m -|- 2)'*'' Ordnung p der Punkte auf 0, welche 
sich mit den zweiten Brennpunkten auf den zugehörigen Cougruenz- 
strahlen vereinigt haben, trifft die erste Polare von P nach <P ausser- 
halb der 8h, durch die sie bezw. Ä-mal geht, noch in 

3 . 2(h + 2) — £«, . A = 6(m + 2) — 4(w + 2) = 2{n + 2) 
Punkten. Folglich : 

Die Klasse äes Tarsus der Brennebenen, die sieh mit dm zweiten 
Brennebenen auf den sugehorigen Congruenssbrahlen vereinigt Itaben, ist 
ebenfalls 2(w + 2). 

Die associirten Brennpunkte (Nr. 290) der Ebenen dieses Torsus 
— in diesem Falle zugleich deren Berührungspunkte mit — liegen 
bei denjenigen unter den Ebenen, welche durch P gehen, auf der 
Fläche (P) und sind die Schnitte derselben mit der Curve p 2()t4-2)'" 
Ordnung, ausser den singulären Punkten. Nuu geht p durch einen 
Si A-ma!, (P) aber {h — l)-mal; also muss 

2{n + 2) {n - 1) — Ua,h{h - 1) = 2(n + 2) 
oder 

2Kji{b — 1) = 2{« + 2) (ii — 2) = 2(n^ — 4) 

Addiren wir dazu T, so imhen wir eine gweite wichtige Formel für 
die Anzahlen «;,: 

II 2:«,Ä« = 2w(n-f 2). 

Auf der einer Geraden l zugehörigen Curve |/| von der Ordnung 
^n(n +1) — 2 liegt jeder St ^h(h — ■ l)-fach; folglich hat die Curve 
mit O noch 

2n{n + 1) — 8 — 2:aJ<,Qi — 1) 
Punkte gemein; das können aber nur Punkte sein, von (Jenen nicht 
mehr als zwei Congruenzstrahlen ausgehen, und weil die Punkte auf 
liegen, so sind diese Strahlen unendlich nahe; weil sie aber auf 
1 1 1 liegen, so treffen beide Strahlen die l und ihre Ebene geht durch l. 
Also sind sie die associirten Brennpunkte der 2w von l kommenden 
Berührungsebenen von <5. Wir erhalten nochmals: 
SttihQi — 1) = 2(n' ^ 4:). 
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Gemeinaame Betrachtung der Congruenzen 2. OrdnuDg olme singulare Linien. 45 

Eine Kegelfläche (l) wird von einer andern Geraden i' in « + 2 
Punkten getroffen, mithin giebt es n -\- 2 Oongruenz strahlen, welche 
den beiden Flächen {1} und (f) gemeinsam sind. Zu den (n + 2)^ 
gemeinsamen Punkten dreier Flächen (T), (t), (i") gehören demnach 
die 3(w + 2)^ Punkte, in denen die gemeinsamen Geraden zweier die 
dritte treffen; durch jeden der übrigen gemeinsamen Punkte gehen 3 
verschiedene Congruenzstrahlen, je eine Erzeugende von jeder der 3 
Flächen; also ist er ein singulärer Punkt der CongruenK, und da ein 
S;, A-fach auf den Regelflächen ist, so ergiebt sich: 

Sa, .¥ = (n + 2? - 3(h + 2)^ = (« + 2)^ (n - 1). 

Demnach haben wir die dritte Formel fwr die Ämahlen Uh- 

III Zttji' = (« + 2y {n — 1). 

Die Curve \l\ von der Ordnung \n{n + 1) — 2 schneidet jeden 
von den Congruenzstrahlen, welcher ( trifft, (n — l)-mal in dessen 
Schnitten mit den andern Congruenzstrahlen in der ihn mit l ver- 
bindenden Ebene; folglich gehören die (n-\-2)(n — l) Punkte, in 
denen sie die « + 2 Strahlen ff trifft, welche l und l' achneiden, zu 
den (n + 2) {^n(n -\- 1) — 2} Punkten, welche die Curve |;| mit der 
Fläche (V) gemeinsam hat; die übrigen müssen wiederum singulare 
Punkte der Oongruenz sein, und da S,, auf \l\ lh(h — l)-fach ist, so 
haben wir: 

i£a,h'Q, - 1) _ (, + 2) |i,.(« + 1) - ül - (« + 2) (« - 1), 

oder: 

i:a„h\h~l) = (n + l)(n'-4). 

Subtrahirt man diese Formel von III, so ergiebt sich II. 

Die beiden Formeln für £a,h^ und Sai,h^{k — 1) sind die beiden 
einzigen von Kummer a, a. 0, angegebenen und benutzten (Satz 
XXIX und 5XX). Er beweist sie in derselben Weise, wie es eben 
geschehen ist, mit dem Unterschied, dass er für die Geraden l nicht 
beliebige, sondern Congruenzstrahlen nimmt. 

Durch 3 beliebige Punkte geht eine Fläche (P), zugehörig dem 3 
Schnittpunkte der Nullebenen der 3 Punkte. Folglich hilden die sämmt- 
lichen Flächen (P) dner Gongruens (2, n) ein lineares System 3. Stufe. 

Die beiden Flächen (P) und (P"), welche zu zwei beliebigen 
Punkten P und P' gehören, haben eine Curve (« — 1)^*™ Ordnung 
gemein. Die Nullebene jedes Punktes derselben musa durch P und 
P' gehen. Die Punkte aber, deren Nullebenen durch l E^ PP" gehen, 
bilden die Curve \l\, deren Ordnung |«{h + 1) — 2 um J(w — 2)(«- -3) 
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hinter (n — 1)^ zurückbleibt. Was bedeutet also, wenn w > 3, dieser 
Ueberschusa? 

Die Puukte der restireiideu Curve raösseu eine unbeatimmte Null- 
ebene haben, sodass eine durch P und eine andere durch P' geht. Die 
beiden von einem solchen Punkte auegehenden Congruunzatralilen 
müssen zuaammenfällen. So gelangen wir zu Doppelstrahlen der Cou- 
gruenz und zwar von der Beschaffenheit, dass die Nullebene jedes 
Punktes eines solchen Strahls jede beliebige Ebene durch den Strahl 
ist. Diese Doppel strahlen bilden den Restschnitt von (P) und (P'). 
Also: 

Eine C<mgrums (2, n) ohne singulare Linie hat \{n — 2) (« — 3) 
Boppelstrahlen d*) und swar von der Beschaffenheit, dass- für jeden 
Fmikt eines solchen Strahls d die beiden von ihm avsgehendmi Congrvenz- 
strahlen sich so in d vereinigen, dass die V^hindungsä)ene jede Ebene 
durch d ist. 

Die Doppelstrahlen d sind also allen Flächen (P) gemeinsam; die 
den Punkten einer Geraden l zugehörigen (P) haben ausserdem noch 
die Curve 1 1 1 gemein und bilden einen Büschel, die den Punkten einer 
Ebene zugehörigen haben die ^n{n — 1) Nullpunkte dieser Ebene 
gemein und bilden ein Netz; denn durch 2 Punkte X, X' geht nur 
eine, welche zu dem Schnitte der Ebene mit den Nullebenen von X 
und X' gehört. 

Jeder Si. gehört einer (P) (h — l)-fach an (Nr. 312), der vollen 
Schnjttcurve also {/( — l}^-fach; nun ist er für |/| ein ■}h{h — 1)- 
faeher Punkt, folgheb tür den Inbegriff der Doppel strahlen ^ (A — 1). 
(h — 2)-fach. 

Durch jeden singulären Funkt S/, gehen i^Qt — l) (h — 2) Bo^el- 
strahlen, durdi die S^ und S^ also keiner, durch einen S„— i aber alle. 

Diese Doppelstrahlen sind Doppelkanten des Kegels (iS*), und alle 
singulären Kegel mithin vom Geschlechte 0. — 

Wenn l durch einen singulären Punkt jS* geht, so löst sich von 
(0 der Kegel (S,,) ab und es bleibt eine Fläche (0' (» + 2 — hy" 
Grades, auf welcher l noch zweifach ist; auch vom Punkte Si. kommen 
2 Erzeugende der {l)', die zu ä gehören müssen (Nr. 312); also 
schneiden sieh (ßh) und (l)' noch in einer Curve vou der Ordnung 
h{n-\-2 ~ A)-2. 

Die Curve \l\ von der Ordnung \n{n -f 1) — 2, doppelt auf {l), 
setzt sieh aus den \(h — 1) (Ji — 2) Doppel strahlen aus Si„ der eben 
Scbnittcurve und also noch einer Curve 1 1'{ zusammen, 

*) Kummer, a. a, 0. Lelirsat^ XXIV. 
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welche die Ordnung ^(n — h) (n — Ji — 1) + m — 2 — (h — 1) hat 
und durch die Schnittpunkte der Erzeugenden von (J)' gebildet wird. 
Jede Ebeae dui-ch l hat deren, ausserhalb l, ^(n — h) (n — h — 1), 
folglich, auf l, n — 2 — (k — 1). Diese Zahl ist, wie wir schon in 
Nr. 312 fanden, das „reducirte" r für eine derartige Gerade l. 

Wir kommen auf die Berührungscurve des Tangential kegeis aus 317 
P an ^, welche 12. Ordnung ist, und die ihr nach Nr. 314 ent- 
sprechende Gurve 4(n — 1)'"' Ordnung zurück. Letztere geht, als 
Schnitt von und (P), 2(Ä — l)-mal durch einen S/r, also muss 
eratere ebenso oft der dem S/, entsprechenden Hauptcurve 2Ä"' Ord- 
nung, ausserhalb S*, begegnen. Die erste Polare von P nach ^, 
welche diese Curve 12. Ordnung einschneidet, trifft die Curve 2?t"" 
Ordnung, ausser in S/„ der auf der Curve 7i-faeh, auf der Polare ein- 
fach ist, in 5Ä Punkten; also haben wir, ausser den oben erwähnten 
2/j — 2 Punkten, noch dh -{- 2 andere; das können nur solche sein, 
die in der eindeutigen Correspondenz auf ^ nicht blos einen eat- 
apreehenden haben, also singulare Punkte, demnach, weil sie der Curve 
2^*^'' Ordnung angehören, solche, die auf (5^) liegen, und zwar alle, 
weil (Sa) und nur diese Curve, längs deren sie sieh berühren, ge- 
mein haben. Bei denjenigen Sa, von denen Doppelstrahlen ausgehen, 
bewirken diese noch eine gewisse Veränderung, welche bald besprochen 
werden soll. Für Ä = 1, 2 aber haben wir: 

Jede ängwläre Ebene einer Congrueng (2, n) geht noch durch 5, 
jeder singulare Kegel 2. Grades durch 8 weitere singiääre PunJcte, also 
im Gänsen durch 6, heaw. 9. 

Da von einem Punkte eines Doppelstrahls d im allgemeinen kein 318 
weiterer Congruenzatrahl ausgelit, so kann die ßegeifiäclie (n -[- 2)"™ 
Grades (d) nur dadurch zu Stande kommen, daes auf d singulare 
Punkte liegen, deren Gradsumme w + 2 ist. Singulare Punkte von 
höherem als {n — l}"*" Grade sind nicht möglich, weil jede Ebene von 
einem solchen nach einem beliebigen Strahle der Congruenz deren 
mehr als m enthielte. 

Lägen femer mehr als 2 singulare Punkte Si,-, S/,-, . . . S/,^^ auf 
d,*) so wäre also h' -{- h" -\- . . . = n -\- 2; eine Ebene durch d würde 

/(' „ 2 + A" — 2 + . . . + fci" — 2 + 2 = n — 2 (* — 2) 
Congruenzstrahlen enthalten, die zu den Kegeln (SV), . . . gehören; die 



*) Den vorh ergehenden Ergehnisaeii entsprechend, sind dabei alle h grösser 
als 2 anzunehmen. 
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2(i ^'2) übrigen würden d in Punkten treffen, die auch singulär sein 
müssen, weil sie 3 Gongruenzstrahlen aussenden; das widerspricht der 
Annahme. Also: 

Jeder Doppelstrahl d verbindet zwei singulare Funide, deren Grad- 
mmme n -\- '2 ist. 

Die einem PtmMe P su^ehörige Fläche (P) wird lür^gs desselbeti 
von der »ämlicken Ebene, also „torsaV, berührt. 

In der That, es seien Sh, Si' die beiden singulären Punkte auf d, 
so dass ?* + ^' ^ " + 2; dann geht (P) durch d und hat 8h zum 
(7t — 1)-, j5j' zum Qi' — l)-facben Punkte; die Beriihrungsebene der 
(P) in einem beliebigen Punkte B von d enthält, ausser d, eine Curve 
{n — 2)"'' Ordnung, welche durch Si, noch (Ä — 2)-, durch S/,' noch 
Qi — 2)-mal und durch V wegen der Berührung einmal geht; also 
hat sie mit d n — 1 Punkte gemein; folglich gehört d zu dieser 
Curve und zählt im vollen Schnitt der Ebene mit (P) doppelt; d. h. 
die Ebene berührt (P) längs d. 

Auf (P) liegen auch die beiden von P kommenden Gongruenz- 
strahlen g, g". Wenn nun die Congruenz einen S„_-i hat, so schneidet 
jede der beiden Ebenen 8n—i 9, Sn—i g" ausserdem in einer Curve 
(w — 2)"*^ Ordnung mit einem (w — 2)-fachen Punkte in ä„_i; die- 
selbe zerfällt also in w — 2 durch diesen Punkt gehende Geraden. 

Besitat die Congrttem einert Ss— i, so enthalt die einem Funkte F 
zugehörige Fläche (F) insgesa/tmnt (mindestens) 

2 + ^(Ji - 2) (« - 3) + 2(« — 2) 
Gerade, nämlich die beiden Congmensstrahlen g , g" av.s F, die sämmt- 
Uchen Doppelstrahlen und in jeder der beiden Ebenen Sn—i g', Ä— i g" 
noch « ~ 2 durch S„_-i gehende Geraden. 

Aus dem Satze, dass jeder Doppelstrahl zwei singulare Punkte 
von der Gradsumme n -j- 2 verbindet, und aus den beiden voran- 
gehenden Über die Anzahl der Doppel strahlen überhaupt und über 
die Zahl der durch einen ä, gehenden können wir hinsichtlich der 
Zahlen der singulären Punkte und ihrer Lage zu den Doppelstrahlen 
interessante Folgerungen ziehen. 

Durch jeden Si_|_s (« > 0) gehen ^i(i -\- 1) Doppelstrahlen und 
jeder enthält noch einen Sn—i', jeder S^—i aber zieht wegen der 

««-i-l)(«-i-2) 
Doppelstrahlen, die durch ihn gehen, so viele Äi-fs nach sieh. Ist 
demnach überhaupt ein 5,4.2 vorbanden, dann müssen mindestens 
^(n ~i—\)(n — i — 2) Punkte 8,+2 und ^i(j + 1) Punkte S„-i 
vorhanden sein, und wenn i-{-2^n — /, so haben wir wenigstens 
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ii(i+l)x«..-i-l)(«-i-2) 
Doppelstrahlea ia deu Verbindungslmien jener Sy+a mit diesen S«— ,-. 

Subtrahiren wir davon die Zahl ^(« — 2)(m— 3) der üoppelstrahle», 
so erhalten wir: 

i{i - 1) (» - i - 3) |(i + 2) » - (? + 2i + 4)1 . 
Punkte Si+i also, für welche diese Zahl > ist, sind unmöglich. 

Sie wird zunächst für i = 1 ; dies führt an ^(n — 2) {n — 3) 
Punkten S3 und einem Punkte S,^i. Sie wird femer fflr i^» — 3; 
dies führt au einem Punkte jS„_i und ^{n — 2) (n — 3) Punkten jS^, 
also genau zu demselben Ergebnisse; n — 3 ist der höchste Werth, 
den i erreichen kann; wenn 1 < i < « — 3, so sind die beiden ersten 
Factorcn positiv, aber auch der dritte, denn aus M>*-f"^ folgt: 

(i + 2)«>(i + 2)(i + 3) 
oder i" -}- 6i -j- Q und um so mehr > i^ + 2^ + 4. 

Mithin sind singulare Punkte Si+%, hei donon l <i<n — d und 
i -\- 2-^n ■ — i ist, nicht möglich. 

Nehmen wir nun aber an: i -\- 2 = n — i, also ^ = '0 1 ; dann 

muss die Klasse n gerade sein; wir setzen n = 2j und also i =j — 1. 

Jeder iS^^-ä fordert ^i(i -j- 1) Punkte Si-^-r, wir haben deren dann 
mindestens ^i{i + 1) -)- 1, und bei dieser geringsten Zahl ergiebt sich 
die geringste Zahl der Doppelstrahlen in den sammtlicheD 

l'Wi + l) IWi+l)+l| 
Verbindungslinien, unter denen ja von jedem der ä^-j-s die uothwendigc 
Anzahl von Doppelstrahlen ausgeht. 

Zieht man nun von dieser Zahl oder von ^j(j— 1) !^j(j — 1) + 1 ) 
wiederum ^{n — 2) (n — 3) = (j ~ 1) {2j — 3) ab, so bleibt: 
Ui-l)(i-2){j-3)(j + 4)=T-b("-2)(>*-4)(«-6)(« + 8). 
Für eine gerade Zahl m > 6 ist dies positiv und also das Arrangement 
unmöglich. 

Unsere ganze Betrachtung verlangt überhaupt n>3, damit Uoppel- 
strahlen und Punkte Sh, bei denen h>2, vorhanden sind. 

Bei )i = 4 ist » = 1; ein Sg fordert einen andern S^ und ihre 
Verbindungslinie ist der einzige Doppelstrahl. 

Bei w = 6 ist j =; 2; ein S^ fordert 3 andere S^ und die C Ver- 
bindungslinien sind die 6 Doppelstrahlen. 

Demnach haben wir hinsichÜwh der singuläreii JPurücte Si, einer 
Gmgniens (2, n) ohne singulare Ourve , iei denen Ä > 2 ist, und äer 
durch sie c/rhenden Dc^elstrahlen fol(jmde sivd Fälle: 
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a) Entweder gi^t es zweierlei solche Punkte, und givar eineit Punkt 
S„-i iinä i(« — 2) (n — 3) Pniüde S^, und die Doppelstrdhlen ver- 
hindern, dann jenen mit diesen; 

b) odef)' wir habm nur eine einstige Art saldier singulären Punkte 
und swar vom Grade ^n + 1. Dieser Fall ist nur imglieh hei n ^ 4: 
nnd M = 6. Und die Zahl der singulären PunMe iS-Jh+i ist 2, ieisw. 4; 
die eine, bezw. die 6 VerbindungsUnien derselben sind die Doppelstrahlen. 

Wir wollen die mgehörigen Congnienzen (2, n) unterscheiden als 
„erster Art" und ,^eiter Art". 

Dasa übrigens neben einem S^—i höchstens singulare Punkte 
3. Grades bestehen köonen, zeigt die Fläche (l), die der Verbindungs- 
linie eines weiteren singulären Punktes mit dem Sa_i zugehört 

319 Wir haben schon gefunden (Nr. 313), dass die Vielfachheit eines 

singulären Punktes nicht 6 überschreiten kann;*) da nmi die Con- 
gruenzen erster Art einen S^-i haben, so folgt, unter Berücksichtigung 
der beiden bei der zweiten Art allein möglichen Werthe der Klasse: 

Die Klasse einer Conyruenz 2. Ordnung ohne singulare (ktrve darf 
7 nicht überschreiten. 

Bei den Congruen0en der ersten Art haben wir also nur Punkte 
S^, S-^, S^, S„_i und die Ansohlen der letzteren sind schon bekannt: 

«3 = 1(» - 2) (« - 3), a^t = 1; 
dass ß„_i nicht > 1 sein kann, leuchtet unmittelbar ein. 

Bei den Gongruemen der zweiten Art haben wir nv/r Punkte S^, 
Sg, S^a+i; die Zahl dieser letgieren ist ebenfalls schon bekannt: 

«^,+1 = 2, 4, 
je nachdem w = 4 oder 6 ist. 

Für die Berechnung von Kj, k^ besitzen wir nun sogar 3 Glei- 
chungen 1, II, in, so dass wir eine werthvolle Controlle haben. Allen 
dreien genügen bei der ersten Art die Lösungen: 

«1 = 1(7 ^ «) (8 - n), «, = («- 2) (7 - n). 

Die Gestalt dieser Lösungen zeigt, dass ganze Zahlen, die > 
sind, sich nur ergeben, wenn 1 <n<8 ist; und da wir in jedem 
Falle nur ein Lösungssystem haben, so erhaltest wir 6 Strahlencon- 
gruengen 2. Ordnung ohne singulare Curve von der ersten Art, Bei 

*) Kummer beweist dies damit, dass tow einem singulären Punkte als 
Doppelpunkte der Brennfläche 4. Ordnung an diese ausser dem Anschmiegiiags- 
kegel nur noeli ein Tangentialkegel 6. Ordnung kommen kann, mit dem der siu- 
guläro Kegel identisch oder von dem er ein Theil ist. 
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M = 2, 3, 4 ist der S„-i ein S,, Sg, i% bezüglich und ist daher in der 
folgenden Tabelle eu diesen zugezählt worden, hingegen k„_i nur in 
Klammer zugefügt. 



(2, 2) 


(2,3) 


(2,4) 


(2,5) 


(2, <i) (2, 1) 


15 + 1 = IG 


10 


6 


3 


1 




4 + 1 — ö 


6 


6 


4 






1 + 1—2 


3 


C 10 


(1) 


(1) 


(1) 


1 


1 1 


16 


15 


14 


13 


12 11. 



Setzen wir eheuso den bekannten Werfch von i 
so erliaUen tvir für die Congruensen sweiter Art: 



;2,4) (2,6) 



1, ü, II f, 






14 



12. 



Hieraus ergiebt sich, dass die beiden Congruengen {2, 4) nicht ver- 
i sind; wir brauchen also keinen unterscheidenden Zusatz und 
können daher (2, 4), je nach Umständen, zu der einen oder andern 
Art rechnen. 

Bei der Klasse 6 Jiingegen haben wir swei wesentlidi verschiedene 
Congmensen, weiche wir als Congruenz erster und sweiier Art: (2, 6)i, 
(2, 6)ii unterscheiden. Bisher sind sie umgekehrt henaamt worden; die 
vorhergehende Betrachking mgt aber, dass diejenige von ihnen, tvekhe 
einen Ä„_i hat und dadxtrch sit det Mehrsalti mm'JCTCT Congniemen sich 
gesellt, erster Att genannt iietdßn mubb Mithin ist 



bei {2, 6)i tti = 1 (. = 4 « =(. «=!) 
bei (2, 6),i «, = ff = s, «^ = 4 J ' 

' galt CS also i (migi wm^e» '* (hdnimg ohne sin{)H- 



Ua,, = 12, 



läre Curve. 

Als Resultat dei Bei echniyigen haim nn oiie vierte Formel: 

IV ZV,, = 18 — M. 

Diese Formel ist aber nichts anderes als ein Ausdruck der geo- 
metrischen Thatsache, dass die £«/, singulären Punkte ais Doppel- 
punkte der Brennfläche 4. Ordnung deren Klasse von 36 auf 2jl er- 
niedrigen. Ich habe sie absichtlich nicht von vornherein benutzt, weil 
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i)2 Gemeinaame Betrachtung der CongcuenEen a. Ordnung olme singulare Lioien, 

ich durcL meinen Gang der Befa^chtung eleu zugleich testst^Uen 
wollte, dass $ Jceine andern vielfafl-e F nlte hstt eis he singn- 
läre^i Punhte. 

Das Nichtvorhandensein vielfachei Curven lut 3> i&t fieiht-h still- 
schweigend im Vorangehenden (Ni 314) angenommen woiden indem 
wir die Berühriingscurve eines Tangentialke^els he er Flache von der 
12. Ordnung voraussetzten, und darais erg-il ich I nd JI Formel 
TU wurde unabhängig davon gewonnen und m ahnhchet ^^eise noch- 
mals n (nach Kummer's Vorgang) zwei dei o Formtln „enügen, 
wie wir wissen, bestätigen die dritte ml il le Hetleitn 

Aus den 4 Formeln I, 11, III JV erj,ebeu sei 1 i 1 all nlhlicho 
Elimination von a-^, k^, «3 folgende he 

2Ja„{h— l) = 5l,)!~2}, 

2;a„(Ä _ 1) (ft _ 2) = 2(n — 2) (n — 3), 

Ua^(h - 1) (Ä - 2) (/( - 3) = (m ^ 2) (n — 3) (n - 4). 

Die zweite drückt aus, dass, nachdem erkannt ist, dass es 
-^(n — 2) (m — 3) Doppeistrahien giebt und durch jeden 5^,, |(ä — 1) 
(k — 2) gehen, jeder zwei singulare Punkte verbindet; die dritte zeigt, 
dass, wenn h>4 und es einen Ä„_i giebt, dieser der einzige S/, ist, 
dessen Ä > 3 ist. 

Keiner von dm l (n — 2) (m — 3) Doppeistrahien der Congruenz 
liegt auf der BrennfläcJie. 

Denn es sei d einer dieser Doppel strahlen und l eine beliebige 
Gerade, welche ihn achneidet. Da jeder Punkt von d Nullpunkt der 
Ebene dl ist, so gehört die Gerade d zur Ciirve 1 1\, welche ja durch die 
Nullpunkte der Ebenen durch l gebildet wird. Der Punkt dl ist dem- 
nach einer der n — 2 Begegnungspunkte dieser Curve ■ l j mit i, d. h. 
die Ebene dl ist eine von den Doppel-Coiucidenzcn, welche nicht zu 
Schnitten der Geraden l mit der Brennfläche führen (Nr. 293); also 
ist der Punkt dl nicht ein Punkt der Brennßächc. 

320 Kommen wir auf die Betrachtung von Nr. 317 zurück, um den 

Fall der Kegel (ßi) zu erledigen, welche Doppelstrahlen der Con- 
gruenz zu Doppelkanten haben. Jeder solcher Doppelstrahl geht 
noch durch einen zweiten singulären Punkt und mithin gehört dieser 
der Beriikrungscurve 2J'" Ordnung des Kegels mit doppelt an und 
zählt unter den Schnitten der Curve mit der ersten Polare eines be- 
liebigen Punktes P nach ^ zweifach 

Bezeichnen im demnadt mit a'^' die An^ald der sütgulären FtmJite 
k*^" G-ntdi , du auf rmetii smgulmcn Regel {&) i'"' Ordnung sich he- 
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finden, einschliesslich der Spitze desselben, wenn h = i, so haben wir, 
indem wir noch 1 addiren, die Formel: 

V £«1« = 3(i + 1) - -^(i - n (i — 2). 

Für i = 1, 2 erhalten wir die Sätze voa Nr. 317, för i = 3; 
Jeder singulare Kegel 3. Ordnung gdit durch 11 singulare Punhle, 
also schliesst er 7 — n aus, hei (2, 7) demnach keineit. 
Für i = « — 1 ergiebt sich : 
Jeder singulare Kegel (w — 1)'" Ordnung geht durch 

Sn - l-in - 2) {n ~ 3) 

singulare Punkte und schliesst folglich ^ (6 — n) (7 — n) aus, also hei 
(2, 6)i und (2, 7) Tieirmi. 

Für i = 4 bei (2, 6)u erhalten wir: 

Bei der Congruens (2, 6)ii geht jeder der 4. singulären Kegel 4. Ord- 
nu/tig durch alle 13 migulö/ren Punkte. 

Wir Sachen jetzt noch Formeln zu gewinnen für ZJa/P^h niid 32 
2«!» . ^h{h — 1). Es ist aber besser, die Fälle » = 1, 2, i = 3 und 
i = n — l getrennt zu behandeln; in Bezug auf die Kegel 4. Ordnung 
bei (2, 6)ii ist, infolge des eben erhaltenen Satzes, keine Untersuchung 
mehr noth wendig. 

Zur Formel für i'ßs'''^ gelangen wir mit Hilfe der Curve i(n — 1)'"' 
Ordnung, in welcher der singulare Kegel (5;) Yon einer Fläche (P) ge- 
schnitten wird, und ihrer Begegnungspunkte mit der Brennfläche, 
Weil der Kegel (Ä) und diese Brennfläche sich nur berühren, so 
zählen alle Schnitte doppelt, und zwar diejenigen, welche in Doppel- 
punkte der fallen, deshalb, diejenigen aber, welche emfache Punkte 
der sind, wegen der Berührung. Die Spitze von (S,) gehört dem 
Kegel i-£ach, der Fläche {P) (t — 1) fach an, also der '^dinittturve 
i(i — l)-fach, ein auf (S) emfachei bezw doppeltei S geh< it ihi 
(h ~ 1)-, bezw, 2(h — 1) fach -m 

Wenn von den beiden unendhch iahen L.unj,ruenz8tiahleu die ui 
einem dieser Begegnungspunkte sich tieften, da ei eben auf hegt 
der eine eine Kante von (b ) ist so ist die Ebene diesei bei len 
Strahlen die Berührungsebene im andern Brennpunkte dieser Kante 
also in Si, demnach eine Pangentidlebene de^ ^nschmiegungskeguls 
weil der Punkt auf (P) hegt musa aie durch P „eben alao hiben 
wir nur zwei solche Punkte Alte übrigen Begegnungsf unkte sinl 
singulare Punkte, da von ihnen 3 Con^iucnzstriblen ausgehen he 
beiden unendlich nahen und die Keaelkinte 
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Es sei zunächst i =' l, 2, danü sind alle von der Spitze ver- 
scliiedeuen auf (S,) gelegenen Sh auf (S,) einfach und wir haben: 

4i(n - 1) = 2 . i{i - 1) + S'ccj!-')2{h - 1) + 2 . 2 
worin S' sieh nur auf die von der Spitze verschiedenen auf (ßi) be- 
tindliche:! Si bezieht; der erste Summand rechts rührt von der Spitze 
her, der letzte von den beiden Funkten, deren associirte Brennebenen 
den Änschmiegungskegel tangiren. Nun ist 

Za;'l(Ä - 1) -= 2;'ß,.W(/i — 1) + * - 1; 
ferner Z«;/'l = 3i + 3 wegen V; 

also ist: 

Yli,2 Zai'-'') . h = 2iH — P + 3i, 

oder: 

VI, Scc,,^" . h = 2n + 2, 

VI, iVjl^l . h = in + 2. 

Bei (2, 6)i,i geht jeder (S^) durch alle S^, also auch jeder [N.j) 
durch alle 4 Punkte jS^; daher ist ß^*^' = 4 und aus VIg oder: 

4.4 + 2. «gW = 26, 
folgt: «/ä) = 5. 

Also geht hei der (2, 6)ii Jei^er ^^ei (S^) dMJ"cA alle 4 Ptmkie S^ 
und, ausser der Spitse, noch durch 4 andere Ihmkte S.^. 

Ist i=5, so haben wir einen von Si verschiedenen vielfachen 
l'nnkt auf (Si), nämlich den 5,^1, der auf einer Doppelkante des 
Kegels liegt. Daher ist: 
4 , 3{rt — 1) = 2 . 3 . 2 + (ß - 2) a . 2 + S'aii^^ 2 (Ä — 1) + 2 . 2; 

der zweite Summand kommt von dem S,^i her, in .£' sind die Spitze 
und dieser S^—i ausgeschlossen; schüessen wir sie mit ein, so ist: 

2;«„(3)(/( _ 1) = 2:'a,P{h — 1) + 2 + m — 2; 
ferner ist 2«i'^) = 11 wegen V; also: 

VI3 ^K,(^' h = 6n-\- 1. 

Ist i^n— 1, so haben wir ^ (n — 2) {n — 3) auf (S„_,) 
doppelte Punkte 5^^, die 5^; folglich: 

4(n - ly = (n — 1) (n - 2) 2 + \{n - 2) (n - 3) . 2 . 2 . 2 + 
+ 2;W"-^'2(/.~ l.) + 2.2, 
wo in S' der i?„_i und die S^ ausgeschlossen sind; nun ist; 
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2;«,(>'-i» {h - 1) = 2;'«/"-^) (/* - 1) + j, - 2 + i(n - 2) (ra - 3) . 2, 

^ß;,("-» = 3)i ~ i(ra — a) (n — 3), 
demnach : 

VI,.^i ^«„c-i* . 7j = — ^m^ + ^ ,( _ 13. 

Wir bringen ferner die einer Geraden / zugehörige Ourve {^| mit 322 
dem Kegel (iSj) zum Schnitte; die Curve ist von der Ordnung jM(n-|-l)— 2 
und geht ^hQi — l)-mal durch jeden Si.. Von den i{\n{n + 1) -- 2) 
Schnitten sind nur die ()j — i)i von Si verschiedenen Begegiiungs- 
puntte, mit \l\, der i Kanten von {Si), welche l treffen, die Schnitte 
dieser Kanten mit den u — i dem (jS,) nicht angehörigen Congruenz- 
strahlen in der Ebene ISi, nicht aingulär. 

Für i == 1, 2 haben wir: 
.■|i»(» + 1) - 2 1 _ ii{i -!)..■ + £■«,<') . ik(h - 1) + (» - i)i;') 
nun ist 

Z;«;/') . !jh(h - 1) = 2:«,('l . lh(h - 1) + iiQ ~ 1); 
also erhalten wir: 

VII,,, 2;«,i*> . 1/Kä - 1) - 4»{« - 1) ^' - K' - i)H^-2)-i 

orfer.- 

VII, Z;«,/^) . \k{h - 1) = -^n(B - 1) - 1, 

VII, Sk.PI . i7i(A — 1) = n(n — 1) — 1. 

Aus VIIjj ergiebt sich für (2, 6}n ebenfalls k^'^> = 5. 
Für * ^ 3 haben veir: 
3{i)i(«+ 1)" 2) =3.3 + 2.-^(w- I)(ra — 2) + (,K - 3) . 3 
+ [2-<.„(" . i^h{h - 1) - 3 - U'>^ — ^) (» - 2)"J, 
rfe)/Mjac7i; 

Vllg iV,/« . iA(/i — 1) = n' — 4. 

Sei i = u — .1 ergiebt sich: 
(«-l)|4..(«+l)-2|~(,.-l).i{«-l)(»-2)+K»-2)(«-3).2.3 
+ 1 . (» - 1) + 2«.<-'l . l/.('' - 1) - -!(» - 1 )(» - -') 
-i«(«~2)(«-3).3; 
folglich: 

VlL_i £k,("-i* . ^/(f/i ^ 1) = n-' - 4. 

*) Die aücentuii'te Summe erstreckt sich auf diu nämlicten siiigulSrün Punktü 
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Durch Combiairang von VI,- und VII; können wir noch Formeln 
für Sci/S^h^ erlangen; eine Bestätigung der erhaltenen Formeln cr- 
giebt sich dann dadurch, dass wir zu diesen Formeln direct gelangen 
können, indem wir die Schnittpunkte des Kegels (S.) mit zwei Flächen 
(l) und (f) aufsuchen. Nicht singulär sind die {n + 2)i Punkte, in 
denen (S,) von den gemeinaamen Erzeugenden von (J) und {!) ge- 
troffen wird, sowie die 2i{n + 2 — i) Punkte, in denen die Kanten 
von (Si), welche ( oder T treffen, der (!') oder (i) begegnen, ausser in iS,. 

In Nr. 315 wurde gefunden: 

2;«^ . yi(h — 1) = «' — 4. 
Subtrahiren wir davon VII^ und VII„_i, so haben wir; 
2J{a/, — «,.W) . l-h{h — 1) = 0, 

2;(«, — «,!"-«). i/^A- i) = o. 

Da «/, ^ «/', h{h — 1) > 0, ausser wenn /j= 1, so zeigt sich, 
dass «;. == «Ä*^* == Ci''^^', wenn h > 1. 

Ein siftgulärer Kegel 3. Ordnung, smvo'kl toie (ti — 1)'°' <}i'dimity 
geht durch alle shigtilären Funkte von höherem Grade als ?,*) und folg- 
lich können die 7 — n singulären Punkte , welche jener , und die 
-^-(6 — )*) (7 — n) singulären Punkte, welche dieser ausschliesst (Nr. 320), 
nur ersten Grades sein. 

Da die G-esammbzahl der Punkte 8^ gleich ^{1 — n) (8 — n) ist, 
so geht dn {Sg) durch ^(7 — n) {6 — w) Ftmkte S^ ttnd ein (S„_i) 
durch 7 — n. 

Durch einen singulären Punkt gehen keine andern Congrueuz- 
strahlen als die Kanten seines Kegels, Weil nun ein S^ auf dem 
(S«_i) und auf allen (S,) und bei (2, 6)n auf allen {S,) liegt (Nr. 320), 
so geht auch umgekehi-t ein Kegel (Sg) durch 8n—i, alle S^ und, bei 
(2, 6)ii, alle yS^, wie schon bemerkt. Es ist also k//^> = K;,, wenn 
h>2. 

Polglieli haben wir nur noch «['^>, «^*-' zu ermitteln und dazu 
mehr als zwei Gleichungen: Vg, Vlg, VII^. 

Wir bilden aber lieber die Differenzen; 



*) Legt man den Tu kt T n len bn~ geht ereichtlich d e 11 he I) 

( — 1) " Oidnung n 1 n I eg 1 (ö —i) her le al^o du ch je le '^ 2 mal 
lur h jelen S, 1 n il gehen m as abPi n cht nothwead ? dur I d e S 

Das^ (b — i) durch alle S geht bei leiten ' > l t imm tttlhdi klar 
!enn läge ein bolcher '^ ni ht auf (S — i) so wurle jele Eb ne d rch &«— i 
u rt 5 meh ila » Strahl n habe 



y Google 



GemeiDEame Betrachtung dar Cotigruenaen ü. Ordnung olinQ singulare Linien. 57 
i-(i<„ - a,01) — 9 — u, 
i'C» — «»'")'' — <> 

oder, wie die tTleidiungen nun schon lauten: 

(", - t*i<") + 2{«2 — «,1^0 = 6, 
a^ — a^(^) = ,( — 3, 
uud also: 

a^_a,(ä) =2(6 — m). 

JSiw singtilärer Kegel 3. Oränung geht diirdt edle singuläreii Funkle 
Mheren Grades als 2 und lässt n — 3 singtüärc Fwn&te 3. Grades mid 
2(6 — n) singulare Fun^de ersten Grades ausserhalb. 
Bei den Gongrumsen erster Art ist: 

«,1» - », - (>, - 3) - (n - 2) (7 - ..) - (,. - 3) 

= (« - 2) (6 - «) + 1, 
r,,ra — K, — 2(6 — ii) — iO — n) (8 — u) — 2(6 — u) 

- +(» - ><) (6 - ») + 1, 
weil 

«,-(»- 2) (7 - »), ». _ i (7 - „,) (8 - ,.). 

Nur die Cougrueuaen, welche aur ersten Art gehören, haben ö*,;3y3 
demiiiich erhalten wir ans V^, VIi, VII, 3 Gleichungen für ß,'^*, r^'", 
(x-J^\ K,— i''', nämlich: 

<i + «.'" + V* + «,>-i<" = 6, 
ft/') + 2Kal« -4- Sa^W + {n — 1) «„_!*'! = 2n + 2, 
«.<" + 3V" + 10* - 1) (« ~ ä) «._,U> = ^«(.» - 1) ~ 1; 
daraus folgt durch Elimination von «,"* und «/''; 

","• + i(» - 2) (» - 3) «.-."' - i(" - 2) (« - 3). 
Also ist mttveäer: 

«._iW = 0, ß,<')_^(H-^)(,,_3). 
Im ersteren Falle erhält man als allen 3 Formeln genügend: 

a^m =. n — 2, Ki<i> = 7 — n ; 
im zweiten: 

».!■> - (» - 2) (5 - «), «,») - i(,. - 4) („ - 6) + 3. 
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Die zwe to Luaung toideit i < b 

Man kauu dies duch so einsehen 

Wir hiben (^efuiideii daas durch einen S^ kein Doppelstrahl geht; 
feuiei behndet <* ^.h auch sonst m seinei Ebene (S^) kein solcher, denn, 
WLil dann durch jeden gpinei Punkte 6 Oongruen/ strahlen gingen, so 
wurde ei eine «mgulaie Linie en Der P nH al er n dem eine 
Ebene ( Sj) einen Doppelstrahl { ftt m e n s ngula er P nkt sein, 
und da wir hier nur mit solchen ConoFue zen zu th n iahen, bei 
denen die Doppelstrahlen von S na 1 len ü^ gel en o sehen wir, 
dass eilte Ebene {S,) alle Doppel falle e t det S trifft und 

äann Tceitmi S^ enihäU, oäer dmc) alle 8g geht d da S _i nicM 
enßtält 

Im ersten Falle enthält sie n — 2 Punlfe S^, i ~ n Fiivkte S^, 
im andern {n — 2 ] (5 — u) Pmikte S2 , ^{n — 4) (w ~ 5) + 3 JPiinJcte 8^ . 

Bei (2, 6)1 kann letzteres nicht eintreten, wie eben bemerkt; es 
lat auch schon gefunden, dass (S„_i) den S^ nicht ausschliesat. Bei 
(2, 6}e, iceldie einen 8^ hat, liegt Ab— 1 auf der Ehene (S,), Dagegen 
schhesben alle {<%) den, 8^ — und mir ihn allein mn alleji 8/, — aiis, 
aho befindet sah Icmer der b Fnnlcte S^ auf der Ehene (Sj). 

Bei (^,4) sind die beiden Fälle nicht verschieden, da der Ä«_i 
zugleich ein S^ ist Jede det 6 Ebenen (S^) der (2, 4) geht durch einen 
iuid nur dutdi fmen det beiden 8^. In beiden Fällen ergiebt sieh 
auch «,(!> = 2, «/') = 3 

Auch bei (2, 2) und (2, 3), wo ja im zweiten Falle «gl^l von 
selbst wird, sind die beiden Fälle nicht wesentlich verschieden; sie 
beruhen nur auf dem Unterschiede der Betrachtungsweise: im ersteren 
Falle sieht man einen der in (S^) befindliehen Punkte Si oder Sg «Is 
S„—i an, im zweiten nicht. Beide Fälle zeigen, dass bei (2, 2) alle 6 
Punkte in einer Ebene (S^) Punkte 8^ sind, was selbstverständlich ist, 
und bei (2, 3) in jeder (SJ 2 Funkte 8^ und 4 Ftirt^tc Sj liegen. 

Dagegen hei (2, 5) haben tvir aweierlei Ebenen (jSj). Es ist oben 
bei der Betrachtung des {8,1—1) gefunden, dass (8^ hei dieser Con- 
grwem einen von den 3 PunJUen S^ aussddiesst. Nminen wir diesen S^*, 
die heid&i andern aber 8^', 8i". Dann liegt tdso in (jS^*) der Pmild 
Si nicht, wohl aber alle 3 Funkte S^; in jeder der beiden Ehmten (ßi), 
[8-1') aber befindet sich S^, und keiner der drei 8^. Jede dieser beiden 
Ebenen, enthält 3 Funkte 8^ wid 2 Funkte S,, die Ebene (Si*) aber 
keinen Fimkt S3 und alle drei Funkte S^. Folglich vertkeüen sich die 
6 Funkte 8^ m je dreien auf die Ebenen {S{), {S{'); weil (Sj*) durch 
Si, 8" geht, so befindet sich 8^* in (Ä/), (Sj") und ist je der sweite 
Si, aussei- dem zugehörigen. 
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Die folgende Tabelle mgt die Vertheihmff der FuiUtte Sh auf den 324 
Kegeln (Si); wir wiederholm, au ist die QesannntmM der & und k,.''' 
die Zahl der St auf eimm Kegel (Si), einscUiesslich der Spitse, wenn 
h = i. Die dm-ch den DrutHc Itervorgehobenen ccS'^ siitd also tim 1 m 
vermindern, ivenn man nur die von der Kegelspitse verschiedenen PtmMe 
haben wilh 
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Beispielsweise sagt die Coloiiue aiP'> bei (2 , 6) erster Art aus, 
das3 jeder der 4 singulären Kegel 2. Ordnung dieser Congrueiiz den 
Punkt Si, uur den zugehörigen Punkt S^, alle 6 Punkte jSg und den 
Sj enthält. 

Von den beiden Colonnen ß,/'' bei n ^ 5 gehört die vordere zu 
den beiden Ebenen (^i'), (S/'), die hintere zu (^i*).*) 

Man Jiann aber die Tabelle noch in anderer Weise deuten; z. B, 
die Colonne W//^' bei (2, 6) erster Art bedeiitet auch, dass jeder Paukt 
Sa dieser Congruenz auf dem Kegel (jS^), nur dem zugehörigen Kegel 
{S^), auf allen 6 Kegeln (Sg) und auf [s.^ liegt. 

Notiren wir auf Grund dieser Bemerkung noch die ÄnsaJd der 
singulären Ebenen (S^) äurch mieii Si,, welche gleich «,''■' ist: durch 
einen 

^' "" 7 -~ n, 1(6 - u) (7 - n), ^(ö - u) (ö - ») -\- I 
singulare Ebenen, durch einen S^ aber 

7 — - « oder ^{n — 4) {n — 5) + 3, 
je nachdem Sj auf {S^-i) liegt oder nicht. 

Im letzten Falle haben, bei u ^ 4, 3, beide Zahlen denselben 
Werth; bei w = 2 aber ist die erste um 1 kleiner, woil da die eine 
durch S^ gehende singulare Ebene als (S„_i) anzusehen ist. 

325 Wn fanden (_Ni 31S) daas ein sm^ularer Kegel (S) dio Brenn 

flache ^ lings emer Cuive 2;*" Ordnung beiuhit, welche duich die 
Spitze i mil gtht, die nbiigen uif (S) gelegenen ■^in^diien Punktt 
zu ein odei zweitachen Punkten hit, je nachdem Me auf eintathen 
odei doppelten Kanten des (6) sich befanden 

Pili * ^ 2, 1 ergiebt dies 

Die 9 ^ingitlaten PunUe, uelche auf einem ämguluteii Kegel 2 Otd 
nung sich befinden, hegen auf etnej Baurtiairve 4 Ordnmig erstu irf, 
die iH de} Spttse des Kegels aneii Doppelpunkt hat 

Die 6 smgularen Dunlte, die in eiim singulaien Ebene sich befinden, 
lte</en auf einem Kegelschnitte 

Da35 die Begegnungapunkte eine', (S;) mit dem Kegelschnitte 



*) Einen Auszug diesei UnteiauLhungen ül ei die gegenseitige Lage der 
bingulAren Pmkte und Kegel habe ich (in etwas andeiei Anordnung und Ah 
leitung) in den !) ittmgei Nachiii-hten für 188b S 4r3 Teruffentlicht Doit ain i 
jedoch die leiden Congriien/en (2 S't no:,h m der hisheiigen Weise, d,lBO um 
gokchifc «i in diesem fclihe le/elclmPt 
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einer singulären Ebene, die nicht durcli S/, geht, singulare Punkt-e 
sincl, erkennt man leicht. 

Länffs dmes Kegelschnittes herUhrt die singulare Ehme die Brenn- 
fläche und ist demnach eine doppelte Tangentialebene derselhen. 

Weil diese Beruh rimgscurve 2. Ordnung ist, so folgt aus Nr, 295, 
dass es in jeder singtüärea Ebene einer (2, n) ohne singuiäre Linie 
n — 2 mr Congruenz, aber nicht zum singulä/ren StrcMenbüsdiel ge- 
hörige Strahlen gieht. 

Wir wollen diese Strahlen die Tramsversälen der singulärmt Ehme 
nennen und ihre Existenz noch auf eine andere Weise darthun. 

Weil eine singulare Ebene (5,) von der einem Punkte P zu- 
gehörigen Fläche (P) in einer Curve {n — 1)'" Ordnung geschnitten 
wird, so folgt, dass die Ebenen, welche die Strahlen des Büschels (ySJ 
je mit den zweiten Congruenzstrahleu aus ihren Schnittpunkten mit 
einer beliebigen Geraden in der Ebene (ß^ verbinden, einen Kegel 
in — I)""' Klasse umhüllen; für denselben ist die Ebene (Sj) (m — 2)- 
fache Tangentialebene, weil durch jeden Strahl des Büschels nur eine 
von ihr verschiedene Berühr ungs ebene geht. Also fällt (n — 2)-nial 
der zweite Congruenzstrahl in die Ebene {S^. 

Diese n ^ 2 Transversalen lassen sich leicht im Einselnm nach- 
weiseit. 

Bei (2, 3) verbindet die einzige Transversale in einer (iSj) die 
beiden in dieser Ebene befindliehen S^. 

Bei (2, 4) enthält jede Ebene (SJ einen S^; der zugehörige (i9j) 
schneidet die Ebene in 3 Kanten, von denen eine nach dem Si der 
Ebene geht; die beiden andern sind die Transversalen und gehen nach 
den beiden S^ der (S{). 

Bei (2, 5) enthält jede der beiden Ebenen (S/), (Si') den S^; 
die drei Schnittkanten des (äJ mit der Ebene, die nicht nach S,', 
bezw. jS^", sondern nach den 3 Punkten S^ gehen, sind die 3 Trans- 
versalen; in der Ebene {S{^) sind sie die Verbinduagslinien der drei jS^. 

Bei (2, ß) erster Art sind die 4 Transversalen der Ebene (S^) 
die 4 nicht nach S,, sondern nach den vier S^ gehenden Schnittkanten 
des Kegels (S^). 

Also in jedem Falle verbindet eine Transversale zwei singulare 
Fm^te^ und zwar, mit der einen Ausnalmie hei (2, 5), einen Sn-i 
und einen S^; jede (Sj), die einen S„_i enthält, hat n — 2 Punkte S^ 
{Nr. 323). 

Wenn um eine Gerade l, welche in einer singulären Ebene (S,) 
liegt, eine Ebene gedreht wird, so gehen die n Congruenzstrdhlen in dieser 
Eiote, ivemi sie sich mit (&\) vereinigt, in die n — 2 Transversal&i und 
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2 Strahlen ans dem Bif-diel l^\) itbet und ^ua> sind hfmlcte iliejmigm 
von seinen Strahlen, uelclie nach den Schnitten ton I mit detn Kegel- 
schnitte in [ß^ gehen, längs dessen diese Ebene dze ® hemhl Denn 
jeder von diesen Schnitten ist em Brennpunkt für den nach ihm 
gebenden Strahl g des Biischels (5j} und der ihn schneidende unend- 
lich nahe Congruenzstrahl liegt nicht in (Sj) (sondern in der diesem 
Brennpunkte associirten Berührungsebene des Aoscbmiegungakegela [Si|* 
längs der Kante g), also in der der Ebene (Sj) unendlich nahen 
Ebene des Büsehela l, so dass er bei dem Uebergange von dieser 
Ebene zur (S^) in g übergeht. 

II. 

;J26 Die BrmnfUiche $ 4. Ordnung hat, weil sie keine vielfache Curve 

besitzt, den Bang 12. 

Sie erhält also aus einem beliebigen Punkte einen Berührungs- 
kegel 12. Ordnung mit 24 Röekkehrtangenten , welche die Fläche in 
ihren Durchschnittspunkten mit der Schnittcurve der ersten und der 
zweiten Polare des Punktes (zu denen die Knotenpunkte nicht gehören, 
da sie sieh auf der zweiten Polare nicht mehr befinden) osculiren. 
Wenn N die Zahl (18 — h) dieser Knotenpunkte oder der singulären 
Punkte der Congruenz ist, so ist, wie wir wissen, 36 — 2 JV die Klasse 
der Fläche und des Tangen tialkegels, also hat er, nach Plüeker's 
Formeln , 12 + iV" Doppelkanten. Von diesen gehen N nach den 
Knotenpunkten, durch welche Ja die Schnittcurve der ^ mit der ersten 
Polare zweimal läuft; die 12 übrigen sind von dem Punkte kommende 
Doppeltangenten der Fläche. 

Die vollständige Congruens der DoppeÜangenten der Brennßäche 
einer Congruenz (2, «) ist, unabhängig von der Zahl der singulären 
Punkte der (2, n) oder, was dasselbe ist, von der Klasse der Con- 
gruenz und der der Brennfiäche, 13. Ordnung. 

Für einen Punkt der Brennfläche vereinten die 13 Congruenz- 
slraMen sich ß-mal m je gweien in die G Doppeltangenten der ^, welche 
in ihm ihren einen Serührungspun}ct habm; an den Schnitt 4. Ordnung, 
mit Doppelpunkt, der Tangentialebene kommen von dem Doppelpunkte 
in der That 6 anderwärts berührende Taugenten. 

Ein beliebiger ebener Schnitt der ^ hat 28 Doppeltangentcn. 
Wenn die gegebene Congruens N' singulare Ebenen Imt und demnach © 
so viele conische (je in einem Kegelschnitte tangirende) Doppel- 
berührungsebenen besitzt, so fallen N' von den Doppeltangenten in 
diese Ebenen. 
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Von den Geraden dieser doppelten Berührungs ebenen mnss aber 
eteuso abgesehen werden, wie oben von denen abgesehen wurde, 
welche durch die Doppelpunkte gehen; das fordert die Dualität. 

Man kann nicht, wie Kummer es gethan hat, als Brennfläche 
der Strahlenfelder in diesea ainguläreu Ebenen bezeichnen; denn dazu 
wäre doch erforderlich, dass jeder Punkt von für mindestens einen 
Strahl des Feldes Brennpunkt sei. 

Also bh^t als Klasse der Congruens der BoppeUangenien, äermi Be~ 
riihrungspiirMe die Brennfiäche erfüllest, 28 — N'. 

Für diese ganse Congnimz (12, 28 — N'), mt welcher die gegeheiw 
(2, n) gehört, ist die Fläche Breitnfiäche (Nr. 291). 

Die Restcongruenz zerfällt , wie wir sehen werden , im allge- 
meinen in mehrere Bestandtheile , unter denen sieh in den meisten 
Fällen solche befinden, die mit der gegebeneu gleichartig sind. 

Wir haben («j in der Tabelle von Nr. 324), wenn 
« = 2, 3, 4, 5, 6i, 6ii, 7, 
i\f' = 16, 10, 6, 3, 1, 0, 0; 
also ist die vollständige Doppeltangenten-Congmem der hesw. 

(12, 12), (12, 18), (12, 22), (12, 2ö), (12, 27), (12, 28), (12, 28) 
■amd die Bestcongrumz : 

(10, 10), (10, 15), (10, 18), (10, 20), (10, 21), (10, 22), (10, 21). — 

Für den Tangential kegel hefern die Plücker'schen Formeln 
weiter, dass er 6(16 ~ Ä") Wendeberührungs ebenen und 2(16 — A') 
(15 — JV) doppelte Berührungsebenen hat. 

Demnach hat die Brennfläche einen Torsos, von der Klasse 6(16 — N), 
von stationären und einen Torsus, von der Klasse 2(16 — N) (15 ~ N), 
von doppelten (in zwei Punkten tangirendeu) Berührungsehenm. 

Im Falle der Congruenz (2, 2), wo JV"= 16, sind beide Toisen 
nicht vorhanden, im Falle von (2, 3) nur der erste. 

Der Schnitt einer in zwei Fmikten berührenden Tangentialebene mit 
$ hat in diesen zwei Doppelpunkte und erhält aus jedem von ihnen 
nur noch 4 anderwärts berührende Tangenten; die V&-bindtmgsUnie der 
beiden Berührvmg^m^te zählt daher unter den 6 Doppeltangenten aus 
jedem zweifach und gehört mir Doppeltangenten-Congruenz der 0. 

Eine stationär berührende Tangentialebene aber schneidet in einer 
Curve, welche im Berührungspunkte einen Rückkehrpunkt hat, und 
berührt in zwei unendlich nahen Punkten der Kückkehrtangente. Der 
R (ick k ehr p unkt, der die Klasse auf 9 reducirt und durch den 3 un- 
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oüdlich nahe Tangenten gehen, die sich m dei Ruekkehitangente 
veremigen , sendet 6 anderwärts bemhiende Tangenten an die Curve. 
Folglich gehört die Rückkehriangetite deb l:>chntUs einm siahonm heiiihrm- 
den Tmigentialebme nicht zur Doppelta}igmtmt^Congnteu>i dei Flache ^. 

7 Wir teoileti swei singulare Punkte S/,, Si,' einer Cotigruens (2, i?) 

verhuiiäen oder nicht verbunden nennen, wenn Si,Su dm' Congraenz an- 
gehört und also den beiden singulärmi Kegeln gemeinsam ist, oder niclii. 
Im ersteren Falle unterscheiden -wir noch einfach wnd doppelt verbunden, 
je nadidem d-er Strahl ein einfacher oder doppelter Strahl der Gongriimz 
ist. Zur Abwechselung und um Collisionen zu vermeiden, werden wir 
„conjugirt" in gleicher Bedeutung wie „verbuuden" gebrauchen. 
Vermittelst einer Ebene durch S/,Si,' ergiebt sieh, daas 

h -{- h' <.n -{- \ , beztv. ^ n, 

wenn Sh und S/^' einfach oder nicht vei-bunden sind; hingegen ist 
h -\- h' ^ n -\- 2, wenn sie doppelt verbundm sind (Nr. 318). 

Wir können es dem Leser überlassen, zu ermittein, dass die 
Zahl der Paare nicht verbundener singularer Punkte (7 — «) (18 — «). 
uud die der Paare einfach verbundener (n + 2) (12 — n) ist. 

Zwei singulare Funkte, deren Grade beide grösser als 2 sind, shul 



Es seien 8h, Su nicht vei-bunden, so dass höchstens einer von 
ihnen einen höheren Grad als 2 hat und sein Kegel Doppelkanten 
enthält. 

Die Schnittcurve hh' ''" Ordnung von (S,,) uud (S/,') kanu die 
Bromifläche nur iu singuiären Puulrfeu treffen, weil die beiden Kegel- 
kanten, die nach einem Begegnungspunkt gehen, nicht unendlich nahe 
sind, also mindestens 3 Congruenzstrahien durch ihn laufen. Die Zahl 
dieser Punkte ist ^ . 4 . hh'. 

Wenn also Sh und & zwei nicht verbundene singulare Punkte sind, 
so gehen die beiden Kegel (S/,) tmd (S,,-) durch dieselben weiteren 2hh' 
singulären Punkte. Befindet sieh unter diesen gemeinsamen Punkten 
einer, der auf einer Doppelkante eines der beiden Kegel liegt, so ist 
er doppelt zu rechnen , weil er der Schnittcurve als Doppelpunltt 
angehört. 

Besonders interessant ist der Fall gleicher Ordnung beider Kegel, 
Also: 

Durch die sämmtlichen 6 singulS/ren Pmikte, duidi welche cm sin 
gulärer Kegel 3. Ordnung noch geht, geht auch jed& andete singulaie 
Kegel 2. Ordnung, dessen Spitze der des ersku nwht tiibiindfn ist 
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Von den j smgiäa}ai Funkien, welche in einer singulären Ebene, 
ausser dem ihr zugeltortgen, liegen, befindm sich swei in einer zweiten 
buigulmen Eiene, deren zugehöriger Funkt niekt su den 5 gekört oder 
dem dei etst&en Ebene weht verbunden ist. 

Oder m auderer Fassung; 

Zivei mclit %eihundene singulare Funlite 2., hezv). J. Grades luihen 8, 
besH 3 ihnen gemeinsam verlmitdene Punkte. 

Giebt es mehi als 2 singulare Punkte 2, Grades, von denen keine 
zwei veibundeu sind, so iiaben alle ihre Kegel dieselben 8 singulären 
Punkte gemein und die^e bilden eine Gruppe associirter Punkte;*) 
denu die Kegel gehören nicht zu demselben Büschel, weil soust dessen 
Grund cur ve eine singulare Linie sein wOrde. 

Bei dei t'ongruenz (2, 6)n, welche 4 Punkte S^ und 8 Punkte S^ 
hat, geht jeder (S^) durch alle 4 Punkte S^ und durch 4 andere 
Punkte jSg, schliesst also 3 Punkte S2 aus, die seiner Spitze nicht 
conjugirt sind. Folglich gehen deren 3 Kegel durch dieselben 8 
Punkte, wie der erste, und die 3 Punkte sind auch unter einander 
nicht conjugirt.**) 

Die 8 Ftmkte S^ einer Congruens (2, 6)n verfallen in 3 Grttppen 
von je 4 Pimkten, die wir als S^' und S^" unterseheidm tvollen. 

Die Funkte jeder Gruppe sind unier einander nickt verbunden, aber 
denen der andern Gruppe; aUe sind den S^ verbwnden. Oder, die 4 Kegel 
(S2") gehen durch die S^ mid die S2", die {S^") durch die 8^ und S^', 
Folglich bilden die S^ sowohl mU den S^', als mit den S^" eine Gruppe 
associirter Punkte. 

Es wird sich später zeigen, dass auch die 8 Punkte S^ für sich 
eine solche Gruppe bilden. 

Ebenso sind hei (2, 6)1 die i Ftmkte t% gegensdiig nicht verbunden: 
die 8 Punkte, durch welche ihre 4 Kegel gehen und die eine Gruppe 
associirter Funkte bilden, sind der S^, die 6 Punkte S^ und der iS,. 

Bei der Congruenz (2, 5) geht jeder (Sg) noch durch 3 andere S^ 
und schliesst 2 aus. Wie schon gefunden (Nr. 323) , liegen 3 von 
den jSg, welche S^' heissen mögen, in der Ebene (S/), die 3 andern, 
S3", in (S"); die 3 Punkte S^, die ein Kegel (8^') noch enthält, 
sind die 3 Punkte S^", denn die beiden Kanten, in denen er von (8,') 
geschnitten wird, gehen nach den in dieser Ebene befindlichen Punkten 
8^ und Si, welcher letztere der Spitze S^ verbunden ist. 



*).D. h. Bie Bind Giimdpunkte einoa Piachennetzes 2. Ordnung. 
•*) Denn zwei cnnjugirte 8^ haben, wie wii gleich (Nr. 329) sehen werden, 
nicht 8 gememsame conjugiite 
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Denmach hikUn hei (2, 5) mit S^ \md den S Punkten Sg sowohl 
8^ und die 3 Pimlte ö'j ', als cmcft S/' mtd die 3 Funkte 8^ eine 
Gruppe von 8 assocürten Tunläeii. 

Die analogen Sätze für {2, 2), (2, 3), (2, 4) werden wir später 
ableiten. 

8 Es sei l die VerMndwngslinie zweier nicht conjugirten singiilären 

Funkte 8h, 8/,'; untersiichen wir die ihr sugeliörige Fläche (l) und 
Curve \l\. Von (f) sondern sicli die beiden Kegel (Ss) und (iSj') ab; 
es verbleibt also eine Regelfläclie (l)' vom Grade 

w + 2 — h ~ h' = ni/,, !,; 

für welche l noch doppelte Leitgerade ist; zu ihr gehören als Er- 
zeugende von jedem der beiden Kegel zwei Kanten. Die Curve 1 1 \ 
zerfällt noch mehr: zunächst gehören zu ihr die 

!(;. - 1) (S - 2) + f (i' - 1) (!■ - 2) 

Doppelatrahlen aus 8/,, bezw, S;,-, ferner die Schnittcurve hh'"" Ord- 
nung der beiden Kegel ; drittens die beiden Schnittcurven von den 
Ordnungen hm/,, u — 2, ä'jk/,, k — 2, welche die Fläche {?}' mit den 
Kegeln, ausser den beiden je von der Spitze kommenden Erzeugenden, 
gemein hat; diese Curven gehen 2(Ä — 1)-, bezw. 2{A' — l)-mal durch 
die betreffende Spitze, denn z. B. die auf (S/,) befindliche von diesen 
beiden Curven schneidet eine Ebene durch l in den A()i — h — /[') 
Begegnungspunkten der h Kanten von (ßü) und der w — h — A' Er- 
zeugenden von (Q' in dieser Ebene. Es verbleibt von j^] noch eine 
Curve \l\ von der Ordnung \{mh^u — 1) (»»/,,).' — 2), welche durch 
die gegenseitigen Schnitte der eben erwähnten n — lt. — h' Erzeugen- 
den der (J)' in jeder Ebene durch l entsteht. Demnach begegnet sie 
der l in n — h — h' =^r — (h — 1) — (// — 1) Punkten; das ist also 
(vergl. Nr. 316) das redueirte r für diese Gerade. 

Diese Curve \l\' und, wie eben bemerkt, die Gerade l sind doppelt 
auf der Fläche {l)'\ aber eine Fläche von der Ordnung w*?,, ;,- kann 
höchstens eine Doppeleurve von der Ordnung ^(m*, k — 1) (m^, i; — 2) 
haben; folglieh muss die Fläche (/)' zerfallen.*) 

Wenn l zwei nicht conjugirte singulare Funkte S/,, & verbindet, so 
verfällt die Begelfläche {» + 2 — h — h'f" Ordnung, welche von den die 
l treffenden Congruennstrahlen (ausser den Kegeln (8^) und (S/,-)) ge- 

•) Und infolge dessen ancüi die beiden Curven von den Ordnungen hm^^^ ,^. - 2, 
bew, ft'M,,^,,. — 2 auf (S^), (Sj,y 
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bildet wird, in zwei Flächen (von nicht notliwendig gleicher Ordiimtg), 
von amen die eine von dem einen, die cmdere von dem zweiten der beiden 
von jedem Funkle von l ausgehenden Congnimsstra^üen ergetigt wird. 

In der That, weil l die Brennfläche, ausser in S/, und S/,; nicht 
mehr trifft, bieiljen diese beiden Strahlen fortwährend getrennt. 

Wenn ]i -^ h' = n oder = w — 1 ist, dann löst sich die Rest- 
fläche (ly auf in zwei Strahlenbttschel, deren Ebenen sich in l schnei- 
den, bezw. in eine Kegelschaar, zu deren Leitschaai- l gehört, und 
einen StraUenbiiechel, dessen Ebene durch l geht. Diese Ebenen sind 
Singular, 

Da von den Strahlen der beiden Strahlen hü schel im ersten Falle, 
des einen Strahlenbüschels im zweiten je ein Strahl durch S;, und 
8h' geht, so enthalten die Kegel (Ä,), (S;;) die Scheitel, bezw. den 
Scheitel. 

Wenn hei zwei nicht conjugirien Funicten St, S/,' die Summe A -j-A'^ra 
oder =n — 1 ist, so befinden sidt unter den 2hh' gemeinsamen con- 
jugirien 2, bezw. 1 Funkt S^; oder 3, besw. 1 singulare Ebene gehl 
durch die Gerade Si,Sh'. 

Im ersteren Falle sind die beiden S^ nicht verbunden, weil keiner 
in der Ebene des audem liegt. Umgekehrt haben wir schon Nr. 327 
gefunden, dass auf der Schnittlinie der Ebenen zweier nicht verbun- 
dener 8i zwei (beiden Terbundene) singulare Punkte S?,, Sh' liegen; 
dieselben sind nicht verbunden, weil die Schnittlinie nicht zur Con- 
gruenz gehören kann, da sonst durch jeden von ihren Punkten 3 
Strahlen derselben gingen. Die ihr zugehörige (J) muss, weil die von 
j5ä und Si,' verschiedenen Punkte der Schnittlinie durch die von ihnen 
ausgehenden Congnienz^trahlen nur die beiden Strahieubü schel (iS^) 
erfüllen, durch die K-egel (Äa), {S/ j vervollständigt werden, so daas 
h -\- h' =n 

Auf de) StJinittlmie det Ebenen gti^eier nicht verbundener 8^ liegen 
stets zwei nicht verbundene singulare Funkte, deren Grade n mr Summe 
haben. 

Wenn h + Ä' = », so ist die zu l^S^S/,' gehörige Curve j;|' 
von der Ordnung 0, aKo nicht voihanden; wenn aber h-^-h'^n—l 
(was w > 2 ertordeit), so ist -le cme Gerade: die Transversale in der 
einzigen smgulaien Ebene duich S/^S^ 

So gehen also durch eine nicht der Congruenz ungehörige Sn~iSi, 
z. B. S^Si* bei (2, 5), steta die Ebenen von zwei singulären Punkten 
8^, die wir S^ nennen Tollen — bei (2, 5) sind es S^' und 8^' — . 
Die vollständige Cuive |^|, die zu l^S^iS^ gehört, besteht aus den 
■|-(w — 2) (w ^ 3) Doppeistrahlen, welche ja alle durch S„.^i gehen 
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(Nr. 318), der Selmittcurve von (S„_i) und (Si) und den 2(« — 2) 
Transversalen in den beiden singularen Ebenen (S,); diese bilden die 
Curve von der Ordnung (hm^^u — ^)h^n — i,K^i auf dem Kegel 
ißn~i) ; die auf (ß-^ und die 1 1 \ sind nicbt vorhanden. 

Ein anderes interessantes Beispiel liefert der Fall zweier nicht 
verbundener, also der nämlichen Grvfppe ungehöriger 8^ hei der (2, 6)ii, 
etwa zweier i?/. Das Zerfallen der Reatfläche (l)' 4. Grades kann, da 
diese Oongruenz keine Strahl enbüscbel besitzt, nur in zwei Eogel- 
schaaren erfolgen. Die beiden auf den zwei (S/) gelegenen Curven 
6. Ordnung zerlegen sieh je in awei cubische ßaumcurvenj die j l \ ist 
ebenfalls eine cubische Raumcurve, der Schnitt der beiden Träger- 
flachen der Regekchaaren ausser der gemeinsamen Leitgeraden /, Die 
vollständige Curve \l\ 19. Ordnung setzt sich also aus der Itaunicurve 
4, Ordnung, in der sich die beiden Kegel (Sg') durchschneiden, und 
5 cubischen Raumcurven zusammen. 

Die vollständige Fläche (f) 8. Grades hat die 4 Punkte S4, zu 
vierfachen und die beiden übrigen 8^, sowie alle 8^' zu Doppel- 
punkten (Nr. 294); fär die beiden Kegel (_8^) zusammen sind die S^ 
und die 8^' doppelt, also müssen die Trägerfächen der Regeischaaren, 
da keine von ihnen einen Doppelpunkt enthalten kann, beide durch 
alle Si, die beiden übrigen S/ gehen; sie gehen aber auch durch die 
gegebenen S^, weil diese auf der gemeinsamen l liegen. 

Wir haben so zwei zur Oongruenz (2, 6)n gehörige Regeischaaren 
erhalten, deren Trägerflächen sich in dem Netze befinden, das die 8^ 
und 8^ zu Grundpunkten hat (Nr. 327). 

Jm Ganzen ergehen sich auf diese Weise M der Congnienz (2, 6)]i 
angehÖrige Begelschaaren, von denen 12 durch die S^ und S^' und 12 
durch die 84, wid 8^" gehen. 

9 Die beiden singulären Punhte 81, und Si' seien nun einfach ver- 

hunäen, d. h. liegen auf demselben einfachen Congruenzstrahl g; die 
Kegel (S/,) und (S;,') durchschneiden sich, ausser in g, in einer Curve 
Qih' — 1)**' Ordnung, welche {h — l)-mal durch Sa, Qi — l)-mal 
durch 5^/,' geht. 

In jedem einzelnen Falle läsat sich die Zahl der auf dieser Curve 
gelegenen weiteren singulären Punkte leicht ermitteln; aber wegen 
der etwaigen Doppelkanten lässt sich ein allgemeiner Satz nicht gut 
aussprechen. Wir begnügen uns deshalb mit dem Falle U = h. 

Auf einem (Sj) liegen alle singulären Punkte von höherem Grade 
als 1, und zwar auf einfachen Kanten, ausser dem S„^i. Demnach 
sind zwei 8^ immer einfach verbunden , mit Ausnahme der beiden 5g 
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einer Cougruenz (2, 4), welche durch einen Doppelstrahl verbunden 
sind; der eine ist ja als S^^i anzusehen, 

Ist also K>4, 80 ist die Schnittcurve zweier (S3) 8"*' Ordnung, 
geht durch jede der beiden Spiti^en zweimal, durch den Sa~i vieruiivl; 
also schneidet sie ^ ausserdem noch in 8 singulären Punkten. Neh- 
men wir Sn—i wieder dazu, so haben wir: 

Zu'ei Kegel (Sg) einer Congruenz (2, n), deren w> 4, liaben unter 
den weiteren singttlären Punhlen, durch welche sie hesw. noch gehen, 
9 gemeinsame; m diesen gehören der S^-i, alle andern S^, alle iSg- 

Die beiden (S^) einer {2, 4), welche den Doppelstrahl der Con- 
gruena gemeinsam haben, gelten zugleich durch dieselben 

^(5 . 4 — 2 . 2 — 2 . 2) = 6 

sinqularen Fimlte: die 6 Fioikte H.. Die 6 Puiihte Nj vertbedeii siih 
in je dreien auf sie. 

Zuei Kegel {8^, deren Spitzen (durch eine» Congruenssfrald) ver- 
bunden tind haben i weitere gemeinsame singulare Punkte. 

Oder Zuez oeihundene S^ Mheii i und nur 4 gemeinsam verbundene 
smgulate Punkte 

Zwei Ebenen {S-^, deren zugehörige Si vm-bunden sind, enthalten 
lernen, uedefcn gemeinsamen singulären PunU; derselbe müssfce ja auch 
auf dei Schnittlinie liegen, welche schon die beiden S^ enthält. 

Aho sind zwei Punkte jS,, welclie demselben singulären Punkte ver- 
bunden bind, folglich auf dessen Kegel liegen, unter einander nic^t 
te) blinden 

Die Re%tflache (g)' ist hier ebenfalls von der Ordnung »W/,, i-, aber 
sie hat g ^ Ä,& nur zur einfachen Leitgeraden. 

Die Ourve \g\, wegen der Absonderung der g nur noch von der 
Ordnung ^n(n + 1) — 3, zerfällt in die Doppelstrahlen aus S/t und /SV, 
die Schnittcurve (hh' — l)**^' Ordnung der beiden Kegel, eine Curvc 
(A»»A, k' — 2)*^'' Ordnung auf (Si), eine von der Ordaung h'mi,, k — 2 
auf (Su) und eine Curve \g\ von der Ordnung -^{w;,, ,,■ — 1) (»**, ;,■ — 2), 
welche auf {(/)' doppelt ist und der Geraden g nicht begegnet; denn 
jede Ebene durch g enthält )»?,, i' — 1 Erzeugende von (g)'. 

Unsere jetzige Restfläche (g)' kann zerfallen, braucht es aber nicht; 
sie thut es, wenn die beiden Kegel einen oder mehrere S^ gemein 
haben; denn dann gehört der Strahlenbüschel aus einem solchen S-^ 
zur (g)'. Zwei S^ z. E. der (2, 5) haben den S^ zum gemeinsamen 
conjugirten und sind unter einander conjugirt; ihre Verbindungslinie 
ist eine der Transversalen in (8^''''). 

Allgemein geht durch eine Gerade SnSic, bei der h -\- K =^-- n ^ i 
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und die dann Mr Congruenz gehören muss (Nr. 327), stets eine singu- 
lare Ebene, auf welche die Restfiäche {g)' sich redueirt, und die Gerade 
ist dann Transversale für diese Ebene. Dem aubsumirt sich der eben 
erwähnte Fall bei (2, 5) und der allgemeine Fall einer S„—iS^. 

Bei der (2, 6)n ist jede 8^82' Congruenzstrahl ; Itestfläche ((/)' ist 
eine Regelschaar, von der man wiederum leicht findet, dase sie dem 
Netze {4^84,, 4^3') angehört. 

Wir ^kalten in den beiden Netsien (iS^, 48^') und (48^, 4Äg") 
bei einer (2, 6)11 m den obigen Begelscliaaren noch je W loeitere, die 
gans der üongniens angehören, so dass wir auf diese Weise schon 56 
der Congi'ueuz (2 , 6)n vollständig aagehörige Regeischaaren kentieu, 
oder, mit Einschluss der 8 Kegel (Sg), 64. 

Siud endlich S/, und Si; durch einen Doppelstrahl d der Oon- 
gruenz verbunden, so ist h -^-h' ^ n -^ 2] die üestfläche ist nicht 
vorhanden. Die Curve |(ili besteht aus den weiteren Doppelstrahlen, 
die aus Sh und Sk kommen, und dem Restschnitto (Jth' — 4)'"' Ord- 
nung der beiden Kegel. 

III. 

3i50 Wir siud im Voraugehendeo , insbesondere bei der (2, 6))i, au 

einzelnen der Congruenz augehörigen Kegelschaaren gelangt. 

Zu Systemen von Regeischaaren, welche die ganze Congruenz er- 
füllen, gelangen wir mit Hilfe von Leitgeraden (, welche in einer singn- 
lären Ebene 6 durch einen singuläreu Punkt Sj von solchem Grade 
gehen, dass, nach Absonderung des Strahl enbüschels (ff) und des 
Kegels (iSi), von der Regelfläehe (l) nur noch eine ] 
bleibt; also muss / = — 1 

Singulare Pu kt Ä _ b t H C ^ 

Im I ) 



Art; und bei alle m t A 
destens eine singular Eb 

Für alle Cong *e «e* ( ) 
wir auf diese We ':^j te 1 ^i 
orßilen. 

Ein solches by t R g 

erstens eine gewis 4. hl n 
flächen zu Kegeln g t t < 
gehörigen Leitsehaa n t '. 

Anzahl von Sl^ahl b / l Paa 

Eine conisch K g 1 h 
Strahl l des Büseh 1 (S _ ) 1 
dann wird die Ke 1 1 dl 



n (2, m) erster 
i t lureh Sn—i miu- 



( i i 



Pjl 1 



ftr (2, 7), fmdm 
n Q, welche sie 



II th It m allgemeinen, 

bclie lieg l / m (deren Träger- 

11 1 1 o mit den zu- 

1 b u) d w t s eine gewisse 

g 1 1 I der bewegliehe 

h ) h dlichcn B^ geht; 

' 1 ( ) 
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Ein StrahlenbÜ8cliel-Paar aber ergiebt sich, wenn der genannte 
Strahl durch einen von dem Sj des singulären Büschels in e ver- 
schiedenen, aber auch in ö gelegenen Punkt Si, der Ä/ beisse, geht; 
dann sondert sieb von der Regelschaar der von 5/ ausgehende Con- 
gruenz-Strablenbüschel (j5j', s') ab; der zweite StrabJenbüschel, der 
mit dem ersten einen Strahl gemeinsam haben muas (Nr. 10), liegt, 
weil seine Strahlen alle die l^^^Sa^lS^' (und zwar in verschiedenen 
Punkten) treffen müssen — sie sind die zweiten Congruenzstrahlen 
aus den Punkten von l —, in einer Ebene b" durch S„-^i.8^\ der S" 
ist also dem S„_i verbunden, da ff" durcb iS,^i geht. 

Die Scheitel (und die Ebenen) zweier Büschel eines Paares sind 
verbunden. 

In ö ist nur der zugehörige 8^ dem Sn—i verbunden; die übrigen 
n — 2 dem S„_i verbundenen Punkte in 6 sind die n — 2 Punkte S.^ 
dieser Ebene (Nr. 323 und 325). 

Jeder Strahl *; der Congruenz gehört derjenigen Regelschaar des 
Systems an, welche den von y getroffenen Strahl von (ßn—i., ö) zur 
Leitgeraden hat. 

Wegen der beiden Gradzahlen der Congruenz, gehen von den 
Trägerfläcken f der Begelschaaren p des Systems 2 durch jeden Pimht 
'ind n berüJiren jede Ehene. 

Diese Fläclien, welche also nicht demselben Büschel angehören, 331 
befinden sich in demselben Netse, dessen Grunäpunkte sümmtlich singulare 
Funlde sind. 

Ersichtlich gehört der Scheitel 8,^1 unseres Büschels (Ä^i, ff) 
au denselben; und die durch S^-i gehenden Erzeugenden der ver- 
schiedeneu Regelschaareu p erfüllen den Kegel (iS,^i), 

Ein zweiter Grundpunkt ist der zu ff gehörige l5^; in der That, 
wir fanden (Nr. 325), dass, wenn um eine Gerade l von ff eine Ebene 
gedreht wird, die n Congruenz strahlen derselben beim Durchgange 
durch 3 in die n — 2 Transversalen nnd 2 Strahlen von (Sj, ff) über- 
gehen; jene und einer von diesen gehören zu (Sa—i), denn jene ver- 
binden den 5*11—1 niit den « — 2 Punkten S^ der ff, diese aber gehen 
nach den Schnitten der l mit dem Kegelschnitt in ff, längs dessen sie 
die ^ berührt und auf dem alle 6 singulären Punkte von ff liegen 
(Nr. 325); einer dieser Schnitte ist S^—i, weil in unserm Falle l ein 
Strahl von (jS„_i, ff) ist. Der zweite Strahl von (S^, ö) verbleibt bei 
der zu l gehörigen Regelschaar; mithin enthält jede der Sehaaren p 
einen Strahl von (3i, ff) nnd S, liegt auf allen f. 

Bemerken wir dabei, dass ff gemeinsame Berührungs ebene aller f ist. 
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Da S^-i in e Hegt, ao liegen (Nr. 323) uUe ^« — y) (n — 3) 
Punkte S.^ — d. h, bei (2, 4) der eine iS^, welcher uiclit als Sn—i ge- 
nommen ist — ausserhalb U; die Kegel (Sg) gehen alle durch jS„_i 
und werden, weil S^8„—i doppelte Kante ist, von jedem l des Büschels 
(Sa^i, ff) noch auf einer Kaute getroffen; diese Kante gelangt dadurch 
in die zu l gehörige Regelsehaar pj also gehören alle -^(js — 2)(« — 3) 
Punkte S3 zu den Grundpunkten des Netzes. 

Jeder Kegel (Sg) , dessen Spitze nicht in e liegt oder nicht 
dem i^i verbunden ist, wird, ausser in Sn~s, der auf allen {S^) liegt, 
noch einmal von l getroffen und liefert eine von seineu Kanten als 
Erzeugende zur p. Die Zahl aller Punkte S^ ist (n — 2) (7 ~ n) 
(Nr. 319), n — 2 hegen in e, also (« ^ 2) (6 — n) ausserhalb. So- 
mit haben wir (n — 2) (6 — )*) weitere Grundpunkfce des Netzes. 

Endlich jeder 5j, der weder in e liegt, noch seine Ebene durch 
8,^1 schickt, also von (S„— 1) ausgeschlossen ist, liefert einen Strahl 
seines Büschels zu jeder p und seine Ebene berührt die Trägerfl'äche f. 
Die Zahl der von (S„_i) ausgeschlossenen S^ ist ^(6 — n) (7 — n) 
(Nr. 322); von den 7 — » in befindlichen S^ (Nr. 323) liegt uur 
einer auf (S„_i), der e zugehörige (Nr. 330); 6 — ti sind ausgeschlossen; 
folglich giebt es ^(5 — n) (6 — n) Punkte S^, die weder auf ff, noch 
auf (ßa—i) liegen. Dies sind weitere Grundpunkte des Netzes, und 
nun haben wir alle; denn 
l+l+i(«-2)(»-3) + (»^2)(e~,.) + .U5-..)(0-«)-8- 

Also haben die Flächen f in der That 8 Punkte gemeiu und ge- 
lioren einem Netze an. 

Wir haben im Beweise auch gefunden, dass diese Flächen^ f 
1 + Kö — »)(b — ») 
singulare Ebenen ah ijemeinsanu, Taiu/cnfialebencn Jwhen , so lanye 
« > 2 ist. 

Bei (2, 2) kommt namlieh zu den 7 1 augentialebenen noch als 
achte (assoeiirfce) die smguUiß Ebene hinzu, welche dem als jS„_i be- 
trachteten 8^ angehoit, so dasa m diesem Falle — wie auch noth- 
wendig, da die&e Congrueuz in sich dual ist — die Flächen f ein in 
sjcÄ duales {ttieht lineares) System m%t S gonemsmncji PnnJJen und 8 
gemeinsamst Bemhrungs^enen Mdm 

Jede srnguläte Ebene a, welche durch den (odet emen) Sn—i einer 
Ckmgrimiz (2, n) crstei Aj t geht, fuhrt gu emer Gruppe von 8 associirten 
Funkien. Dieselbe hcbteht aus dem S^^i, dem der a zugehörigen Sj, 
aUen 8-^, allen rncfit in s befindlichen 8^ wid allen wedci in 'iioch auf 
(S^—i) liegenden S,, 
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Äho alle singulaien Punkte vof loie n G de Is jel« e Je 
Gruppe an 

Äusseilmlh der Omppe s'md daher \Q — nmt Jensit/tl eiPtnllen 
namliüi die n — 2 Pmilte S^ in ö, he Sc} tel der m Sjstet e heft ? 
heften Kegel, feine) Q — n weitere Pi Ite S tn a d le £ — i usser 
Italb die auf (6 _i) Imjen; je et-ter vot jeie l er m lese 

lüden die Scheitel dei b — n Str Jle li^cl J P a e Pejels In 

bilbleiiH *) 

Die Congruens (2, 7) Imt, wm gesagt l btqtl re Ei d 

also audh Jceine solche Grti^e. 

Bei (2, 6)i und (2, 5) gehen du cl 1 ii e z S l lezy 

2 singulare Ebenen 6 ; wir geiano^n <J z 1 *- r 1 1 ^ " * 
Punkte: 

Sr„ 6 6;, s„ 
bezTV. den 2 Gruppen: 

S^, 3^3, 3S3', 5," und S„ 3Sa, ZS^', S/, 
welche wir schon in Nr. 327 ermittelt haben. 

Bä (2, 4} besteht eine Gnippe assocnrter Punkte aus den leiden S^, 
4 Punkten S^ ^^^ ^ Punkten S^; von den beiden letzteren ist der 
eine demjenigen Sg, den wir una als S^-i denkeu, verbunden und der 
zur Ebene e zugehörige, der andere ist weder ihm, noch dem Ä_i 
verbunden, also weil jeder S^ einem der beiden S^ (und nur einem) 
verbunden iat, dem andern S^ verbunden. 

Jedem Sg sind 3 Punkte S^ verbunden und, weil demselben S^ 
verbunden, unter einander nicht verbunden {Nr. 329); "also hat jeder 
Si 2 ihm nicht verbundene Sj, die demselben S^ verbunden sind als er. 
Er hat im ganzen 3 ihm nicht verbundene, folglieh muas der dritte 
dem andern S^ verhunden sein. Demnach giebt es bei (2, 4) mcderlei 
Paare nicht verbundener S^, erst&iis soldte, hei denen beide Punkte den- 
selben Sg, sweitens solche, lei denen sie verschiedenen 8^ verjnmd&ii sind. 
Auf der Sdmittlinie der Ebenen emes Paares nicht verbimdmter S^ liegen 
2 Punkte, die ihnen gemeinsam verbunden sind and deren Ä + Ä' = 4 
(Nr. 328)-, im er^eren Falle also an S^ und ein 8^, im swäten 2 
Pii/tücte 8^. 

Jeder S, gehört su stvei Paarm der ersten, su einem der sweÜen Art. 



"') Von den Charakferistilieii-foi'ineln 3) ilei' Ni'. 20 leliren diö erste i 
diitta, wenn u = 2, q = n, ip t= 0, '/i = 6 — n eingesetzt werden, dass v = 
die aweite zeigt dann, das« die n — 2 Kegel doppolt ku rechnen sind. 
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Die beiden Punkte S,, dte ücä jk einer Gttippe obsocittfei Punkte 
befinden, hüdeti ein Paar der zweiten Ait, die 4 Funkte S^ der Gritppe 
sind die 4, nelclie aussetlialb de> Sümittlime der Bhenen det hetdeti % 
liegen, und, weil jede von diesen Ebenen nui diese zwei S enthilt 
(Nr. 324), auch ausserhalb beidei Ebenen ^ ei! min nun he ( 
Punkte Äi in cS solche Paaie zweiter Art /eirallcu 1 anu bo 1 nneu 
wir 3 Gruppen assocurter Punkte auf die angegebene A\Lisf aua den 
14 singulären Punkten einer (2, 4) bilden. 

Bei (2, 3) iesieht eine Gnippe assoeiirtei- Punkte am d Pt iikten S 
und 4 Punkten 8^. Zum Netze gehört der Kegel (S^) aus dem fünften 
Punkte S^, weichet der zweite Ä^ in der Ebene ö i&t neben demjenigen 
der als S„„i angesehen wird und in der Gruppe sich behndet also 
sind die 4 Punlfe S^ det Gruppe die 4 Punkte S^, nelelie diesmn finften 
iSa verbunden sind, weil auf dessen Kegel gelegen So erkennen wii 
daas wir auf die oben beschriebene Weise zu 5 Gruppen aisjciiiter 
Punkte gelangen 

Die Betrachtung der (2, 2), bei welcher die Verhältnisse etwis 
verwickelter sind, verschieben wir noch. 

Bei den Congriiensen (2, 6)i, (2, 5), (2, 4) (2, 3) gelangen un 
durch unse>- Verfaiiren zu 1, 3, 3, 5 Gruben asaociirter Piinlte, die aus 
singulären, Pttnkten gebildet sind; das Sets einet solchen Gmp^ enthalt 
oo' Flächen, deren eine Begelschaaren ganz ^ir Cottgruenis gehören AVir 
wollen aber doch hier schon bemerken, dass damit, ausser bei (2, t))i, 
die aus den singulären Punkten zu bildenden Gruppen assocurter 
Punkte noch nicht erschöpft sind; vielmehr haben die Congruenzen 
(2, ö), (2, 4), (2, 3) bezw. 3, 0, 15 und (2, 2) hat sogar 30 solche 
Gruppen. 

333 W^&rend bei (2, 6)i und (2, 5) mtr die singulare Ebene 0, von der 

ausgegangen wurde, — bei (2, 6)i die einzige überhaupt vorhandene — 
gemeinsame Berühnmgsebene der sämmtlieken Flächen f eiites Systetns 
ist, Icommm (Nr. 331) bei (2, 4), (2, 3"), (2, 2) noch besw. 1, 3, 7 weitere 
gemeinsame Tangenttaldienen htnm In jeder dieser Ebenen hat jede 
Schaar q des Sjstems eine Ei zeugende, welche sich um den zu- 
gehörigen Äj dreht; abei auch von der Leitschaar fällt in die Ebene 
eine Gerade. 

Wir wollen nun zeigen, dass in jeder dieser weiteren geineinsamen 
Beruhrungsebmen ß', ausser dem ungehörigen S/, noch ein u/nd nur ein 
Ftmkt aus der Gnippe associirt&- PztnJdc, welche mis (8a-i, ö) ab- 
geleitet ist, sich beßndet und dbenfalls {n ~ 1)"™ Grades ist, weshalb er 
S^i heissen soll; so dass der Büschel (S„'_i, o') analog zu (''^„-i, e) ist. 
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In der That, bei (2, 4) und (2, 3) sind die 8^, zu denen diese 
e' gehören, alle weder in 6, noch auf {ySa_i) gelegen. Es sei e' eine 
dieser Ebenen und 8^ der zugehörige Punkt, der also dem S,, der 
zur e gehört, nicht verbunden ist. Mithin liegen auf as' zwei sin- 
gulare Punkte, deren Gradsumnie n ist. Bei (2, 4} sei nun 8.^ der 
als (S„_i gewählte, 8^ der andere; 8^ ist niulit 8^ verbunden, folglich 
&V) durch den also ff" geht; und auf So' liegt keiner der 8^, sondern 
2 Punkte Sg, so dass 8^ und S/ ein Paar der zweiten Art bilden. 
Der Kegel (S^) trifft den Kegelschnitt (e'), längs dessen ö' die ^ 
tangirt und der alle in e" gelegenen singulären Punkte enthält, nur 
in solchen; in S^', der auf (ySg) doppelt liegt, trifft er ihn zweimal, in 
Sl, der nicht auf (S^) Hegt, nicht, also in den 4 -übrigen Punkten; 
das sind die beiden 8^ auf atf und zwei Punkte Sj; da diese auf 
(Sg) E= (jS«_i) liegen, so gehören sie nicht zur Gruppe; denn zu dieser 
gehören, ausser dem iS\ der ß, nur solche S^, die nicht zu 8,i—i cou- 
jugirt sind. Auch für die beiden Sj gilt dies, weil sie in e Hegen, und 
nur die ausserhalb ö befindlichen S^ zur Gruppe gehören. Folglich 
befinden sich von den 6 Punkten der a' nur 5/ und S/ in der Gruppe, 
letzterer ist der S^—y. 

Bei (2, 3) liegen auf aa ein 8^ und ein S^, der S^' heisse. Der 
Kegel (jS^) ^ (iSn—i) geht durch jenen 8^, weil überhaupt durch alle 
4 übrigen 8^, und durch (den zu 6 gehörigen) 8^, weil ff durch 
S^ ^ 8a— 1 geht; damit haben wir seine Kanten in 6; er geht also 
nicht durch 8". Er geht auch nicht durch 8^, da dieser als (ausser- 
halb ff gelegener) S^ der Gruppe nicht auf (S^—i) liegen darf; also 
sind seine Schnitte mit dem Kegelschnitte in ff' die beiden 8^ in ff", 
von denen der eine auf öö' liegt, und die beiden weiteren Sj, die in 
e' sich befinden, ausser 8^ und 8". Mithin gehören diese, weil auf 
{ßa—i} gelegen, nicht zur Gruppe, ferner auch nicht 8" und der eine 
ySg, weil diese in 6 liegen, 8^' aber nicht ö zugehört; also zur Gruppe 
gehören in e' nur 8^ und der zweite 8^, letzterei' ist mithin der ge- 
suchte S„'_i. 

Endlich bei (2, 2) sei erstens S,' einer der 6 Punkte iSj, die 
weder in ff, noch in der Ebene von 8^ 7^ 8„_^i, der hier mit 8^ be- 
aeichnet werde, liegen, und e' seine Kugehörige Ebene. Von den in 
6 befindlichen Punkten liegen auf der Ebene iß^) nur der /S^ (von ff) 
und iS^"; also sind die beiden auf ff ff' gelegenen Punkte zwei andere^ 
da ff' nicht durch jene geht; denn Sj' liegt weder auf ff, noch auf 
ißi^i). Demnach achneidet der Kegel (S,^i) den in e" befindlichen 
Kegelschnitt in zwei andern Punkten; es bleiben also von den 6 
Punktej] in ff' nur noch 8^ und ein anderer, als Sn—i aufzufassender 
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übrig, die weder in e, noch auf (S„„i) Hegen, also zm- Gruppe 
gehören. 

Zweitens gehört aber hier aucili die Ebene (i5„_i) r : (S^"') zu den 
gemeinsamen Tangentialebenen e'. In ilir liegen von der Gruppe ä/ 
und Sj; ihre 4 übrigen Punkte gehören nicht zur Gruppe, weil sie 
ausserhalb ö, aber auf (S„_i) liegen, was bei ausserhalb ff liegenden 
iSj der Gruppe nicht der Fall sein darf. Den Sj haben wir als den 
Sä—i in dieser Ebene u' ^ (S^'*) aufzufassen. 

Mithin ist der obige Satz nun für alle Fälle dargethan. 

334 Jede der Regelschaarcn q hat eine durch »S„'_i gehende Erzeugende, 

die zum Kegel (Sä—i) gebort (der auch bei (2, 2), wo er Ebene wird, 
von </, zu welcher jSj' gehört, verschieden ist); in ö', welche die 
Trägerfläche berührt, muss sich also eine Leitgerade l' der p befinden 
und demnach die eben erwähnte Erzeugende im Punkte S^i treffen, 
also zum Büschel (S^i, ß') gehören. Mithin: 

ÄUe StraMen einer der 3 Oongrumeen (2, 4), (2, 3), (2, 2), ivelcke 
einen Strahl l des Büschels (Sa—t, o) treffen, ohne jedoch mit S^—x oder 
m incidiren, treffen in jedem der 1, 3, 7 Büschel (^„Li, a') einen und 
dmselien Strahl T. 

Weil l eindeutig die Regeischaar p und diese eindeutig die Leit- 
gerade X bestimmt, und umgekehrt l' ebenso eindeutig die l, so wer- 
den die 2, 4, 8 Straiilenhilschel {S„—i, ö) und (Sä—i, ff') projecUv auf 



Bei (2, 4) und (2, 3), wo die S^—i und S^i von höherem Grade 
als 1 sind, liegt jeder der Sä-\ ausserhalb der Ebene ff; also haben 
((S„_i, ö) und (S^_i, </) keinen Strahl gemein und bei (2, 3), wo wir 
mehrere {S^i, ff') haben, gilt dies auch für je zwei von denselben. 
Mithin haben wir 2, bezw. 4 projective Strahlenbüschel ohne gemein- 
samen Strahl. Zwei solche Büschel führen durch die Strahlen, welche 
sich auf zwei entsprechende Strahlen stützen, zu einem tetraedralen 
Complese (Nr. 257), in dem also auch die Congruenz enthalten ist. 

Da nun auch bei (2, 4) durch jeden der beiden S^ mehrere sin- 
gulare Ebenen gehen, so haben wir: 

Eine Congruenz (2,4) odei- (2, 3) befindet ■ sich stets in mehreren 
tetraedralen Complexen. 

Die Ecken des Tetraeders sind die Seheitel der beiden Strahlen- 
büschel, 2 Pimkte 8^ hesw. S^ und die beiden singulären Punkte auf 
der Schnittlinie der Ebenen, 2 Funkte S^ hei (2, 4), ein S^ tmd ein Sj 
bei (2, 3). Denn wenn l in (S„_i, ff) durch einen dieser Punkte geht, 
so thut es auch T in (S,l^,, ff'), da, wenn es sich um einen S^ handelt, 
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sie beide zu dem eingulären Kegel (Sj) aus dem Punkte gehören, in 
dessen Kantenschaar sich Regel- und Leitachaar vereinigt haben; wenn 
es aber ein S^ ist, so geht der Stralilenbüschel aus ihm selbst, weil 
S^ auf ö' liegt, nach iS,', dem zu o' gehörigen Punkte, und Ä„'_i muss 
in der Ebene des zweiten Büschels liegen, der mit dem Bilschel (äJ 
die i^Sn^iiSi treffeude Regelschaar zusammensetzt; zur Leitscbaar 
gehört (Nr. 10) also der Büschel um S-, in dieser Ebene und mit 
ihm die Gerade S^^iiS, als l'. 

Biese heidm lenkte auf der SchnHÜinie ff ff' sind einander nicht 
verhunden, weil sie gemeinsam zwei nicht conjugirteu Punkten S^, den 
zu e und ^ gehörigen, verbunden sind (Nr. 328). 

Die Zähl der tetraedralen Complexe, die durch die Congruenz 
gehen, soll erst später bestimmt werden. 

Die Geraden, welche entsprechende Strahleu von 3 projeetiven 
Strahlenbüscheln schneiden, bilden eine Congruenz. 

Nehmen wir daher bei (2, 3) drei von den 4 projeetiven Strahlen- 335 
büscheln, so gelangen wir zu einer einfachen Erzeugung dieser Con- 
gruenz. 

Die 3 Büschel seien {8^, a), {S^', ff'), (S^", a ) Aut dei Schnitt 
linie ffff' liegt, wie wir eben bemerkten, ein S^ — dti S * hei«se — , 
welcher nicht zur Gruppe associirter Punkte geholt, deini alle in dei 
selben befindlichen 8^, ausser 8^ ^ Sn—i, Hegen ausseihalb e, also 
ist Sg* der fünfte Punkt 8^, die Spitze der einzigen tonisehen Regel 
schaar im zugehörigen Regelschaar- Systeme. 8* muss dabei ebenso 
auf öff", überhaupt auf allen 6 Schnittlinien der -i Ebenen ff hegen, 
diese conische Regelschaar hat den Strahl l des Büschels {B^, ff) nach 
8^ zur Leitgeraden und die von iS/, S/' nach demselben Punkte 
gehenden ebenfalls dieser Regel- und Leitachaar zugehörigen Geraden 
sind also die entsprechenden X, l". 

Die Congruens (2, 3) Icann demnach durch dm Inhegriff aller Ge- 
raden erseitgt werden, welche den homologen 8iraklen von 3 projeetiven 
8trahlenbüscheln mgleich begegnen, wofern diese Büschel die besondere 
Eigenschaft Mben, dass einmal drei entsprechende 8trahlen in einen 
Funkt gusajnmenlaufen. 

Die Tetraeder der tetraedralen Complexe, welche zu 2 Paaren 
von den 3 Büscheln, etwa zu {S„ ff), (S;, e') und (S^, ff), (Ä/', ff") 
gehören, haben 2 Ecken 82, S^* und eine Ebene ff gemein; daher 
sondern sich vom Durchschnitte (4, 4) der Complexe zwei Bündel und 
ein Feld ab, und es bleibt eine Congruenz (2, 3). 

Eine Ebene schneidet die 3 projeetiven Strahlenbüschel in 3 pro- 
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jectiveu Punktieihen, bei weleheu, wie bekannt, es dreimal vorkommt, 
diss 3 bomcloge Punkte m geiadei Lmie liegen. 

Ebenso kommt es bei den 3 piojectiven Ebenenbüscheln, welche 
die 3 hti ahlenb lisch el auh einem Punkte projiciren, dreimal vor, dass 
entsprechende Ebenen in eme Gerade zusammenlaufen; darunter he- 
huden sich in nnseim Falle mch die Ebenen, welche nach den 3 in 
einen Punkt zusammenlaufenden homologen Strahlen gehen; der ge- 
meinsame istiahl von diesen geholt nicht zur erzeugten Congruenz. 

Haben also die 5 ptojeoUven Stiolilmbüschel nicht die erwähmte 
be-iondete Etgenbcltaft , bo isi audi die Ordnung der Congnmts 3, wnd 
diese in sich dual'*) 

üb Bei der Congruenz {2, 2) eifordeit der Umstand, dasa alle singu- 

lären Punkte vom 1. Grade sind, — weshalb der Zeiger 1 ilbei-flüssig 
wird — eine genauere Bezeichnung, Den S„_i wollen wir mit S 
bezeichnenj seine Ebene, welche nach Nr. 331, zu den 7 weiteren u' 
gehört, mit ff; S sei der zugehörige Punkt der (durch S gehenden) 
Ebene ff, 8' einer der 6 weiteren Punkte, ausser S und S, der Gruppe 
aasoeiirter Punkte, die sich aus (S, ff) ergiebt, ff' seine Ebene, S' der 
einzige weitere Punkt der Gruppe in ff', ausser S', (Nr, 333) und e' 
seine Ebene. Weil 6 durch S geht, so liegt S in e und ist der 
zweite Punkt der Gruppe in s, ebenso S' derjenige in fl'. Dem- 
nach sind 

(S, ff), {S, ff); (§', ff"), (S', ffO 

4 von den 8 Büscheln, welche wir in diesem Falle haben (Nr. 334), msw? 
sie Ulden S Paare: die beid&i Büscfiel eines Paares haben zwei ver- 
iundene singulare Punkte nu Scheiteln und die sugehörigen Ebenen — 
die man auch verbunden oder conjugirt nennen kann, weil (2, 2) in 
sich dual ist — su Ebenen, so jedoch, dabs die Eheiu. jedes der beiden 
Büschel 0um Scheitel des andern gekört. Diese Büschel gehören nicht 
zur Congruenz. 

Während man zwei Büschel, wie (S, ff) und (S, ff), die zur Con- 
gruenz gehören und verbundene Scheitel (und Ebenen) haben, passend 
verbundene oder conjttgirte Büschel nennen kann , wollen wir zwei 
Büschel der obigen Art, also wie {S, e), {S, ff), verschlungene i 



*) Roccella, Sugli etiti geometrioi dello spazio di rette etc. (Piazza Arme- 
rina, 1882); Hii'st, ReGdiconti del Circolo matematico di Palermo Ed. 1 S. C4 
und ProeeediugB of the London Matbematical Society ßd. 16 S. 232. 
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uenneii. In dem einpn wie dem andern Falle haben die beiden ßil 
schei einen Strahl gerne n und fa'ist man das eine Paar als aus 
geartete Regelsehaar luf ao ist das andere die zugel oiige Leitschaar 

Also unsere obigen 4 Biachel die zu Giuppe Tssocmtei Pi nLte 
gehören, bilden 2 Piaie veischlingenei Bdscbel unl dasselbe p,ilt 1 i 
die 4 übrigen Büeehel 

Die Congrumz (2 2) macht jtden hittclel üessen bthetel eitei 
Hirer 16 singtäar&i Fufjtte und dessen Ehme eine det 5 durch ihn 
gehenden f aber ihm mcM gugehongen stngukoen Ebenen isi mi 7 ahn 
licfien Büscheln projectio dera>üg dass alle Shahlen det Coni/}uene, 
welche einen Strahl eines de) Ei seid tieffen atuil den 7 entspeclhendßn 
legegnm. 

Die 8 Strahlenb tscl d itld^i 4. Taaie tetschlunjetm Bfbcfel 

Greift man 2 Büschel heraus die nicht au einem Paaie gehören 
so sehen wir, dass auch (' 2) sicIt in einet gewisben — spater zu et 
mittelnden — Zahl ton tetraeäräit Complexen befindet 

Zwei verschlungene aber von den h Str-ihlenb tisch ein haben einen 
Sti'ahl gemeinsam; es folgt unmittelbar aus dem Entstehen entspiethen 
der Strahlen in diesen projectiven Büscheln dass ei i 1 atlbsl ei t 
spricht. Also : 

Jede Oongriienz {2 2] lefindit sicJ in eneni bt tlletgetinie 

Das ergiebt sich freilich schon dari s dass das ili zugehoiige 
Nullsystem ein gemeines ist w=ß^l ji = r = « — 2^Ü (Nr 2S9 
312), und die Congruenz also in dem mit demselben verbundenen 
Gewinde liegt. 

Es ist natürlich der einzige lineare Complex, der durch sie gelit, 
und sie ist der Schnitt desselben mit einem der tetraedralen Complexe, 
in denen sie enthalten ist. 

Drei beliebige von den Stralilenbüscheln müssen also zu einer 337 
Erzeugung der Congruenz führen. Dabei sind aber zwei Fälle zu 
unterscheiden. 

Entweder befinden sich unter den 3 Büscheln 2 verschlungene. 
Dies führt zu dem Satae: 

Jede Congrtimg (2, 2) Jcann durcfi 3 projective Strahlenbüscliet ei"- 
zeugt werden, von denen swei einen gemeinsamen und sich selbst etit- 
( SiraM haben.*) 

Von der Congruenz (3, 3) des allgemeinen Falls hat sich das 



*) Journal für Mathematik Bd. 101 S. l(i6. 
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Strahl ennetz abgelöst, welches diesen Strahl und den ihm in dritten 
Büschel entsprechenden zu Leitlinien hat. 

Oder unter den 3 Büaeheln befinden sich keine zwei verschlungenen. 
Dann muss ein Bündel und ein Feld sich absondern, also müssen 
drei entsprechende Strahlen in einen Punkt zusammenlaufen und drei 
in dieselbe Ebene fallen. 

Die drei Büschel seien (S, <r), (S', e'), (8", ff"); da die Seheitel 
gegenseitig nicht verbunden sind, so ist der Schnittpunkt der 3 Ebenen 
ein von ihnen verschiedener Punkt, aber, weil in ihn drei Congruenz- 
strahlen zusammenlaufen, ein singnlärer Punkt S*, dessen Ebene 6* 
durch S, 8', S" geht. Zu der Regelschaar p, für welche SS* Leit- 
gerade ist, gehört der Büschel {S*, ff*) und die Strahlen von S', S", die 
von allen seinen Strahlen getroffen werden, sind die nach S* gehen- 
den; also sind die 3 Strahlen SS*, S' S*, S" 8* entsprechende Strahlen 
der Büschel. Sämmtliche Strahlen des zweiten Büschels dieser aus- 
gearteten Regelschaar müssen ebenfalls diese Strahlen alle drei treffen, 
folglich müssen letztere, da er 8* nicht auch zu seinem Scheitel 
haben kann, in seine Ebene fallen. Dieselben 3 Strahlen der 3 Büschel 
also, welche in einen Punkt zusammenlaufen, fallen auch in eine 
Ebene. 

Demnach kann die Congruenz (2, 2) auch in folgender Weise er- 
zeugt werden; 

Dj-ei Strahlenbüschel haben drei Strahlen, welche sowohl durch äsn- 
selhai Funht gehen, als auch in die nämliche Ebene fallen; werden diese 
Büschel mm so projectiv auf einander bezogen, äass diese 3 Strahlen sich 
entsprechen, dann ist der Ort aller Geraden, welche auf drei homologe 
SPraM&n mgleidi sich siütsen, eine Congruenz (2, 2). 

Bei drei heüehigen Sta-dhlenhüscheln fällt im ailgemeinen der Schnitt- 
punM der drei Ebenen nicht in die Ebene a der 3 Scheitel; besieht 
man sie so projectw auf einander, dass sowohl die 3 in msmmnen- 
laiifenden 8tr(^ilen, als auch die in m liegenden einander mts^echen, so 
entsteht wohl auch eine Congruens (2, 2), aber nicht von der jetsigen Art. 

Es iässt sich leicht beweisen, dass in diesem Fälle die Träger- 
flächen aller Eegelschaaa^en, die sich auf 3 entsprechende Strahlen stütsm, 
sich längs eines Kegelschnitts berühren, welcher in a liegt und dessen 
Berührungskegel sur 8pitee hat. Es liegt also die Congruens der Tan- 
gmteit vor, welche diesen Kegel in den Punkten jenes Kegelschnitts be- 
rühren, folglich eme Congruens mit einer singulä/ren Linie. Wir können 
sie auch als die Congruens der Geraden bezeichnen; welche auf den 
Flächen eines Btis(Aels S. Ordnung lieg&i, die sich längs eines Kegel- 
ä berühren. 
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Aus den eben erhaltenen Erzeugungsweisen der Congrueiizen 338 
(2, 3) und (2, 2) können wir leicht ihre Mannigfaltigkeit ableiten. 
Weil die Scheitel und Ebenen der erzeugenden Strahlenbüscliel iu 
singulare Elemente der Congruenz fallen, so kann dieselbe nur in 
einer endlichen Zahl von Malen in der beschriebenen Weise erzeugt 
werden, und die Mannigfaltigkeit der Congruenz setzt sich aus der 
Mannigfaltigkeit, in der die erzeugenden Strahlenhüschel gewählt, und 
der Mannigfaltigkeit, in der die zwei unabhängigen Projectivitäten 
festgelegt werden können, Kusaminen. 

Die 3 Büschel der Erzeugung von (2, 3) können in oo^-^ Weisen 
gewählt werden; da in den Projectivitäten die 3 nach dem Schnitt- 
punkte der 3 Ebenen der Strahlenbüschel gehenden Strahlen sich ent- 
sprechen sollen, so kann jede von ihnen nur noch auf oo^ Weisen 
festgelegt werden. 

Folglich giebt es oo" C<mgruensm (2, 3). 

Bei der zweiten Erzeugungsweise der (2, 2) kommt für die 3 
Büschel noch die Beschränkung hinzu, dass die 3 Strahlen, welche in 
den Schnittpunkt zusammenlaufen, auch in eine Ebene fallen sollen. 
Während sonst, nachdem die Scheitel der Büschel gewählt sind, jede 
der Ebenen noch in <x>^ Lagen angenommen werden können, gilt dies 
hier nur für zwei von den Ebenen, die dritte muss durch den Schnitt- 
punkt der Verbindungs ebene der 3 Scheitel mit der Schnittlinie der 
beiden ersten Ebenen (ausser durch den zugehörigen Scheitel) gehen, 
ist also nur iu oo^ Lagen möglieh; die 3 Büschel sind daher nur in 
oo'^* Lagen wählbar; mithin haben wir: 

£Js giebt oo'" Gongruemen (2, 2). 

Bei der ersten Erzeugung können wir (Nr. 73) die beiden Strahlen- 
büschel mit gemeinsamem Strahle auf co^ Weisen wählen und die 
Projectivität zwischen ihnen, in der ja der gemeinsame Strahl sich 
selbst entsprechen soll, in oo^ Weisen; den dritten Büschel aber können 
wir in 00^ Lagen wählen und in oo^ Weisen auf einen von jenen pro- 
jectiv beziehen. Dadurch ergieht sich ebenfalls die Mannigfaltigkeit 
8-1-2 + 5 + 3 = 18. 

Zur nämlichen Zahl führt die Addition der Mannigfaltigkeiten 5 
und 13 des linearen und des tetraedralen Complexes (Nr. 58, 259), 
welche je nur in endlicher Zahl durch die Congruenz (2, 2) gehen. 

Dieselben Mannigfaltigkeiten müssen die Brennflächen haben, da 
sie je nur zu einer endlichen Zahl von Congruenzen gehören; die 
Mannigfaltigkeit der allgemeinen Flächen 4. Ordnung ist 34, wie be- 
kannt, und sinkt durch jeden Knotenpunkt um 1; also ist sie für 
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unsere Breimflächen und mithin auch für die zugehörigen Congruenzen 
gleich 34 — (18 — n) == 16 + «. 

339 Für alle Congruenzen (2, n), welche mindestens eine singulare 

Ebene besitzen, haben wir gefunden, dasa sie wenigstens von einem 
einstufigen Systeme von Kegelschaaren p durchzogen werden, von 
deren Trägerflächen 2 durch einen Punkt gehen, n eine Ebene be- 
rühren. Beweisen wir, dass auch die Congr^ienz (2, 6) zweiter Art, 
welche 4 singulare Punkte 4. Grades und 8 »ingwläre PunJcte 3. Grades 
hat, von solchen Begelschaar- Systemen durchsogen toird. Der Beweis 
uiuss anders geführt werden, weil hier S„^i und die singulären Ebenen 
fehlen. Wir haben aber schon gefunden, dass die 8 singulären Punkte 
S^ in zwei Gruppen von je 4 zerfallen: S^', 8^", und dass die S^ so- 
wohl mit den jS/, als mit den S^" eine Gruppe von 8 aasociirten 
Punkten bilden (Nr. 327); ferner haben wir iu jedem der beiden 
Flächennetze 2, Ordnung durch diese Gruppen schon 32 Flächen ge- 
funden, deren eine Regelschaar vollständig zur Congruenz gehört, im 
Netze (S,, ä;) z. B. die 4 Kegel (Sf), 12 Flächen, welche durch eine 
der Verbindungslinien zweier AY gehen, IG, die durch eine der Ver- 
bindungslinien eines S^ mit einem S^' gehen (Nr. 328, 329). Die Ge- 
raden sämmtlicher Flächen des Netzes bilden, wie wir wissen (Nr, 6), 
einen Complex 3. Grades, der die Bünde! um die 8 Grundpunkte voll- 
ständig enthält. Wenn unsere Congruenz nicht in demselben eot- 
halten wäre, so hätte sie nach Nr. 35 mit ihm eine Fläche vom Grade 
3(2 -|- 6) == 24 gemein, während die 32 ßegelschaaren eine solche 
vom Grade 64 bilden. Also gehört die Congruenz (2, 6)ii vollständig 
zu diesem cubischen Complexe. 

Es sei g eine beliebige Gerade eines der Kegel {S^") oder einer 
der beiden zur Congruenz gehörigen Kegelschaaren, welche die Ver- 
bindungslinie eines der ä^' — - wir wollen ihn Ä^' nennen — mit einem 
der übrigen Sg', oder einer der in der Congruenz befindliehen Rcgel- 
schaaren, welche die Verbindungslinie jenes jSj' mit einem der S^ zur 
Leitgeraden haben. Da auch die (S/') durch S^' gehen, so hat jede 
dieser ■4-{'2.3-}-4=14 Schaaren eine Erzeugende in der conischen 
Regelschaar (6V); diese sei g. Nun sind, weil alle Trägerflächen der 
fraglichen Regeischaaren durch die S^ gehen, die Ebenenwürfe von 
g und g nach den 4 Punkten S^ projectiv, ebenso die 14 Würfe von 
den 9 nach den jS^, die ja auch auf (S^'^ sich befinden; also umfassen 
die Würfe von allen Geraden g der 14 Regeischaaren mit den 4 
Punkten Sj gleiches Doppelverhaltniss. Folglich liegen diese 14 
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Regelschaaren (oder vielmehr, da ja die 4 conischen Kegel seh aar en {S{) 
wegen der g noch hinzukommen, diese 18 Kegelach aar en) in einem 
gewissen tetraedralen Complexe, dessen Tetraeder die 4 Punkte S^ zu 
Ecken hat. Läge die Congrueuz (2, 6)ii nicht in demselben, so könnte 
sie mir eine Fläche vom Grade 2(2 + 6) = 16 mit ihm gemein 
haben. 

Die Cmgrums (2, 6)ii hefinäei sich stets in einem hestimmtm dem 
Tetraeder ihrer 4 Punkte S^ zugehörigen tetraedralen Complexe.*) 

Sie ist der Durchschnitt desselben mit dem obigen mhischen Com- 
plexe ausser den Sündeln um die genannten 4 Punkte. 

Non ist also auch dargethan, dasa stets die 6 in einer Ebene be- 
findlichen Strahlen dieser Congruenz einen und denselben Kegelschnitt 
heruhren. 

In dem tetraedralen Complexe giebt es oo* Eogelschaaren, deren 
Trägerflächen durch die Ecken S^ des Tetraeders gehen (Nv. 254), 
folglich unter ihnen oo^, bei denen sie noch durch 3 von den 4 Punkten 
Sg' und, weil die S^ und S^' associirt sind, auch durch den vierten 
gehen; demnach gehören diese Flächen zum Netze (S^, S^') und die 
Regeischaaren zum cubischen Complexe, also zur Oongruenz, und wir 
haben so ein dieselbe durchziehendes einfach unendliches System von 
Regel schaaren; das Netz (S^, iSg") liefert ein zweites. 

Die Congruenz (2, 6)ii wird von zwei einfach unendlichen Systemen 
von Eegelschaaren durchzogen, deren Trägerflächen durch die S^ und SJ, 
bemo. S4 und S^" gehen. 

In Nr. 263 ist gefunden, dass von den Trägerflächen der oben 
erwähnten 00* Regeischaaren eines tetraedralen Complexes 2 durch 4 
gegebene Punkte gehen und 6 durch 3 gegebene Punkte gehen und 
eine gegebene Ebene berühren; d. h. von den Trägerflächen jedes 
unserer Systeme gehen 2 durch einen Punkt und 6 berühren eine 
Ebene, wie das andererseits aus den Graden der Congruenz sich un- 
mittelbar ergiebt. 

Wir können auch für (2, 5) den Beweis führen, dass sie in einem 340 
tetraedralen Complexe sieh befindet, und zwar in ähnlicher Weise, wie 
wir ihn eben für (2, 6)11 geführt haben; während der früher für (2,4), 
(2, 3), (2, 2) geführte Beweis für diese Congruenz versagt. Betrachten 
wir eins der beiden Eegelschaar-Systeme, welche (2, 5) durchziehen. 



*) Diese Eigenaohaft der Gongmena (2, 6)11, in einem tetraedralen Comples 
enthalten zu sein, erkannte zaerst Bertini, IVansnnti dell' Äccodemia dei Liocei 
Ser. III Bd. IV (1879). 



y Google 



Betrachtung der Congriienzen 2. Ordnung ohne singulare Linien, 

etwa das, dessen Trägerfläelien durch S^, S/, die 3 S^ und die 3 S^" 
gehen. Der Kegel (S^") eiaea der 3 letzten Punkte geht durch S^ 
und die 3 Sg und erhält von jeder dieser Regeischaaren eine Er- 
zeugende g; ist g dann eine beliebige andere Erzeugende der Schaar, 
so ist g(S^, 3Sg) 7\ ^(S^, BS^), also constaüt, da die verschiedenen g, 
S4 und die S^ alle auf dem (Sa") liegen. 

Die Conß~uens (2, 5) liegt stets in einem tetraeäralen Complexe; die 
Ecken seines Tetraeders sind der Funkt S^ und die 3 Tunkte S^; nur die 
Veriindungsebene (S^*) der drei letsleren ist eine singiüäre Ebene der 
Congrueit0. 

Von den 8 asaociirten Punkten 8^, 3S^, 3S/', S/ hegen zweimal 
je 4 in einer Ebene, nämlich S4 und die 3 S/' in {S^'), iS/ und die 
3 Sg in (Sj*); also gehören die Geradenfelder in denselben zum cu- 
biaehen Complexe der Geraden auf den Flächen des Netzes; das Feld 
in (Si*) gehört auch zum tetraedralen Complexe und so erniedrigt 
sich die Klasse von 6 auf 5. 

341 Bei einer Congruecz, welche in einem tetraedralen Complexe ent- 

halten ist, können, weil ihre singuJären Kegel auch demselben an- 
gehören, singulare Punkte von höherem Grade als 2 nur in Ecken 
des Tetraeders fallen; (2, 6)1 und (2, 7) haben mehr als 4 derartige 
Punkte, also können sie sieh nicht in einem tetraedralen Complexe 
befinden. 

Die Abbildung des tetraedralen Compleses in den Punkt- oder 
Ebenenraum hat uns m Nr 2b3 gezagt, dass in einem solchen Com- 
plexe von Congruenzen 2 Oidnung nui solche von der 6. bis zur 2, 
Klasse möglieh sind, wii haben nun umgekehrt erkannt, dass diese 
Coagruenzen, aber von dei 6 Klasse nur die zweite Art, nothwendig 
mindestens in einem tetraedralen Complexe sich befinden.*) 

Für diejenigen von ihnen, uekhe Punlte S^ Tiahen, also (2, 5), 
(2, 4), (2, 3), (2, 2) gut dann noch, dass alle ihre S,, die nicht schon 
in Ecken des Tetraedets falUn, auf dessen Ebenen sich vertheileit müssen; 
da an einen tetraedralen Complex nui von den Punkten in den Ebenen 
seines Tetraeders fetiahleubu'ichel ausgehen 

Während (2, b)i mit diesen tetraedralen Congruenzen, wenn wir 
so nennen wollen, noch diL Eigenschift theiU, dass sie ein sie er- 
füllendes IJegelschaar System besitzt kommt der (ä, 7) auch diese 
Eigenschaft nicht mehr iu. 

*) Die genannte Abbildung liat auch gezeigt, dass (ä, 5), (3, 4), (3, 3), (a, 2) 
Speeialfäüe von (2, 6)11 sind. 
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In der That, wie fanden bei denjenigen Congrueuzen (2, n), welche 
mindestens ein solches System besitzen, dass die Trägerflächen der- 
selben durch alle singnlären Punkte von höherem Grade als 2 gehen, 
wenn solche überhaupt und damit Doppelsfcrahlen vorhanden sind, dass 
sie also alle einen Doppel strahl in den beiden singulären Punkten 
treffen, die er verbindet. Und das ist auch uothwendig, weil durch 
einen solchen Treffpmikt mindestens 3 Congruenzsti'ahlen gehen, wo- 
fern nicht der Doppelstrah) selbst zur Regelschaar gehört. Von den 
10 Doppelsfcrahlen der (2, 7) und den 11 singulären Punkten der- 
selben, die sämmtlich höheren Grades sind als 2, können aber nicht 
eine Anzahl von jenen und die auf ihnen nicht gelegenen von diesen 
zugleich der nämlichen Fläche 2. Grades angehören. 

Es seien q und pj zwei zu einer Congruenz (2 , ») gehörige 342 
Regeischaaren, sei es ans demselben oder aus verschiedenen Systemen, 
wenn mehrere vorhanden sind. Ihre Trägerflächen f und f^ haben 
eine Raumcurve 4. Ordnung gemein. Die beiden Congruenzstralilen 
aus einem Punkte dieser Curve gehören bezüglich der einen und der 
andern Regelschaar an. Die Schnitte der Curve mit sind von 
zweierlei Art: entweder singulare Punkte der Congruenz und also 
Doppelpunkte von ^, oder einfache Punkte dieser Fläche. Im letzteren 
Falle haben sieh die beiden Congruenzstrahlen vereinigt, also in eine 
gemeinsame Gerade g von p und Q^. Da alle Geraden von p und $^ 
die doppelt berühren, so tangiren auch f und f^ die ^ je längs 
einer Raumcurve 4. Ordnung; in den beiden Punkten also, wo g die ^ 
berührt, tangiren f und f^ diese Fläche und einander. Durch diese 
Punkte geht also die Restschnittcurve 3. Ordnung von f und f^ und 
berührt^ weil auf beiden gelegen, auch die <P. Jede den beiden Regel- 
schaaren p und p^ gemeinsame Gerade umfasst daher in ihren beiden 
Brennpunkten 2.2.2 = 8 Begegnungapunkte der vollen Sehnitteurve 
ff^ mit 0, jeder singulare Punkt, durch den diese Curve geht, nur 2. 
Also sehen wir, dass nur 3 Fälle möglich sind. 

Zwei Regelschaareti der (2, ii) haben "keine oder 1 oder 2 < 
gemein, je nachdem die Trägerflächen 8 oder 4 oder keineit ; 
Punkt gemeinsam haben. 

Im ersten Falle gehören die Regeischaaren zu demselben Sy- 
steme. Demnach: 

Zwei JRegelschaaren aus demselben Systeme haben keine Gerade gemein. 

Die Trägerflächen von imei Begelschaaren am verschiedenen Systemen 
haben entweder 4 singulare Punkte oder Iceinen gemein, und den Regel- 
schaaren sind dann 1, he^w. 3 Gerade gemeinsam. 
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Der zweite von diesen Fällen liann also nicht eintreten, so lange 
die Zahl der singulärea Punkte kleiner als 2 . 8 ist, oder so lange m > 2. 

Bei (2,2) aber ist noeh der Beweis erforderlieh, dass, nachdem 
aus den 16 singulären Punkten eine Gruppe von 8 associirten ge- 
nommen ist, die 8 übrigen ebenfalls eine solche Gruppe bilden. Diesen 
Beweis werden wir später führen. 



IV. 

343 Die Trägerfläche f einer Eegelschaar p, die zu einer Congruenz 

(2, «) gehört, berührt, wie eben gesagt wurde, die Brennfläehe $ 
längs einer Raumcurve 4. Ordnung. Dieselbe trifft jede Gerade g von 
Q in ihren beiden Brennpunkten und ist also 1. Art; folglich begegnet 
sie auch jeder Geraden g' der Leitschaar p' von p in 2 Punkten, in 
denen diese, weil ebenfalls auf f gelegen, die * berührt. 

Die q', welche als Leilschaaren zu den Eegelschaaren p eines Systems 
gehören, Mden eine zweite Congrums (2, n). 

Denn Ordnung und Klasse dieser Congruenz sind, ebenso wie bei 
der gegebenen durch die p erzeugten, gleich der Zahl der Träger- 
flächen f, welche durch einen gegebenen Punkt gehen, bezw. eine ge- 
gebene Ebene berülien (Nr 830) 

TV eil die Geiaden der p ebenfalls die * doppelt tangiren, so ist 
diese Flache a ch füi die neie Congiuenz Brennfläche (Nr. 291), diese 
al<<o zui gegebenen confocal 

Jedes Eegelschaar Syiitem ueklies eme Congrvens (2, n) erfüllt, führt 
duich das bybtein der eugehongen Letischaaren m einer zweiten Con- 
ytuem (2 n) die mit dei gegebenen die BrmnfUiche gemein hat oder ihr 
confocal ibt *) 

Nach den voiangehenden Erörterungen (Nr. 332, 339) wissen wir 
nun schon dass w r auf diese J\eise bei (2, 7) Tcelne, bei (2, 6)i eine, 
hei (2 b)ii unä (2 5j gwa be (2 4) drei und bei (2, 3) fünf confocale 
Gongmen en er] alten 

Die Zahl dei contocalen Congruenzen von (2, 2) werden wir bei 
dei eingehenden BelanUung diesei Congruenz ermitteln. 

Die singnJiten Ftnlfe hat eine confocale Congruenz mit der ge- 
gebenen gemeu aber, %m aUgeniemen nicht die sugehörigen Kegel. 

In dei That von einem Doppelpunkte einer ebenen Curve 4. Ord- 

*) 1 Bez g a f d eae e nfii-he Äble tung der confocalen Congruenzen sehe 
man H rat u Cremen n Cong en 6% Prooeedings of the London Mathematical 
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nung, welche aussei- ihm keinen weitem Doppelpunkt hat, gehen an 
dieselbe 6 anderwärts berührende Tangenten, Demnach sendet ein 
siiigulärer Punkt Sa der Gongruenz, weil er Doppelpunkt der Brenn- 
fläche ist, an diese, ausser dem Anschmiegungskegel 2. Grades |Äj^, 
noch einen Beriihrungskegel 6. Ordnung. Derselbe zerfallt im all- 
gemeinen; denn erstens gehört zu ihm der singulare Kegel (S^), der 
von & au die gegebene Gongruenz kommt. Ferner gehören zum 
Kegel 6. Ordnung die etwa durch &, gehenden singulären Ebenen und 
möglicherweise noch ein Restkegel, Die durch S* gehenden Geraden 
in den singulären Ebenen taugireu ä> in den Punkten, in denen sie 
den Berührungskegelsehnitt [ßr. 325) zum zweiten Male treffen. 

Jedes System t'on Eegelsclmarm q der geyehmen Gongruenz zer- 
theüt die 18 — » singulären Punkte in 3 Grui^en, erstem die 8 asso- 
civrten Pmikte, durch welcfte alle Trägerflächen der q gehen, steeitens die 
n — 2 Spitsen der im System befindlichen coimchen Hegelsckaaren, drittens 
die 2(6 — n) Scheitel der unter den p hefmdlichen StrahlenUlsckel- Paare 
(Nr. 330, 331). 

Ersetzt man nun die p durch die zugehörigen Leitschaaren p', so 
geht eine conische Regelsehaar in sich selbst über; also behalten die 
n — 2 Punkte de»' zweiten (rriippe bei der eonfocalen Gongraeng ihre 
Kegel. 

Ist ferner (S, e), (jS', &) ein Strahlenbuschd-Paar der gegebenen 
Gongruenz, so besteht die zugehörige Leifcschaar (Nr, 10) aus den 
Büscheln (S, e'), {8', ff); also zwei Punkte der dritten Gm^^ die zu 
einem StrcMenhüschel-Paar des Systems misammengehören , tamchen sich 
ihre Ebenen gegenseitig aus. 

Betrachten wir einen der 8 associirten Punkte, unter denen, wie 
wir gefunden, sich alle singulären Punkte von höherem Grade als 2 
befinden. Der ihm in der gegebenen Gongruenz zugehörige (S/,) wird 
von den durch ihn gehenden Erzeugenden der verschiedenen p erfüllt; 
eine durch S/, gelegte Ebene berührt n Trägerilächen, also gehen in 
ihr durch S/i n auf solchen Flächen gelegene Geraden, daher n — h 
aus den Schaaren p, weil h aus den p. 

Mithin bekommt jeder der 8 associirten Punkte S/, in der eonfocalen 
Gongruenz einen Kegel (n — hf" Ordnung, der, auch wenn n — h '^ h 
ist, vom (ßh) verschieden ist. 

Weil also ein solcher Kegel (ii — Jif^' Ordnung nothwendig vor- 
handen sein muss, die Summe der Ordnungen h und n — h der beiden 
Kegel nicht 6 überschreiten kann, so erkennen wir nochmals, dass 
(2, 7) kein Regel seh aar- System und keine confocale Gongruenz gleicher 
Art zulässt. 
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Es lässt sieh, mit Hilfe von Nr. 324, leicht bestätigen, lÜass bei 
jedem Sk, der einer Gruppe assocÜrter Fwnhte angäiören 'kann, der Kegel 
6. Ordnung mis (Ä), einem Eegel (m — Kf" Ordnung und 6 — n sin- 
gtilaren Ebenen hestehf. Durch einen Sn^i gehen 7 — n singulare 
Ebenen, davon bildet aber eine den Eegel (n — ■ hy Ordnung. Durch 
einen S^ geht bei (2, 6)^ keine, bei S^ eine singulare Ebene; bei (2, 4) 
kann Sg als S„_i angesehen werden und ebenso S^ bei (2, 3), S^ bei 
(2, 2). Bei (2, 6)n haben wir aus jedem der 12 Punkte einen Kegel 
2. und einen Kegel 4. Ordnung. Bei (2, G)i befinden sich die S^ nicht 
in der Gruppe associirter Punkte; bei (2, 5), (2, 4) geben durch einen 
Sa 1, bezw. 2 singulare Ebenen, das ist 6 — n. Eiicilich durch einen 
Sj, der dem oder einem S„—i conjugirt ist, — bei (2, 6)i den einzigen 
y?!, bei (2, 5) die S/, ä/', weiche 3 Punkte au' Gruppen associirter 
Punkte gehören, bei (2, i) und (2, 3) jeden S, — geben 7 — n sin- 
gulare Ebenen, davon ist aber die eine der Kegel (Sa) ; es bleiben 
6 — w. 

Wir haben uns hinslcMUcli d&r beiden Congruenzen 6. Klasse zu 
überzeugen, dass die confocalen Congruenzim je gleicher Art mit iknen 
sind. Die confocaie Oongmenz der (2, 6)i erhält aus deren S^ und 8^, 
die zur Gruppe associirter Punkte gehören, einen Kegel 1., bezw. 5. 
Ordnung und das genügt schon, uui sie als (2, 6)i zu kennzeichnen. 
Die S3 und S^ bleiben vom selben Grade, mit dem unterschied, dass 
die jSg andere Kegel bekommen, die Sg aber, weil sie alle zur zweiten 
Gruppe geboren, ihren Kegel behalten. Da die einzige singulare Ebene 
der gegebenen Congruenz durch alle 4 Punkte Sj, den S5 und Sj geht, 
so ist sie beiden confocalen Coni/tuenzen gemeinsam Der Kegel 6 Ord- 
nung, welcher aus jedem S^, aussei dem gemeinsamtn singulären 
Kegel 2. Ordnung und der siugularen Ebene, tangential an geht, 
gehört zu keiner der beiden t.onfoi,alen ^leichartigeu Conj,raenzen, 
sondern zu der gleich zu erwihnenden Restcongiuenz 

Aus dem für die (2, 6)1 Eihdlteneu geht nuu schon hervoi dass 
auch die beiden eii der (2, 6)11 confocalen Congriwmen mit ihr von der- 
selben Art sind. Bei der einen lon %knen haben die S^ tind die S^' 
ihren Grad oMsgetauscht, die S^ swd J Gradei geblteben und haben auch 
die Kegel bekalten; bei der andetn gilt jenes fm die S^ «wrf 5a und 
dieses für die S^'. 

344 Mit diesen confocalen Congruenzen ist aber die Congruenz der 

Doppeltall genten der BiennflÜche <5 im allgemeinen noch nicht er- 
schöpft. 
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Nadi Abzug der 0, 1, 2, 2, 3, 5 confocalm Congrucn. 
Art bleibt von der Uestcoiigruenz (Nr. 326) bei 

(2, 1), (2, 6)i, (2, 6)n, {2, 5), (2, 4), (2, 3) 
noch eine Congnmin: 

(10, 21), (8, 15), (6, 10), (6, 10), (4, 6), (0, 0); 
also nur bei (2, 3) haben wir schon die volle Doppeltangenten-Ooti- 
gruenz, und dasselbe wird sich auch für (2, 2) herausstellen, welche 
ebenfalls 5 eoufocale (2, 2) hat. 

Wie entsteht in den andern Fällen dieser Rest-Bestaudtheil? "*) 
Bi&jemgm von unsereit Congruensen (2, «), welche mindestens einen 
8n-i haben, also alle lon der ersten Art, enthalten so viele zweifach un- 
endliche Systeme von rnUschen Regelßächen p^, als die Zahl der Punkte 
jS„_i bettagt, mithin 

\, 1, 1, 2, 5, 16. 

Jede Gerade l, welche durch einen S„—i gelegt ist, ist doppelte 
Leitgerade für eine solche Flache; denn von der vollständigen Fläche 
{l) (n -)- 2)*^" Grades hat sich der Kegel {S„-^ abgelöst. Zwei 
Strahlen der Congruenz werden durch eine Fläche aus jedem Systeme 
verbunden. 

Ben S„_i, aus dem die p' eines Systems abgeleitet sind, hohen sie 
zum gemeinsamen Doppelpunkte ; atisserdem gehen alle noch durch die- 
selben 10 weiteren singulären Funkte, nämlich durch alle Sg, alle ä^ — 
d. h. natürlich, ausser dem S,^i, wenn er ein Sg oder jS^ ist — und 
durch alle von dem (S„_i) ausgeschlossenen S,. Denn von den Kegeln 
aller dieser Punkte trifft l einen und nur einen nicht zu ()S„_i) ge- 
hörigen Strahl. 

Die Zahl dieser Punkte ist ^(n - 2) (m ~ 3), (n — 2) (7 — «), 
^(6 — w) (7 ~ n) (Nr. 319, 320) und die Summe dieser Zahlen 10. 

Jede Erzeugende einer p^ berührt doppelt, also berühren p* 
und sich längs einer Raumcurve 6. Ordnung, und die einfache Leit- 
gerade / jedei dieser Regelflachen tangut ebenfalls, wo sie sie 
trifft, also zweimal Folglich tsf die Gongruenz dei einfachen Leit- 
geraden der cubtbchen }{egel flachen jedtj> dei Systeme m dei Congruens 
der Doppeltangenten der $ entJialten 

Es ist nicht schwer, die beiden ^iradzthlen jener Kongruenz an- 
zugeben. 



*) In BeKug auf diese Eest-Congruenaen — „ai 
W, Stahl, Journal für Mathematik Bd. 96 S. 297. 



y Google 



90 Gemeinsame Beti'aehtung der Congruenzen 2. Ordaung oline singulare Liaien. 

Wenn ein Punkt sieli auf der doppelten Leitgeraden l einer q^ 
bewegt, so dreht sieh seine Nullebene um die zugehörige einfache 
Leitgerade l'. Verbinden wir daher die -^-«(m — 1) Nullpunkte einer 
beliebigen Ebene mit dem j5„__i, so haben wir die doppelten Leit- 
geraden derjenigen Flächen p^ eines Systems j deren einfache Leit- 
geraden in die Ebene fallen, und damit die Klasse unserer Congruenz. 

Oder einfacher, da zwei Strahlen der (2, n) eine p^ aus jedem 
Systeme bestimmen, die ^n(ji — 1) Paare, die man aus den n Strahlen 
in einer Ebene bilden kann, führen ku ebenso vielen Flächen p*, deren 
einfache Leitgeraden in die Ebene fallen. 

Wir haben ferner gefunden (Nr. 318), dass auf der Fläche (P) 
eines beliebigen Punktes P durch den (S„_i, ausser den Doppelstrahlen, 
noch 2()i — 2) ganz auf (P) gelegene Geraden gehen; die Nullebenen 
aller Punkte einer solchen Geraden gehen durch P; wird sie daher 
als doppelte Leitgerade einer q^ genommen, so liegt P auf der ein- 
fachen Leitgeraden i', und umgekehrt, wenn P auf V liegt, so muss 
l ganz auf (P) liegen. Folglich ist 2(n ■ — 2) die Ordnung unserer nun 
betrachteten Congruenz. 

Die einfachen Leitgeraden der atbischen Begelfiächen p^ jedes der 
Systeme bilden eine Congruens von der Ordnung 2 (w — 2) und der 
Klasse \n{n ~ 1). 

In den 6 einzelnen Fällen (2, 7), (2, 6)i, (2, 5), ('2, 4), (2, 3), 
(2, 2) haben wir es also mit einer Congruenz 

(10, 21), (8, 15), (6, 10), (4, 6), (2, 3), (0, 1) 

zu thun. In den drei ersten FäUen — in denen wir je nur ein System 
von p^ haben — liegt damit die gesuchte Beslcongruens vor. 

Wenn l dem Kegel (Sn-i), also der {2, n) angehört., so gehen die 
Nullebenen aller ihrer Punkte durch sie selbst; d. h. l' ist mit l iden- 
tisch. Die cubisehe Regelfläche ist eine Cayley'sche (bei der doppelte 
und einfache Leitgerade zusammengefallen sind). 

Der Kegel (S^-i) gehört daher su der Congruens der einfachen 
Leitgeraden. 

■ Geht l von S„_,i nach einem 8^, so ist der zugehörige (jS^) die 
cubisehe Regelfläche q^, einfache Leitgerade ist jede beliebige von 
seinen Kanten; folglich gehören auch alle (S^) zu dieser Congruens. 

Und natürlich giU dies ni^ht Mos für die {S^-i) und (S^) der ge- 
gebenen Congruens, sondern auch für die der confocalen Congruemen. 

Dass bei (2, 2) sich ein Strahlenfeld ergiebt, ist unmittelbar ein- 
zusehen; denn, wie von jedem Punkte der l, so kommen auch von 
<?„_! zur p^ zwei Erzeugende, die dann auf (Sh_i) liegen, also bei 
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H = 2 zum siugulären StrahlenbÜschel gehöreD; d, h. die Ebene (S„_i) 
enthält alle l'. Diese Gerade ist offenbar polar zur l in Bezug auf 
das Strahienge winde, das durch (2, 2) geht. 

Bei (2, 3) bat sich als Congriienz der einfachen Leitgeraden eine 
(2, 3) ergeben; wir hatten gar keine Restcongruenz zu erwarten, also 
ist unsere Congruena eine der 5 mit der gegebenen confocalen gleich- 
artigen. 

Für eine der einfachen Leitgeraden l' zerfällt die Eegelfläche (}") 
(« + S)"*" Grades in die p^ und also noch eine Regelfiäehe {n — 1)'™ 
Grades p""^; da die Gesammtfiäche jeden Sh zum A-faclien Punkte 
hat, so ist für die p"~^ der S^—i ein (rt •—- 3)faeher Punkt; bei w = 2 
wird diese Zahl negativ; dies kommt davon, dass S„_i auf dem Be- 
standtheil p^ schon höhere Vielfachheit hat, als ihm nach dem eben 
erwähnten allgemeinen Satze auf der Gesammtfiäche zukommt; die 
p"— "■, in diesem B'alle eine Ebene, geht nicht durch i5„_i. Ferner hat 
p*^! jeden 8^ zum zweifachen, jeden S^ und jeden dem S^^i verbun- 
deneo iS^ zum einfachen Punkt, durch die übrigen S-^ geht sie nicht. 

Besonders interessant ist diese Fläche bei (2, 3) und (2, 4). 

Im ersteren Falle ist sie eine Hegelschaar und ihre Trägerfläche 
geht durch die 4 vom S„^i verschiedenen S^ und durch die 4 Punkte 
S^, die dem fünften iS^ ^ ö„_i veibunden smd Diese 8 Punkte smd 
assoeiirt (Nr. 332), m ihrem Netze haben wir blos oo^ zui Congruen? 
gehörige Regelsehaaien, und so viele biauehen wir auch nur, da jede 
von ihnen oo' Leitgerade und also je mit oo' von den c»^ Lubischen 
Regelflächen p* die einfache Leitgerade gemeinsam hat 

Jedes der 5 doppelt vnemlhchen Systetne von mbibcfien Segelßaclien 
der Congrums (2, 3) eifulU mit den einfachen Leitgetaden seinp) Flachen 
eilte der 5 confocalen Congiwemen {2, 3) Ihe diei,e7 confocalen Con 
ffruem zugehörige Gruppe associirter Panhte schliessi gerade denjenigen 
von den 5 Punkten S^ aus, durch den die do^eUen Leitgeraden der 
cuhischen Freiflächen gehen. 

Bei (2, 4) ist die zu einer X gehörige Fläche p"~^ auch eubisch; 
sie geht durch den als 8n~i genommenen S^ einmal, durch den andern 
S^ zweimal, durch alle G Punkte S^ und durch die 3 Punkte Si, die 
jenem S^ verbunden sind und also diesem nicht, einmal; es erheilt 
daraus, dass sie eine der cuhischen ßegelfiäehen ist, deren doppelte 
Leitgeraden durch den zweiten 8^ gehen. Also: 

Die beiden Systeme 2. 8tufe von cubtschen Begdflächen, die eur 
Congruens (2, 4) gehören imd für welche Strahlen durch den einen oder 
andern der beiden Punhte S^ doppelte Leitgeraden sind, sind so eindeutig 
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auf etnandet bezogen, dass je zwei entsprechende die nämliche einfache 
Leitgetade haben, und diese Leitgeraden erzeugen die Heatcongriienz (4, 6). 

Und 30 zeigt aicli, warum dieselbe nur einmal erforderlieli ist, 
wählend doch die beiden Systeme auf zwei solche Leitgeradeii- Con- 
gruenzen hinwiesen. 

Sind gj^, g^, g^, g^ die 4 Strahlen von (2, 4) in einer Ebene, so 
führen die 6 Paare g^^g^, ■ ■ ■ g^gi zu den 6 Leitgeraden, die in der 
Ebene liegen, insofern sie zu Flächen p^ des einen Systems gehören, 
und g^g^, ..., 3,5'a zu denselben 6 Leitgeradeii , insofern sie zu 
Flächen des andern Systems gehören. — 

Scheidet man bei der (2, 3) die eine der 5 confocalen Congruenzen 
als Kestcongruenz aus und benutzt hier schon das noch nicht be- 
wiesene Resultit bezüglich der (2, 2), so erhalten die Zahlen de> je 
mit den veischiedenen Congiuetjzen (2, «) erster Art confocalen gleich 
artigen Congtuaizen mm eine qe'iet.massige Beikenfolge: 
1 J j 4 = 5 — 1, 5. 

345 Im Vonngf] en len hat Sich ergeben, dass hei den 6 behandelten 

Congramz&i die eina Doppeltangcrtte t der Brennfläche zugehörige Begel- 
fläcke (n -f- 2)*™ hradett (f) zerfallt, 'iobald t nicht zur Gongrumiz selbst 
gekört. Und tuar znfallt sie in eine heqehchaar und eine Eegelfläche 
K**" Grades, tvenn t zu einer der mit der gegebenen Congruene confocalen 
und gleichartigen Congt nennen odet , uas dasselbe ist, wenn sie zur Leit- 
sekaar einer Begdbchaar der gegebenen Congruenz gehört; sie zerfällt küi- 
gegen in eine cnhtsche Begelfladie und eine Regelfläche (« — 1)'*" Grades, 
wenn t der Eeslcongfuenz angehört 

Bei (2, 3) unterscheiden sich beide Fälle nicht. 

Bei (2, 2) hegt im zweiten Falle die t in einer singulären Ebene 
und der Satz ordnet sidi auch dem tolgenden unmittelbar einleuch- 
tenden Satze unter 

Die Regelfiiche (m -|- 2)*™ Grades, welche zu einer in einer sin- 
gulären Ebene behndhchen Geraden gebort, zerfällt in einen Strahlen- 
bQsehel und eine Kegelfläche (n + l)"*" Grades, also eine eubiscbe, 

Das Zerfallen ist leicht allgemein zu beweisen. 

Auf der Fläche (t) sind, weil t nicht zur Congruenz selbst gehört, 
doppelt die Curve \t\ von der Ordnung ^n(n-\-l) — 2, dann die 
Leitgerade t, endlich aber auch sind die beiden Strahlen der Con- 
gruenz, welche in den Berührungspunkten von t mit CP je ihren einen 
Brennpunkt haben, doppelte Erzeugende (Nr. 292); also hat sie ins- 
gesammt eine Doppelcurve von der Ordnung ^n(n + 1) + 1; während 
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öiue nicht zerfallende Regelfläclie (n -{- S)**" Grades nur eine Doppel- 
curve \n(n + 1)"' Ordnung baben kann. 

Dieses Ergebuiss gilt natürlich auch für die Gongrttenz (2, 6)ii. 

Wie kommt bei dieser die Resteongruenz (6, 10) zu Stande und 
wie gestaltet sich bei ihren Strahlen das Zerfallen? 

Die Congruenz (2, 6)n befindet sich in einem tetraedraleu Com- 
plese, dessen Grundtetraeder die 4 sicgulären Punkte S^ zu Ecken 
hat, ferner in zwei eubischen Complexen, welche durch die Geraden 
auf den Flächen 2. Grades der Netze (4S,, 4;?/), (4^?,, 45/') ge- 
bildet werden. Beide eubischen Complexe haben mit dem tetraedralen, 
ausser der (2, 6)ii, noch die 4 Bündel um die S^ gemein (Nr. 339). 
Der tetraedrale Complex T enthält oo^ Sehnen-Congrueuzen [r,] von 
eubischen Raumcurven (Nr. 254); jede derselben hat mit einem der 
eubischen Complexe insgesammt eine Regelfiäehe vom Grade 
3(1 -[- 3) = 12 

gemein; dazu gehören abei die 4 Kegel 2 Grades welche aus den S^ 
die durch diese Punkte gehende cubische R^umculve r, projiciren; die 
übrig bleibende Regelflache 4 Gtades p* geholt also zur Congruenz 
(2, 6)ir, und ist deshalb auch dei Sehnen Congruenz [Cj] mit dem 
andern eubischen Complexe gemein 

Von dem tetraedralen Coniple%e, m ueJcfiem (2, 6)ii sich beßndet, 
liefert jede der oo* Sehnen Congmensen [»il von den oo^, welche sie ins- 
gesammt enthält (Nr 285), in die (2 &)u eine Regelfiäehe 4. Grades. 

Jede Erzeugende dieser Regelfläche p* trifi't die cubische Raum- 
curve i\ zweimal, und aus jedem Punkte von r^ kommen zwei Er- 
zeugende, die beiden Kanten, welche dem aus dem Punkte kommenden 
Kegel des eubischen Compleses und demjenigen, der aus ihm die i\ 
projicirt, ausser den 4 nach den S^ gehenden gemeinsam sind. 

Die Begelfläche ist eine solche mit einer doppelten eubischen Raum- 
curve, also von der Art 111 (Nr. 41).*) 

Drei beliebige Strahlen des T bestimmen eine Sehnencongruenz 
\r^\ (Nr. 254); lassen wir sie der (2, 6)u angehören, so haben wir: 

Drei beliebige Strahlen der Congrueng (2, 6)n bestimmen in ihr eine 
solche Begelfiäche 4. Qrades p*. 

*) Wir werden später erkennen, dass die Oongiaenz {2, 6), welpho, 1dpi dei 
Abbildung dea tetraedralen Comptpsea in den Ebenenrauai, ^um Bilde m dem 
selben eine Fläche 2 GraJea F hat (Nr 283), die allgemeine ConKruenz {2, bjii ist 
Unsere oo' PlUtlien p* sind die dpn Berahrungskegeln dpr F entsprechenden 
(Nr, 285), Di-n Lbenenbmeheln um die Geraden dei einen und dei andern Hegel 
schaar ¥on F ent«) rei-hen die beiden Systeme dei Kagelflchi ii en 
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Wenn aber bei einer derartigen Regelfläche einmal 3 Erzeugende 
in eine Ebene fallen, so besitzt sie noch eine einfache gerade Leit- 
linie und jede Ebene durch dieselbe enthält 3 Erzeugende (Nr. 24). 

Lassen wir daher die 3 bestim tuenden Strahlen in einer Ebene 
liegen, so erhalten wir eine der (2, 6)n aiigeliörige ßegelfläche p* mit 
dieser besondern Eigenschaft (Art IV). 

Weil jede aber oc^ Ebenen mit 3 Erzeugenden hat, so genügt es, 
die Ebene einen Bünde! durchlaufen zu lassen, um alle so beschatfenen 
Regelfiächen p* zu erhalten. 

Unter dm oa^ Begelftächen 4. Grades der Congrueng (2, 6)ji mit 
doppelter cubischer Btmmcurve gieht es co^, welche ausserdem noch eine 
einfache gerade Leitlinie hohen: p*.*) 

Diese Leitgerade berührt die Brennfläche ^ wiederum doppelt, 
und der Ort aller oo^ Leitgeraden ist die 'Restcongruens (6, 10). 

Die Klasse 10 dieses Orts erkennt man in folgender Weise, 

In einer Ebene liegen 6 Gerade der gegebenen Congruenz (2, 6)n; 
dieselben bilden 20 Tripel. Jedes solche Tripel führt zu einer Eegel- 
fläche 9*, deren einfache Leitgerade V in die Ebene fällt. Die voll- 
ständige Fläche (i') 8. Grades zerspaltet sich daher in q* und eine 
zweite Eegelfläche 4. Grades, welche die 3 übrigen Strahlen von 
(2, 6)n in der Ebene zu Erzeugenden hat und deshalb von derselben 
Art ist. Zwei sich ergänzende von den 20 Tripeln führen folglieh 
zwar zu zwei verschiedenen Regelflächen p*; aber die einfache Leit- 
gerade l' ist beiden gemeinsam und wir haben demnach in jeder 
Ebene nur 10 Gerade unseres Orts, 

Jeder p* ist eine andere sugeordnet, welche mit ihr die einfache Leit- 
gerade gemein hat. Die (2, 6)u verhält sich somit analog wie die 
(2, 4), d. h. diejenige Congrueuz erster Art, welche auch zur zweiten 
Art gerechnet werden kann. 

Zu den singulären Punkten der (2, 6)ii verhalten sich zwei so 
gepaarte Flächen p* gleichartig: beide haben die S^ zu doppelten, die 
S.2 zu einfachen Punkten. 

Nachdem die Üebereinstimmung der Klasse der Resteongruenz 
und des Orts der einfachen Leitgeradeu der in (2, 6)u enthaltenen 
Flächen p* erkannt ist, ist die Identität beider klar; denn wäre die 
Ordnung des letzteren Orts kleiner als 6, so hiesse dies, dass noch 
Strahlenbündel von der Resteongruenz übrig bleiben; solche enthält 
aber die Doppeltangenten-Congruenz der * nicht, 

*) Vergl. den Schiusa von Nr. 285. 
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Bin directer Beweis der Ordnung 6 der Congruenz der Leit- 
geraden hätte zu zeigen, dass auf der einem Punkte P zugehörigen 
Fläche (P) 5. Ordnung — mit den S^ als dreifachen Punkten — 6 
von den zum tetraedralen Coniplese gehörigen Curven r^ ganz Hegen; 
denn dann gehen die Nullehenen aller Punkte der r^ durch P, und 
dsia ist bei der zur r^ gehörigen p* nur möglich, wenn sie eine durch 
P gehende Leitgerade hat. Von diesen 6 eubi sehen Eaumcurven 
werden 3 jede der beiden aus P kommenden Congruenz strahlen zwei- 
mal treffen; diese liegen dann auf der nämlichen Fläche 2. Gfrades. 

W. Stahl beweist,*) dass durch einen beliebigen Punkt X der 
Brennfläche 3 Strahlen des Ortes der einfachen Leitgeraden T der 
in (2, 6)n enthaltenen RegeJflächen p* gehen; d. h., da $ auch Brenn- 
fläche für diesen Ort ist, dreimal 2 unendlich nahe. 

Auf einer beliebigen Geraden schneiden die Trägerflächen f eines 346 
die Congruenz (2, n) durchziehenden Systems von Regelscbaaren p 
eine involutorische Correspondenz [2] ein, in der die Schnitte mit der 
nämlichen f sich entsprechen. Sehen wir zu, wie dieselbe bei den 
Doppeltangenten i der beschaffeu ist. 

Wenn t ein Strahl der Congruenz selbst ist, so liegt er auf einer 
von den Flächen f vollständig und durch jeden Punkt von t geht nur 
noch eine Fläche f, deren zweiter Schnitt mit t jenem Punkte ein- 
deutig und involutorisch zugeordnet ist. 

Dasselbe gilt, wenn ( zu der confocalen Congruenz gehört, welche 
durch die Leitschaaren der Eegelschaaren p erzeugt wird.**) 

Ein die Congruens (2, n) durchziehendes Regelschaar-System schneidet 
jeden Strahl der Congruens selbst sowohl, wie jeden Strahl der confocalen 
Congj-uenz, welche durch die zugehörigen Leilscliaären erzeugt wird, in 
einer Involution, von weither die beiden Berührungspunkte mit der Brenn- 
flücke die Doppelpunkte sind. 

Wenn ferner t einer der übrigen confocalen, aber gleichartigen 
Congruenzen angehört, so sei p, die Regeischaar der Congruenz, für 
welche t Leitgerade ist; sie hat mit jeder Schaar p unseres Systems 
eine und nur eine Gerade gemein (Nr. 342). 

Durch einen Punkt X von ( gehen die Trägerflächen von zwei 
Regeischaaren unseres Systems, welche beziehentlich die beiden von 
X kommenden Congruenzstrahlen enthalten; also eine von ihnen, p, 



*) a. a. 0. S. 307. 
**) Oder, bei (2, 2), durch die Leifachaarea der Rogelschaaren des 
knüpften Sjstemi (vergl, Nr. 309). 
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enthält die durch X gehende Gerade von p,. Der zweite Schnitt X' 
der zugehörigen / ist daher eindeutig dem X zugeordnet. Da p und 
Pj nur einen Strahl gemeinsam haben, so befindet sich der von X' 
kommende Strahl von p, nicht in p. Um von X' za X zu gelangen, 
haben wir also von den beiden durch X' gehenden Regeischaaren 
unseres Systems diejenige zu nehmen, die den genannten Strahl nicht 
enthält, der zweite Schnitt ihrer f mit i ist X. 

Daher sind die beiden Punkte X und X' projectiv, aber nicht in- 
volutorisch zugeordnet. 

Es sei endlich t ein Strahl der Restcongruenz, wofern eine solche 
vorhanden ist (n > 3), bei den Congruemen (2, 4), {2, 5), {2, 6)i*) 
also die einfache Leitgerade einer cubischen ßegelfläche p^. Die 
doppelte Leitgerade geht durch den y5,_i und trifft jede Trägerfläche 
f einer Regelschaar p unseres Systems, da diese alle durch Sn—i gehen, 
noch einmal. Die beiden Congruenzstrahlen aus diesem Schnittpunkte 
liegen auf p', aber nur einer auf g; eine andere Gerade können p^ 
und p nicht gemeinsam haben. 

Mine cubiscke Regelfläche p^ und eine Eegelschaar p einer der ge- 
nannten Congmemen haben eine Gerade gemein. 

Wir schliessen nun weiter wie im vorigen Falle. 

Ersetzt man, hei (2, 4), p* durch die zweite eubisehe Regelfläche, 
welche dieselbe einfache Leitgerade hat, ao vertauschen nur X und 
X' ihre Bedeutung. 

Die involü torisehe Oorrespondenz [2] wird daher hier wie im 
vorigen Falle durch eine Projectivität bewirkt, so dass die beiden 
einem Punkte von t in [2] entsprechenden Punkte diejenigen sind, die 
ihm in dieser Projectivität in beiderlei Sinne homolog sind (Nr. 30). 

Bei (2, 6)ii ist t einfache Leitgerade einer EegelMche 4. Grades p*. 
Die Doppekurve 3. Ordnung dieser Fläche trifft die Trägerfläehe f 
einer ßegelschaar p, ausser in den vier Punkten S^, den Ecken des 
Grundtetraeders von T, noch in zwei Punkten. Durch jeden gehen 2 
Erzeugende von p*, und eine gehört zu p. 

Also hat, hei (2, 6)ii, eine p^ — und aueh allgemeiner eine p* ohne 
Leitgerade — mit jeder Regelsehaar p zwei Gerade gemein.**) 

Von den beiden duich einen Punkt X von t gehendtn Flauhen f 
enthält die eine m ihrei p die Erzeugende %un p'' Du zweite Er- 



*) (2, 7) besitzt keine Eegelfefhaaien 

**) Diea lehit auch die Abbildung (Anm ''1*), dein ein beiuhrunjfakegel 
dei' F und der Ebenenbüschel um eine von ihren Gecnden haben zwei Ebenen 
gemeiiisam 
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zeugende, welche sie gemeinsam haben, musa danu durch den zweiten 
Schnitt X' der t mit dieser f gehen, der so dem X eindeutig und 
zwar hier wiederum involutorisch zugeordnet wird, 

Die andere p*, welche die ( zur einfachen Leitgeraden hat, ent- 
hält den zweiten von X kommenden Congruenzstrahl, welcher der 
RegelscUaar q der zweiten durch X gehenden f angehört. Dies giebt 
eine zweite Involution auf i; wir haben also denjenigen Speciaifall 
einer invoJutorischen Correspondenz [2], der am Anfang von Nr, 30 
erwähnt wurde. 

In allen Fällen werden mühin auf einer Doppeltangente der Brenn- 
fläche durch die Trägerflächen eines Systems von Eegelschaaren der Con- 
gruem Projectivitäten hervorgerufen. 

Die Restcongruenz ist, wenn sie der Ort einfacher Leitgeraden 
von cubiachen Regelflächen ^^ der (2, n) ist, von der Ordnung 2{n — 2), 
der Klasse ^n(n — 1). Also erzeugen diejenigen von ihnen Strahlen, 
welche einer Geraden begegnen, eine Regelfläche vom Grade 
2in — 2) + \n{n — 1) == ^(n^ + 3« — 8). 

Wenn die Gerade aber der Congruenz selbst angehört, als g, so zer- 
fällt diese Regelfläche in zwei; die eine wird durch diejenigen Strahlen 
der Restcongruenz gebildet, welche Leitlinien cubischer Regelflächen 
p^ sind, unter deren Erzeugenden die g sieh selbst befindet; während 
bei den Regelflächen p^, deren einfache Leitgeraden den andern Theil 
bilden, dies nicht der Fall ist. Bei (2, 4), wo jeder Strahl der Rest- 
congruenz (4, 6) einfache Leitgerade für zwei p^ ist, die ihre doppelte 
Leitgerade bezw. durch den einen oder andern Sj schicken, kommt 
die Theilung der Regelfläche 10. Grades in zwei vom 5. Grade davon 
her, dass g auf der dem einen oder andern S^ zugehörigen p' sieh 
befindet. In den andern Fällen sind die Theiie ungleichartig. 

Wenn X ein Punkt von g und / der zweite durch ihn gehende 
Congruenzstrahl ist, so enthalten von den 2(m — 2) Flächen p^, welche 
zu den von X kommenden Strahlen der Restcongruenz gehören, offen- 
bar n — 2 die ß und n — 2 die g' als Erzeugende. Demnach ist g 
(m — 2)-fache Leitgerade für beide Theiie. 

Mit jedem der « — 1 weiteren Strahlen der {2, n), welche in einer 
Ebene durch g liegen, bestimmt g eine p^, deren einfache Leitgerade 
dann iu diese Ebene fällt; daher hat der erste Theil den Grad 

w — 2 + n ~ 1 = 2m - 3, 
der andere also den Grad 
^(iiH^" --8) — (2m~3) = ^«("-1J — ^ = «-2+i("-l)(«-2); 
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der letzte Snmmand bedeutet, daes die \(n — 1) (w — 2) Paare, die 
man ans den jj — 1 weiteren Strahlen bilden kann, zu so vielen q^ 
führen, die eine in die Ebene fallende Leitgetade haben, aber (/ nicht 
enthalten. 

Bei (2, 6)ii aber zerfällt die Regelfläche (6 + 10)'™ Grades der 
Strahlen der Reatcongruenz , welche einen Strahl der (2, 6)ii treffen, 
nicht; weil kein trennender Unterschied zwischen den beiden 9*, welche 
ihre einfache Leitgerade gemein haben, vorhanden ist. 



V. 
347 Alle unsere Congrumtsen (2, 11) sind eindeutig auf eine Eiene ah- 

hiläbar. 

Für diejenigen, die sich (mindestens) in einem tetraedralen 
Complexe befinden, also für (2, 6)n, (2, 5), (2, 4), (2, 3), (2, 2), folgt 
dies daraus, dass bei der eindeutigen Abbildung des Complexes in den 
Ebenenraum sich ergab , dass jede in ihm enthaltene Congrucuz 
2. Ordnung in eine Fläche 2. Klasse (Nr. 281), oder, durch Duali- 
sirung des Ebenenraums, in eine Fläche 2, Ordnung sieh abbildet, 
eine solche aber leicht eindeutig in ein Punktfeld abgebildet wer- 
den kann. 

Bei denjenigen von den 7 Congruensen, welche mindestens einen 
FunM 8„~i haben, d. h. hei allen erster Art, oder wddie wenigstens eine 
singulare Ehene haben, d. h. bei allen, mit Amnahme von (2, 7) und 
(2, 6)11, lässt sich die eindeutige Abbildung einfacher herstellen. 

Jede Ebene des Bündels aus einem S„-i enthält nur einen nickt 
mm Kegel (S„_i) gehörten Congruensstrahl und der Schnitt der Ebene 
mit einer festen Ebene TI Tmnn als Bild oder Frojection dieses Strahls 
auf die IT angesäten werden. Somit ist die Congruenz in ein Stratleu- 
feld (und damit auch in ein Punktfeld) eindeutig abgebildet. 

Aus jedem Funkte einer singulären Ebene kommt ein einziger nicht 
in die Ebene fallender CongruemstraJil; der Punkt ist das Bild desselben. 

Die erstere*) von diesen Abbildungen wollen wir etwas genauer 
betrachten. 

Der KegeJ (S„-,) enthält alle ^(k — 2) (« — 3) Punkte S^, alle 
(n — 2) (7 — n) Punkte S^, 7 — n Punkte S^ und sehliesst 

«6 -»)(!- «) 
Punkte iS'j aus, welche wir als S-^ von jenen unterscheiden wollen. 
1 piano delle congruenze (2, 6)3 e (2, 7). 
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Die den 7 ^ w ersten zugehörigen Ebenen ff gehen dureli S„-i ; be- 
zeichnen wir ihre Spuren in II mit i', so ist jeder dieser Strahlen t' das 
Bild aller Strahlen, des sugehörigen Büschels (S^, ff). Wir bezeichnen 
ebenso die Projeetionen der Sg, S^, S^, S^ mit Tg', T^' , T^ , f-,'. 
Jeder T^' liegt auf der zugehörigen t', und da durch jede Gerade 
S^—iS^ ein Büschel (S^, ff) geht, so hegt auch jeder 2*/ auf einer (', 
z. B, bei (2, 6)i liegen alle 4 Punkte T./ auf der einzigen t', bei (2, 5) 
die 6 Punkte 2'/ zu je dreien auf den zwei f. 

Durch jede S^-iSi gehen (Nr. 328) zwei Ebenen 6, also liegt 
jeder 2\' auf zwei f. 

Bin Ts aber liegt auf keiner f {Nr. 323). 

Die Bilder der singulären Kegel (Sg), (S^), {Sj) sind ersichtlich 
die StrahienbOschel T^', ZJ, T/. 

Weil die zweiten Brennebenen, welche zu den Kanten des Kegels 
(Ä„_i) gehören, den Anschmiegungsbegel li^n-il^ umhüllen, so bildet 
sich der Kegel {8„-i) in den Kegelschnitt S^' ab, in dem 11 von IÄb-iI^ 
geschnitten wird, als Curve 2. Klasse aufgefasst. Zweite Brennebenen 
für die Kanten S„_iS, sind die den S^ zugehörigen ffj also berührt 
dieser Kegelschnitt ©g' "^'^ "^ — ** Geraden t'. 

Die beiden Tangenten aus einem Tg an ihn sind die Bilder des 
Do[ pelstiahls iSn—iöj 

Einer Itegelfladie (l) {n -\- 2)**" Grades entspricht, weil sie den 
5 _i zum (n — 1) fachen Punkte- hat, eine Ctvrve 3. Klasse l^, da von 
je lern Punkte der J7 die Bilder der 3 Erzeugenden kommen, weiche 
Sa_iO ausaeihilb 5 _i schneiden. Diese Curve lg hat die Geraden 
t iSH lartgenten un 1 die n -\- 2 weiteren gemeinsamen Tangenten 
zweier }^ smd de Bilder derjenigen Congruenzstrahlen , welche die 
beiden l zugleich treflen 

Gel Ol t / seilst iur Oongruenz, so wird ihr Bild Doppeltangente 
von ?j 

Um jeden Punkt von 11 entsteht eine Involution, in der awei 
Strahlen gepaait sind m welche sich die beiden je von dem näm- 
lichen Punkte von S„— lO ausgehenden Congruenzstrahlen abbilden. 

Line ui den Congivms enthaltene BegelfläcJie q fi'"" Grades, welche 
den S„_i ~um y fathen Fimlcte hat, hildet sich in eine Curve p' von der 
KlasbC fi = ft — y ab 

Umgelehit uenti eine Cwrve ^i,'^ Klasse p' in II die Geraden t' 
'^' ßi 1^2 fachen Tangenten hat, so hat sie mit der einer Begelfläche 
(l) corresponJii enden l^ noch 3ft' — 2^/3; Tangenten gemeinsam; dies 
sind die Bilder von Congruenzstrahlen, welche der l begegnen; also 
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ist sie das Bild einer der Congruens ungehörigen Segelfläche 9 vom Grade 

Dies wollen wir auf die einfachaten Fälle ^ = 2, 3, 4 aiiweudeu. 

Eine Kegeischaar der Coiignieiiz bildet sich also, je nachdem sie 
durch S„_i geht oder nicht, in einen Strahl eubü seh el oder in eine 
Curye 2. Klasse ab; Ußt muss in den beiden Fällen 1 oder 4 sein; 
d. h. der Strahlenbüschel muss seinen Scheitel auf einer von den Ge- 
raden (' haben, der Kegelschnitt 4 von denselben berühren. 

Bei (2, 7) ist keins von beiden möglich, da keine Gerade t' vor- 
handen ist. 

Die Congniens (2, 7) enthält keine Jtegelschaar. 

Sind aber Gerade t' vorhanden, so fuhren alle Strahleubiischel- 
Systeme in 77, deren Scheitel auf einer von ihnen liegen, alle Kegel- 
schnitts chaaren, welche 4 von ihnen zu Grund tan genten haben, zu 
Regelscbaar-Systemen der Congruenz. Danach Mhen (2, 6)1, (2, 5), 
(2, 4) hem. 1, S, 3, aber (2, 3), (2, 2) bem. 4 + 1 = 5, 5 + n = 10 
Megelsckaar-Systeme. 

Dies letztere haben wir bis jetzt noch nicht bewiesen. Man er- 
sieht auch, daas sich jedem Regelschaar- Systeme, dessen entsprechendes 
Strahleubüschel- System die Scheitel auf einer der 5 Geraden (' hat, 
ein anderes zuordnet, welchem die die 4 andern i' berührende Kegel- 
aehnittschaav correspondirt. Es ist leicht, die Zahl der gemeinsamen 
Strahlen zweier Regelschaaren (Nr. 342 und 369) abzuleiten. 

Eine cubische Regelüäche der Congruenz bildet sich, je nachdem 
ihre Doppelgerade durch S„_i geht oder dieser Punkt ihr einfach oder 
gar nicht angehört, in einen Strahlenbüschel, eine Curve 2., bezw. 
3. Klasse ab. In den 3 Fällen muss Sßi den Werth 0, 3, 6 haben. 

Demnach führen die 00^ Strahlenbüschel in JI zu ebenso vielen 
cubischen Regelflächen der Congraenz, deren doppelte Leitgeraden 
durch S„_i gehen. 

2^ß! = 3 wird bei « < 4 möglich. 

Bei (2, 4) erhalten wir eine Kegelsehuitt-Schaarschaar, welche 
die 3 Geraden (', bei (2, 3) und (2, 2) aber 4, bezw. 10 solche Schaar- 
schaaren, welche je 3 von den 4 oder 5 Geraden t' berühren; ihnen 
entsprechen also 1,4, 10 Systeme von je 00^ cubischen Regelflächen 
in der Congruenz. 

Endlich 2Jßi = 6 wird nur bei « = 2 möglich und zwar dadurch, 
dass eine der 5 Geraden t' Doppeltangente der Curve 3. Klasse ist. 
Wir erhalten also 5 Schaarschaaren von Curven 3. Klasse, welche 
eine von den 5 t' doppelt, die andern einfach berühren, und ebenso 
viele doppelt unendliche Systeme von cubischen Eegelflächen. 
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Dahm- hüben wir bei (2, 7), (2, 6)i, (2, 5j ein, bei {2, 4), (2, 3), 
(2, 2) je 1 + 1, 1+4, 1 + 10 + 6 oder 2, 5, 16 doppelt unendliche 
Systetne von cuhischen Jtegelflächm, in allen Fällen so viele als es Fimkte 
S„-i ffkbt. 

Jede von den cubiscfwn Begelflächen der Oongruens schickt also iJire 
Doppelgeraäe dit/rch einen der Sn-i; z. B. liegt bei {2, 4) der T^', in den 
sich aus S^ ^ S„-i der andere S^ projicirt, ausserhalb der 3 Geraden 
t' und sendet also an jeden Kegelschnitt der Schaarscliaar 2 von den t' 
veraehiedene Taugenten; ihnen entsprechen 2 Erzeugende der Regel- 
fläche, die durch S^ gehen. 

ßegelflächen 4. Grades der Congruenz bilden sich ab in Curven 
3., 3. oder 4. Klasse (die Strahlenbiischel der 11 sind schon durch 
die beiden vorangehenden Fälle erschöpft), je nachdem der S^i auf 
ihnen doppelt, einfach oder gar nicht liegt. Also muss Sßi bezw. 
gleich 2, 5, 8 sein. Da die Curve 2. Klasse keine Doppeltangente 
haben kann, so sind im ersten Falle mindestens 2 Geraden t' erforder- 
lich. Also erhalten wir in den Fällen (2, 5), (2, 4), (2, 3), (2, 2) bezw. 
1, 3, 6, 10 Systeme 3. Stufe von Kegelschnitten, denen ebenso viele 
Systeme 3. Stufe von unicursalen Eegelflächen 4. Grades der Con- 
gruenz correspondiren. 

Handelt es sich um Curven 3. Klasse, so können entweder alle 
Geraden t' einfache Tangenten sein oder eine von ihnen ist eine dop- 
pelte. Danach müssen mindestens 5, bezw. 4 Gerade t' vorhanden 
sein, damit Sßi=^ 5 sei. 

Der zweite FalJ ist bei (2, 3) und bei (2, 2) möglich; wir er- 
halten 4, bezw. 20 Systeme von je oo^ unicursalen Curven 3. Klasse, 
welche eine t' zweimal und die 3 andern einmal berühren, und also 
ebenso viele Systeme von oo^ unicursalen Regelflächen 4. Grades in 
der Congruenz. 

Der erste Fall ist nur möglich bei (2, 2) und führt zu einem 
Systeme von cw* Curven 3. Klasse vom Geschlechte 1 und einem Sy- 
steme 4. Stufe von Itegelflächen 4. Grades vom Gescblechte 1, also 
(Nr. 40) mit zwei doppelten Leitgeraden. Das sind ersichtlich die 
zu den verschiedenen Geraden l gehörigen Flächen (I), jede bei zwei 
l sich ergebend. 

Endlich I^ßt = 8 bei den Curven 4. Klasse verlangt, dass 5 Ge- 
rade t' vorhanden seien, also die Congruenz (2, 2), und dass 3 von 
ihnen von den Curven doppelt berührt werden. Wir gelangen zu 10 
Systemen von je oo^ unicursalen Curven 4. Klasse und ebenso vielen 
dreistufigen Systemen unicursaler Regelflächen 4, Grades in (2, 2). 
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Die Zusammenfassung dieser Ergebnisse Iietert 

Die Congruengen (2, 7) und {2, 6)i mihalteti lerne Segelfladien 
4. Grades, (2, 5), (2, 4), (2, 3), (2, 2) aber lernten je 1, 3, b + 4 = 10, 
10 + 20 + 10 == 40 Systeme 3. Stuft ton miicursalpn Begelflachen 
4. Grades und (2, 2) ausserdem noeh t,tn System 4 Stufe von Eeyd 
flächen 4. Grades und ersten GescJile(kts 

Bei (2, 5) liegen S^ und die drei S^, bei (2, 4) beide ,Sj doppelt 
auf diesen Regelflächen. 

Die Systeme der Regelacliaaren u. s. f. sind so bescbafl'eu, dass, 
wenn k die Stufe ist, durcb « Strahlen der Congruenz eine ßegel- 
sebaar, . . . aus einem Systeme bestimmt ist. Es wird sich heraus- 
stellen, dass die Zahl der dreistufigen Systeme mit der der tetrae- 
dralen Complexe gleich ist, die durcb die Congruenz geben. 

348 In Bezug auf die siveite Abbildung mag es genügen, aus ihr 

nochmals die Regelacbaar-Syateme berznleiten. 

In der singulären Ebene 2?, in welche abgebildet wird, haben 
wir, ausser dem zugehörigen Punkte S^'^, folgende 5 weitern singulären 
Punkte: hei (2, 6)i: S^,, 48^; bei (2, 5): S^, 3S„ 8* oder 3S„ 2S,, 
je nachdem S zu einem der Sj, S," oder zu S^'' geböi-t; bei (2, 4): 
lÄg, 2Ss, 2Si; bei (2, 3): 2S^, SS^; bei {2, 2): 58^. 

Einer Geraden V in U entspricht, nachdem sich der Büschel 
(8^°, 2) abgelöst, eine Eegelfläche {n + 1)*^" Grades, der Restbestaud- 
thei) von {V); einem Kegelschnitte l'^ also eine Fläche 2(w -f- 1)'™ 
Grades. Eine Itegelschaar der Congruenz schneidet in S einen Kegel- 
schnitt oder eine Gerade ein und diese müssen je durch so viele von 
den 5 Punkten gehen, dass durch Abtrennung von deren Kegeln der 
Grad der Fläche von 2(n -\- 1), bezw. n -\- l auf 2 herabsinkt. 

Dem genügen in U 

bei (2, 6)i alle Strahlen des Büschels S^, 

bei (2, 5) alle Strahlen des Büschels S^ und alle Kegelschnitte 
des Büschels {S^, 'äS^), oder alle Kegelschnitte der beiden Büschel 
(3Ä3, ISO, 

bei (2, 4) alle Strahlen des Büschels S-^, alle Kegelschnitte der 
beiden Büschel (ISg, 28^, lÄJ, 

bei (2, 3) alle Strahlen der beiden Büschel S^ und alle Kegel- 
schnitte der 3 Büschel (2^2, 28^), 

endlich bei (2, 2) alle Strahlen der 5 Büsche! Sj und alle Kegel- 
schnitte der 5 Büschel (48^). 
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Hier bei der Congruenz (2, 2) jedoch sind die beiden Abbildungen 
nicht wesentlich nnterschieden, sie sind dual zu einander.*) 

Ver voll ständigen wir dies für die im Vorangehenden nicht mit 
iubegriffene Congrumz (2, 6)ii vermittelst der Abbildung derselben in 
eine Fläche 2. Klasse F. Die oo^ Bertihvungskegel derselben geben 
oo^ Eegdflächm 4. Grades von der Art III in der Congruenz {Nr. 285); 
die Doppelcurveu aller dieser Flächen gehen durch die 4 Punkte S^, 
als die Ecken des Tetraeders des tetraedralen Complexea T, in dem 
die Oongmenz enthalten ist. 

Unter den T an gerttial kegeln der F giebt es oo^, welche je zum 
coucentrisehen Kege! t^ des Complexes T so liegen, dass oo' Trieder 
diesem ein- und dem Tangentialkegel umgeschrieben sind. Diese 
führen zu den oo^ li^gelflächen 4. Grades in der Congruenz, welche, 
ausser der doppelten mtbischen Ldtcurve, noch eine Leitgerade haben und 
von der Art IV sind (Nr. 285), Beide Systeme fanden wir eben in 
Nr. 345. 

Die Ordnung 4 der B'"läche, welche durch die Spitzen dieser 
Kegel gebildet wird, lässt sich in folgender Weise gewinnen. 

Von einem Strahle g des Complexes seien die B er ührungs ebenen 
^ und 1^ an F gelegt; die Compiex-Kegelschnitte in ihnen berühren 
beide den g; folglich umhüllt die Ebene, welche die beiden zweiten 
Tangenten an sie je ans dem nUmlicheu Punkte von g verbindet, einen 
TorsuB 3. Klasse, zu dem auch | und %^ geboren. Die 4 weiteren 
gemeinsamen Ebenen, die er mit F hat, geben die 4 auf g gelegenen 
Spitzen. 

Biese eindeutigen Abhildungmt führen m Erzeugungen von mehreren 349 
der Congruemen {2, ») durch EienenbUndel oder Punktfelder, welche in 
einer Cremona'schen Verwandtschaft stehen.**) 

Wenn eine Congruens (2, n) mehr als einen PunM 8„-i hat, dann 
lässt sich stoischen den Ehenenbündeln um moei von diesen Funkten, die 
mir als jS„— i und S^i unterscheiden wollen, eine eindeutige quadratische 
Verwandtschaft herstellen , so dass die entsprechenden Ebenen sich in 
Strahlen der Congruens durchsdmeiden. 

Der Voraussetmng genügen die 3 Congruensen (2, 4), (2, 3), (2, 2). 



*) Für (2, 3) sehe man Caporali, Memorie ii Georaetria, S. 54. 
**) Vergl, die Anmerkung za Nr. 308; über die quadratisolie Verwandtschaft 
auch: Eeye, Zeitselinft für Mathematik Bd. 11 S. 280; 6. d. L. II 16. Vortrag. — 
la Bezug auf die Anwendung der Criimona'eclieii Transformaticmeii auf die 
Erzeugung vou Congruenzen insbesondere 1. und 2. Klasse oder Ordnung ver- 
weise ich auf die in Mr, 343 erwähnte Abhandlung yoa Hirat 
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Bei der ersten sind die beiden Punkte S^, S^' durch den einzigen 

Doppelstrahl verbunden, bei der zweiten Sj, S/, da je 2 Punkte S2 
conjugirt sind, durch einen Congruenzstrahl; bei der (2, 2) aber nehmet 
wir als Bündelscheitel S^, Sj swei nickt conjugirte S^, d. h. zwei solche, 
von denen keiner in der singulären Ebene des andern liegt. 

Die in den Ebenen eines EbenenbÜsehels im Bündel S„_i ge- 
legenen Congruenz strahlen erzeugen, abgesehen von (S„— 1), eine cu- 
biache Regelfläche; weil nun die Äxe des Büschels den Kegel (S^i), 
ausser in S„~i, einmal und nur einmal trifft, so geht eine Erzeugende 
dieser Regelfläche durch Sn~i und der Berührungskegel aus S^~i an 
sie besteht^ ausser aus dem Büschel um diese Gerade, aus einem Kegel 
2, G-rades. Dieser entspricht in der Verwandtschaft dem Ebenen- 
büschel und dieselbe ist daher quadratisch. 

Bei (2, 4) enthält keine Ebene durch die Gerade S^S^' einen 
Strahl der Congruenz, der nicht zu einem der beiden Kegel gehörte. 
Rechnen wir eine solche Ebene zum Bündel Sg, so haben wir als den 
Strahl, in dem sie sich mit ihrer entsprechenden schneidet, denjenigen 
anzusehen, welcher sich mit der in der Ebene gelegenen einfachen 
Kante von (S/) so vereinigt oder ihr so unendlich nahe ist, dass 
der Schnittpunkt der von S^' verschiedene Brennpunkt dieser Kante 
ist; die Verbin du ngs ebene dieser beiden unendlich nahen Strahlen, also 
die Ebene, welche unserer Ebene in S^' entspricht, berührt den An- 
schmiegungskegel \S^ \^ von ^ (Nr. 294) und dieser entspricht also in 
der Verwandtschaft dem Ebenenbüschel S^ S^'; das Erzeugnisa der 
Schnittlinien homologer Ebenen ist der singulare Kegel (Sg). 

Bei (2, 3), bezw. (2, 2) giebt es durch die Verbindungslinie Sn—i 
Sn—i eine, bezw. zwei singulare Ebenen (Sj); denn wir haben im ersten 
Falle h + /i' = »* + 1 (Nr. 329), im zweiten h + h' ^ n (Nr. 328); 
die Ebenen von S,^i und yS,_j nach den Strahlen des oder der 
Büschel {Sj) vereinigen sich. 

Die 3 Congriiengen (2, 4), (2, 3), (2, 2) Mnnen mithin durch die 
Schnittlinien entsprechender Ebenen sweier Ehenenbündel in quadratischer 
Verwandtschaft erzeugt werden, wofern diese Verwandtschaft eine all- 
gemeine ist oder eme oder med sich selbst entsprechende Ebenen hat.*) 

In dieser Weise lässt sich (2, 4} auf eine eingige, die (2, 3) auf 
i , 5 , 4 = 10, die (2, 2) auf -J- , 16 . 10 = 80 Arten erseugen; denn bei 
(2, 4) haben wir nur zwei Sg, bei (2, 3) sind je zwei der 5 Punkte S^ 



*) In BeKijg auf die duale Erzeugung disr (4,2) durch zwei quadratisch 1 
wandte Felder vergl. W. Stakl, Journal für Mathematik Bd. 97 S. liH. 
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yerbunden (Nr. 323, 324) und bei (2,' 2) hat jeder S^ 5 ihm verbun- 
dene, also 10 nicht vci-bundene i%. 

Die 3 Hauptebenen jedes der beiden Bündel in der quadratischen 
Verwandtschaft haben je oo' entspreche ncie Ebenen, die einen Büschel 
bilden und also in die Hauptebene einen zur Cougruenz gehörigen 
Strahlenbüschel einschneiden. 

So ergeben sich durch jeden der beiden Bündelscheitel ySg, Sg, Sj, 
in üebereinstimmung mit Nr. 324, insgesamiut 

3, 3 + 1, 3 + 2 + 1 

singulare Ebenen bei (2, 4), (2, 3), (2, 2). 

Wenn bei (2, 2) zioei verbundene Punkte Sj m BmdelscheUeln ge- 
nommen werden, so gelangen wir m einer Cremonn' sehen Verwandt- 
schaft 3. Grades, die wir nicht genauer betrachten wollen, weil wir in 
einer mehrere Congruenzen umfassenden Betrachtung die ja bei der 
in sich dualen (2, 2) auch mögliche duale Verwandtschaft und Er- 
zeugung erhalten. 

Wir betrachten zwei singulö/re Ebenen <?, (/, welche su verbundenen 350 
FuYÜiten Si, $1 gehören, so dass die Verbindungslinie S", S^' ein Con- 
gruenzstrahl und mit der Schnittlinie ffö' identisch ist. 

Von der Eegelfläche (J) , die einer Geraden l von zugehört, 
bleibt nach Ablösung des Büschels {S^, e), zu dem auch 00' gehöi-t, 
eine Fläche (n + 1)"" Grades, welche o" in einer Curve (n + l)**' 
Ordnung schneidet. 

Indem wir in ß und die beiden Spuren eines CongnienßstraJüs 
entdecken lassen, erhalten wir so für jede von den Congruenzen (2, «), 
die mindestens ein Paar verbundener singulärer Punkte jS^ haben, also 
für (2, 2), (2, 3), (2, 4), (2, 5), eine Cremona'sche Vermindtschaft 
(n + l)*"" Grades. 

Die Zahl der Paare verbundener Punkte S-^ und also d&- möglichen 
Verwandtschaften und Ersetignngmt ist bei den genannten 4 Congrttemsen, 
nach der Tabelle von Nr. 324, 

i . 16 . 5 = 40, ^ . 10 . 3 == iö, i . 6 . 2 = 6, 2. 

Dass in der jetzigen Verwandtschaft jeder PunJct der Geraden 00' 
sich selbst entspricht, ist unmittelbar einzusehen. 

Die Curve (n + 1)*^ Ordnung in ff', die einer Geraden l von 
correspondirt, geht durch die 4 übrigen singulären Punkte in 0' so 
oft, als l dem Kegel jedes derselben begegnet, also ihrem Grade ent- 
sprechend, mithin bei (2, 2) durch alle einmal, bei (2, 3) durch 2 
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einmal, durch die beiden übrigen zweimal; bei (2, 4} hat sie 1 ein- 
fachen, 2 zweifache, 1 dreifachen Punkt. 

Bisher sind die beiden Ebenen gleichartig gewesen, bei (2, 5) 
aber werden sie verschiedenartig; verbunden sind bei dieser Ood- 
gruenz die beiden bisher Ä/, S" (Nr. 323) genannten Punkte dem 8^% 
aber nicht einander. Wenn wie also unsem zweiten Punkt S^' sein 
lassen, so Rt S^ der Sj*. In 6 eee; e* ee^ (Si*) haben wir 3 dreifache 
und 1 emtachen, in c't^.^Sj^) hingegen 1 vierfachen, 3 zweifache 
Hauptpunkte 

Aber mit den aufgezählten Punkten sind die Hauptpunkte noch 
nicht eibchupft Wir haben schon mehrfach erwähnt, dass, wenn eine 
Ebene um eine Gerade einer singularen Ebene ö sich dreht, die n in 
ihr je enthaltenen Cougruenzstrahlen beim Durchgange durch ö in 
die n — 2 Transversalen dieser Ebene und zwei Strahlen ihres Bü- 
schels (S^, e) fallen. Weil diese n Strahlen von allen l in s ge- 
troffen werden, so sind ihre Spuren in (/, welche sämmtlich fest sind 
und auf es' liegen, gemeinsame Punkte aller entsprechenden Curven 
(w + 1)'''"^ Ordnung in e', also Hauptpunkte. Die Öpuren der n ~ 2 
Transversalen liefern ebenso viele einfache Hauptpunkte, die Strahlen 
des Büschels (S^, e) treffen beide die ö' im Punkte Sj, fo^lich wird 
dieser ein doppelter Hauptpunkt. 

Hierin verhalten sich beide Ebenen gleichartig. 

Demnach haben wir: 

hei (2, 2) eine ctibische Transformation mit 4 einfachen und einem 
doppelten Hauptpunkte in beiden Ebenen — die einzig mögliche 
cubische;*) 

hei (2, 3) eine Transformation 4. Grades mit 2 -[- 1 = 3 einfachen, 
2 -|- 1 = 3 doppelten Hauptpunkten in beiden Ebenen — Cremona' s 
zweite**) Transformation 4. Grades; 

hei (2, 4) eine Transformation 5. Grades mit 1 + ^ ^ ■' einfachen, 
2 -|- 1 = 3 zweifachen, 1 dreifachen Hauptpunkte in baden Ebenen 
— Cremona's zweite Tremsformation 5. Grades; 

endlich hei (2, 5) eine Transformation 6. Grades mit 1 + ^ = 4 
einfachen, 1 doppelten und 3 dreifachen Hauptpunkten in 6*, hingegen 



*) Dual hierzu iat die Verwandtschaft, die am Schlüsse lier vorigen ISummer 
erwähnt wurde. 

**) Cremona's Tabellen sind genau in derselben Eeihenfolge der einaelnen 
Fälle io Dewulf'B Bearbeitung {Bulletin des Sciences mathematiqnes Bd. V 
S. 20fl) reproducitt; uar beim 8. Grade ist dort, als fünfter, der von Cayley hin- 
zugefügte Pall eingeschaltet. 
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3 einfachen, 3+1 zweifachen, 1 vierfachen Hauptpnnkte in ö' — 
Cremona's dritte Transformation 6. Grades. 

Alle diese Transformationm haben die besondere Eigensduift, dass 
in jeder der leiden Ebenen auf der Schnittlinie ein doppelter und n — 2 
einfache Hauptpunkte liegen; ohno dieselbe würde die erzeugte Con- 
gruenz nicht 2. Ordnung sein. Diese Hauptpunkte sind in der eioen 
Ebene andere, als in der andern. 

Nehmen wir nun an, dass die Ebenen « und d zu nicht ver- 56\ 
bimdenen FunUcn S^, S/ gehören. Diese liegen jetzt nicht auf der 
Schnittlinie hö'; dieselbe enthält vielmehr zwei andere nicht verbun- 
dene singulare Punkte von der Gradsumme n (Nr. 328). 

Es sei l wiederum eine Gerade in ff; die Fläche (f) besteht, 
ausser aus (S, ö), aus einer Regeltläche (n + 1)'™ Grades, zn der als 
Erzeugende der Strahl von (S/, ß') gehört, welcher durch {l, ffi/) 
geht; also ist der fernere Schnitt mit o" eine Curve w"™ Ordnung. 

Jede der Congruensen (2, «), welche mindestens 3 nicht verbundejie 
Funkte Si Jmben, ruß in den sugeliörigen Ebenen eine Cremona'sche 
Verwandtschaft w**"" Grades hervor. 

Dieser Bedingung genügen dieselben 4 Gongrueitsen , wie im vo- 
rigen Falle. 

Die mmmehrigen Cremona'schen Transformationen sind jedodi sehr 
specieiler Art. 

Was die beiden Punkte auf ffff' anlangt, so sind sie bei {2, 2) 
zwei jS^, hei (2, 3) ein S^ und ein S^. 

Bei (2, 4) haben wir 2 Fälle a) tmd b) su unt^scheiden, je nach- 
dem nämlich die beiden m ö und a' gehörigen Punkte S-, und S/ dem- 
selben S^ verbunden sind oder verschiedenen; im ersten Falle liegen auf 
ffe' dieser Sg und ein S^, im zweiten Falle aber zwei Sg (Nr. 332). 

Bei (2, 5) können die jetzigen nicht verbundenen Punkte S,, S/ 
nur die bisher bei dieser Congruenz mit Ä/, S^" bezeichneten sein, 
welche beide dem S^ verbunden sind; also liegen auf der 66' der 8^ 
und der Sj*. 

Die Zahl der Faare nicht verbundener Funkte S^, also der mög- 
lichen Verwandtschaften und Erzeugungen ist i^ . IQ . 10 ^ SO bei (2, 2), 
■|- . 10 . 6 = 30 iä, (2, 3), weil jeder der 10 S^ 3 verbundene und also 
6 nicht verbundene S^ hat, femer 2.3 = 6 im Falle a) von (2, 4), 3 
im Falle &), da die 3 jedem Sj coojugirten S^ unter einander uicht 
verbunden sind (Nr. 329) und 3 Paare der ersten Art bilden, jeder 
aber mit einem bestimmten dem andern Sg conjugirten ein Paar der 
zweiten Art (Nr. 332), endlich 1 bei (2, 5). 
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In der Ebene ^ haben wir, ausser den beiden Punkten auf nd 
und dem S/, noch 3 singulare Punkte Ss, welche wiederum fßr das 
Feld e' Ä-faclie Hauptpunkte werden. Die Spuren, in e', der beiden 
Strahlen von (S^, ß), in welche bei der Bewegung einer Ebeue um 
die Gerade l von e zwei von den n Cougruenzstrahlen öbergehen, sind 
diesmal, weil diese Strahlen mit l sich verändern und Sj' nicht in öö" 
liegt, nicht fest, und ao gelangen wir durch diese Strahlen nicht zu 
Hauptpunkten. 

Die K ^ 2 Transversalen von <T liefern in ihren e'-Spuren auch 
Hauptpunkte, hier jedoch nicht durchweg einfache. Die einzige Trans- 
versale bei (2, 3) geht durch den fi^g auf ee" und macht ihn zum ein- 
fachen Hauptpunkte, die 2 Transversalen bei (2, 4) gehen im Falle 
a) beide durch den S^, im Falle b) beziehentlich durch die beiden S^ 
auf öö'; also wird jener 1 doppelter, diese aber werden 2 einfache Haupt- 
punkte; bei (2, 5) gehen die 3 Transversalen alle durch 5^ und machen 
ihn zum dreifachen Hauptpunkte. So haben wir 3 einfache Haupt- 
punkte und damit alle bei der quadratischen Verwandtschaft von 
(2, 2), ferner 2 -)- 1 einfache, 1 doppelten bei der cubischen von (2, 3), 
1 einfachen, 2 + 1 doppelte, bezw, 2+2 einfache, 1 dreifachen bei 
den Verwandtschaften 4. Grades von (2, 4) a) und b), und 3 zwei- 
fache, 1 dreifachen Hauptpunkt bei der Verwandtschaft 5. Grades 
von (2, 5). 

.Damit ist in den 4 letzten Fällen noch nicht die uothwendige 
Zahl von Hauptpunkten erreicht. 

Betrachten wir z. B. genauer die Verwandtschaft bei (2, 4) Fall a). 
Durch deu auf es' befindlichen Punkt Sg, den wir eben als doppelten 
Hauptpunkt erkannt haben, sei in d die Gerade X gelegt; nach Ab- 
seheidung des Kegels iß^ und des Büschels (S/, ff') bleibt von (f) 
eine ßegelschaar; die Punkte von X , von denen die beiden Erzeugenden 
dieser Regelaehaar ausgehen, welche von der beliebigen Geraden l in 
ö getroffen werden, sind die beiden weiteren Schnitte, ausser dem 
Doppelpunkte S^, der X mit der Curve 4. Ordnung in ö', die in der 
Verwandtschaft der l entspricht. Die Regelschaar hat, weil sie durch 
S3 geht, eine Erzeugende auf dem Kegel (iSfj) und dieselbe durch- 
läuft diesen Kegel, wenn /' den Büschel (83, 1/) beschreibt. Die beiden 
Transversalen in ff verbinden 8^ mit den beiden Sg von 6 und liegen 
auf (i5g) {Nr. 325). Es sei nun X insbesondere einer der beiden 
Strahlen von {Sj, ff'), bei welchen die Erzeugende der Regelsehaar, 
die auf {ß^ liegt, in eine der beiden Transversalen fällt; dann ist 
diese Transversale eine der beiden von l getroffenen ErzeugRuden der 
Regelschaar, und demnach ist auf der X einer der beiden weiteren 
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Schiiittpunkbe mit der der l entsprechenden Curve 4. Ordnung noch 
in den Punkt Sg gerückt. Die beiden genannten Stralilen Ton (S^, ö') 
berühren also die Äeste dieser Curve in ihrem Doppelpunkte öj. Da 
sie unabhängig von der Lage der Geraden l in ff '■md, &u haben alle 
den verschiedenen l entsprechenden Cnrven 4. Ordnung auch noch die 
Tangenten in ihrem gemein aehaftüchen Doppelpunkte Sg gemein, oder 
zwei weitere einfache Hauptpunkte liegen unendlich nahe neben diesem 
doppelten. 

In gleicher Weise sind, bei (2, 3), (2, 4) Fall b) und (2, 5), 
neben die auf ffö' gelegenen Hauptpunkte, welche sich in singulären 
Punkten befinden, d.i. bezw. neben einen einfachen, zwei einfache, einen 
dreifachen noch 1, 2, 3 einfache unendlich nahe gerückt, so dass die 
Curven mit allen Zweigen, mit denen sie diese Punkte durchlaufen, 
einander berühren. Nun ist die nothwendige Zahl von Hauptpunkten 
erlangt, und wir haben:*) 

hei (2, 3) die emsige Transformation 3. Grades, aber mit 3 unend- 
lich nahen einfachen Hauptpunkten; 

hei {2, 4) Fall d) die sweite Cremona'scke Tremsformation 4. Grades 
mit 3 einfachen wnd 3 doppelten Hmtpipunkten, von denen steei einfache 
dem einen doppelten mtendlich nahe liegen; 

hei (2, 4) FaU h) die erste Gremona' sehe Transformation 4. Grades, 
mit 6 einfachen und einem dreifachen Sattptpiinkte, von denen zweimal 
3 einfache unendlich nahe an einander liegen; 

hei (2, 5) endlich die zweite Gremona'sche Transformation 5. Grades 
mit 3 einfachen, 8 mveifachen, 1 dreifachen Hauptpunkte, nehen welchem 
letzteren die 3 einfachen unendlidi nahe liegen; 

in allen Folien sind heide Ebenen gleichartig. 

AUe diese Berührungen geschehen auf der G<f, und zwa^ sind die 
Funkte in beiden Feldern dieselben. 

Die Gerade aß' entspricht sieh hier nicht Punkt für Punkt, wie 
im vorigen Falle. Von der ihr entsprechenden Curve in jeder der 
beiden Ebenen löst sich die Hauptcurve ab , welche dem auf ihr ge- 
legenen beiden Ebenen gemeinsamen Hauptpunkte entspricht, bezw. 
im Falle b) von (2, 4} zwei Hauptgerade, weil wir da auf 60' zwei 
gemeinsame einfache Hauptpunkte haben; es bleibt als eigentliches 
entsprechendes Gebilde ein Kegelschnitt in allen 5 Fällen, 

Derselbe ist projectiv auf die Gerade bezogen; da aber die Ver- 
bindungslinien homologer Punkte nicht eine Curve 3. Klasse, sondern 
den Büschel der Congruenzstrablen in e oder 0' bilden, 

*) Vevgl. Hirat, a. a. 0. Nr. 67, 71, 74. 
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s J s ^st e t jnecl de F Uf vcha de se Dtes ni de hp'dm 
/ula c F Jite / oe denn 1 e d ht n ff oder e beh dl le 
I anten 1 er Kej,el haben denselben fej -p akt be leu Ebe en 

A el } &iJ cl l de ^ e a dtschaffet j^e als t Se { 2) 
ibt die de e ssige S$ec%(ü s ^ da n d eaem Falle cndl cl nalie 
an e nander gelegene Hauptp nkte n It vorkommen D e Ve idt 
Schaft st e e allqe e e nur 1 e Ebene s nd so oeleot J ss zwe 
Punkte 1 e nen f i e ent j c! enden n der nl nflln "^e 
t natürl h d 1 zu le N 34J be proehe e 



602 D ejen qe vo unsert Co jr n gm eiche » »äestens e e sng l e 
Ehe e hai>m also (2 2) (2 d) (^ 4) (9 ^) (2 G)i f } s en 
f,wetdeuitgen 'Verwandtschaften ewibchen ~uet reldern. Wii wollen au 
ihnen uns mit den wesentlichsten Eigenschaften dieser „doppelten' 
Transformationen, welche zuerst de Paolis untersucht hat,*) be^ 
kannt machen. 

Es sei E eme ieli^ige Ebene tmd S' eine singulare Ehme der 
vorgelegten C&ngruenz (2, «), welche su dem Punkte S^' gehört. Jedem 
Fimkt X mn 21 erdsprecJien die beiden Punkte X' und X', in denen 2' 
von den beiden OongruenestraMen gebroffen wird, die von X ausg 
Hingegen jedem Punkte X' {oder X') von S' entspricht mir der eine 
Punht X, in ivelehem der eine von ihm Icommende und nicht zum 
Strahlenhüschel (Ä/, S') gehörige Strahl der Gongrums die Ebene S 
schneidet. Wir nennen mit de Paolis deshalb die Ebene E die dop- 
pelte und die Ebene E' die einfache Ebene der Transformation. 

Zwischen den Punkten X' und X' in Z' , welche verbund£ne (eoa- 
giunti) genannt werden, besteht ersichtlich eine eindeuHge involutorische 
Verwandtschaft, die der doppelten verbundene. Wir wollen diese Ver- 
wandtschaft mit %i,i, die doppelte aber mit %i_% bezeichnen. 

Die Ordnung der Curve k' oder k, welche einer Geraden l von S 
oder V von 2' je in der andern Ebene entspricht, ist in beiden Fällen 
dieselbe, uämiich die Zahl entsprechender Punkte, welche zugleich auf 
l und V fallen. 

Sie ist in unserm Falle n -\- 1. 

In der That, die Fläche (l) {n + 2)"™ Grades hat einen Strahl 
des Büschels (S,', S') zur Erzeugenden , welcher der eine Oongruenz- 
strahl aus dem Punkte L ist, in welchem l die Schnittlinie 2J2^' 



*) Le trasformaz 
Ser. JII. Bd. 1 (1S77). 



i piane doppio. Memorie ■ 



' Accademia dei Lir 
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trifft. Also ist ihr Schnitt mit der Ebene S' Bur noch {w + 1)*" 
Ordnung; derselbe ist i'. Er wird durch die Spuren je der beiden 
Congrueuzstrahlen aus den veischiedenen Punkten X von l gebildet. 
Für h ist eme diesei Spuiea i selbst, dem nicht in H' fallendea 
Coiigruenz strahle entspieehend 

Dafte) (Hfy>jec7ie» oRe Puttlte der SdmiUUnie s^SS' sicli selbst. 

Welchei Punkt abei entspricht im Coatinuum der Punkte von X' 
dem andern von L ausgehenden Strahle der Congruenz, der zum 
BQschel (S/, H') gehört? 

Die zweiten Brennpunkte der Strahlen dieses Büschels erfüllen 
den Kegelschnitt 1^1^? längs dessen die Ebene S' die Brennfläche 
tangirt, und jeder dem S'/i unendlich nahe Strahl der Congruenz, 
z. B. der, welcher vom unendlich nahe an L auf l gelegenen Punkte 
kommt, trifft die Brennebene 2/' von 8^' L unendlich nahe an dem ihr 
nicht assocürten, also dem zweiten Brennpunkte (Nr. 301), d. h. die 
Curve A' geht durch diesen zweiten Brennpunkt. 

Der zweite PjmU, der in S' einem lenkte L von s entspricht, ist 
der zweite Schnitt des Strahls S-^'L mit dem Kegelschnitte | £' [^ in I^'. 

Wir haben n — 2 Transversalen t' in S', Strahlen der Congruenz, 
die nicht zum Büschel (iS/, S') gehören. Wir bezeichnen ihre Spttreii 
in S mit T. Für jede von ihnen ist der zweite, sonst ausserhalb X" 
befindliche, Congruenz strahl auch in diese Ebene gefallen. 

Also entspricht einem jeden dieser n — 2 Fimkte T von s, als 
Fvmkte von £, die ganze Gerade f, deren Spur in S er ist, und der 
zweite Schnitt T des Strahls S^'T mit \ H' \\ 

Und die Curve (n + 1)'^' Ordnung, welche in U' der Geraden s 
von 2 correspondirt, besteht aus s'^s, dem Kegelschnitte | 2' ;^ und 
den n — 2 Transversalen f. 

Auf den Flächen (f) haben wir die doppelte Leitgerade l, und 
die Doppelcurve [ ( | von der Ordnung ^n(n — V) -^ n — 2 (Nr. 315), 
also sind diese Flächen vom Gesehlechte 1. Und dasselbe gilt daher 
auch für die Curven X'. 

Den Geraden l der doppelten Ebene S entspiechen in dei einfachen 
Ebene Curven k' vom Geschlechte 1, wit nennen deshalb auch die Ihans- 
formation vom Geschlechte 1. 

Auf einer Curve l' bilden die verbundenen Punkte eine Coiie- 
spondenz [1, 1]; die Verbindungslinien entsprechender Punkte um- 
hüllen eine Curve von der Klasse n — 1, dem Gesehlechte und der 
Ordnung 2(« — 2), die Spur des Torsus l, der zur entsprechenden 
Geraden l in S gehört. 
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Alle diese co^ CurTen A' müssen so viele gemeinsame feste Punkte — 
Haup^unkte — *) haben, daas je zweien von ihnen noch die beiden 
veränderlichen Punkte X', X' gemeinschaftlieh sind, die dem Schnitt- 
punkte der correspondirenden Geraden l entsprechen. 

In 2J befinden sicli n Cmiyruensstrdhlen g^; es leuchtet sofort ein, 
dass die Spuren G^ äerselhen in £' gemeinsame einfache Hauptpwnhte 
der Ourven l' werden; und demnach sind die Geraden g^ selbst die 
ihnen entsprechenden Hauptgeraden in 2J. 

In S' liaben ua fetnei', ausser Si , noch 5 singulare Punkte S;,' 
der Congruetfe, weil die Spur des Kegels (Si) in 2 jeder Geraden l 
^-mal begegnet, so lat jeder Si' ein Ib-fadi&r Hauptpunkt in S' und die 
genannte Spur «eine entsprechende Hauptcurve in S. Dieselbe muss 
unicursal sein, weil ihre Punkte den unendlich nahen Punkten um S,,', 
also den Strahlen eines Büschels entsprechen (vergl, Nr. 316). Mit 
den Punkten G^' und Si,' sind die Hauptpunkte von 2' erschöpft. 

Wir fanden in Nr. 321 und 322 die Formeln VIi und VH, : 

^aj^Wh = 2w + 2, i:cc;,Wh(h — 1) = w (w — 1) — 2, 

in denen aber die Summen alle 6 singuläven Punkte von £' umfassen. 
Benutzen wir © für Summen, welche sich nur über die 6 Funkte, 
nach Ausschluss von S/, erstrecken, so erhalten wir: 

®a,Ph -= 2k + 1, ©«,.<'!?*(/( ~ 1) = n(n - I) — 2 
und daher: 

©ff,,|i)A2 = n^ -j^n — 1, B<K,!''>}i{h + 1) = «' + '6n. 
Wir haben: 

{n-\-\y = n-\- @ß„<'i;(^ + 2, 

■i«(H — 1) - -\<Bc^i'»h(h - 1) = 1, 

i(» + 1) (» + 4) — n — ^<Sa,Ph(Ji. + J) = 2; 

die letzte, welche aus den beiden voran cfehenden fol^t sagt aus, dass 
die Hauptpi kt fa h n n 11 h M nn ialt keit von Curven 

(n + 1)'" du n t tl n 

Dm G 1 J ^ n et S un al C -ven (n + 1)"** 

Ordnung X i^/wwljdmPkt nP nkt correspondirt. 

Von der Fla b (O ( + 2)*" G ad ä t b 1 Bü 1 el (Ä/, £') ab 
und die rest nlF!h(?) 1 dtn^Jd nt] echende Curve 
A ein. Auf {} ) t I n n h t 1 hat ne Doppelcurve 

*)Deri Id Cm r; ctalpmUe. 
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von der Ordnung jw(n — 1), die der einfaclien Leitgeraden nicht be- 
gegnet, ist also vom Geschlechte und mit ihr die A. 

Hau;ptpunkte fwr die Curven A sind wiw die Spuren T der Trans- 
versalen f und Bwar einfache und diese also ihre entsprechenden Haupt- 
geraden in ;£'. 

Es seien l' und l' zwei beliebige Geraden in S' ; die ihnen ent- 354 
sprechenden Curven A und A haben, ausser den Punkten T und dem 
Punkte, welcher dem Schnittpunkte l'V correspondirt, noch m^ + «+2 
Punkte gemein. Dieselben haben ihren einen entsprechenden Punkt 
auf tf den andern auf V. Durchläuft mithin X' die t , so fällt X' 
(n^ -{- n -\- 2)-mal auf l', oder in der verbundenen Transformation ent- 
spricht der Geraden t eine Curve von der Ordnung w^ -J- w -|- 2, 

Die eindeutige involutorische Verwandtschaft %\.i, welche mit der 
doppelten Tramsformation !Ei_2 verbunden ist, ist vom Grade n^-\-n-\-2. 

Wir wollen dies noch direct erkennen. Die Fläche (l'y achneidet, 
wie gesagt, eine Curve {n-\- l)"™ Ordnung A in 2/ ein; die Fläche der 
Congruenzstrahlenj welche diese treffen, ist vom Grade (h--|-1)(m+2), 
da die zu einer beliebigen Geraden p gehörige (_p) der genannten 
Curve so oft begegnet; sie zerfällt in die (V)' und eine Fläche vom 
Grade (« + 1)^ Jene erhält in jeder Ebene durch l' n Erzeugende, 
in der Ebene 2;' sind dies die « — 2 Transversalen und 2 Strahlen 
des Büschels (S/, I^') (Nr. 325). Daher gehören von den n -{- l 
Strahlen dieses Büschels, welche die Curve A treffen, zwei zu {l')', 
die n — 1 übrigen zur Fläche (m + 1)^*™ Grades, so dass diese von 
S' noch in einer Curve von der Ordnung «^ + m + 2 geschnitten 
wild Vielehe der l in 5Ei i entspricht. 

Nennen wii diese Curven i. 

Die Hauptpunlte dieser Verwandtschaft Xi,i*) lassen sich leicht 
nachweisen 

7ti thnen gehoten .zunächst als einfache die n — 2 Tunkte T', von 
denen jeder mit der zugehörigen Geraden t' der Spur T derselben in 
%i= entspiicht ÄKo lit diest t' die ihm entsprechende Hauptgerade 
in % 1 

Jede Curve A triflt einen der n Congruenzstrahlen g^^ in £ in 

*) Bei einer mvolutonechen Cremona'schen Verwandte ciaft fallen beide 
Curvennetze zuiammen und also au h. das System der einen Hauptpunkte und 
Hanptourven mit dem der aiderc — Ueber diese Verwandtscbaften sehe man: 
Bertini Annali di Matematica Ser. II Bd. 8 8.244; Capoiali, Memorie di 
Creometna & IIb 
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M + 1 Punkten; der zweite Congruenz strahl durch cmeD dieser PuaMe, 
ausser dem vom Punkte der entsprechenden V kommenden, ist der ^^ 
und seine Spur G^ ist demnach m -j- 1 Punkten you l' verbunden. 

Alle Curven V hc^en daher die n Punkte (?„' 2» (n -\- lyfachen. 

Die diesen Hauptpunkten entsprechenden Hauptcurven sind die 
Curven A', welche zu den ff^ als Geraden l von 2; gehören. 

Endlich sind auch noch die 5 Punkte Sh in 27' Hauptpunkte der 
Transformation 5Ei^i. Die Curve h*^' Ordnung, welche der Kegel (S/,') 
in £ schneidet, führt zu einer Regelfläche h(n + 2)^" Grades von 
Congruenzsirahlen, welche aus dem Kegel und einer Regelfläcbe' vom 
Grade h(n + 1) besteht. Der Schnitt des ersteren mit £' enthält 
nur einen Strahl von (S/, £') und demnach gehören h — 1 Strahlen 
dieses Büschels zur letzteren Regelfläche und der fernere Schnitt der- 
selben mit £', von der Ordnung nh -\- 1, ist die dem Punkte &V zu- 
gehörige Hauptcurve. 

Also ist jeder der 5 Fimlcte S/ ein (nh -\- \)-facfier RauptpunM 
der Transformation %i^i. 

Die Geschlechts- und die Schnittformel (wenn wir sie so nennen 
wollen) werden erfüllt: 
^{n' + )j + 1) («^ + h) = 1* . i(« + 1) » + ©«,(^1 . i(ÄM + 1) hn, 
(„3 _j_ „ _j_ 2)2 = ,j _ 2 _f_ n(n + 1)^ -f 8«//i>(äh + Ij^ + 1. 

Im Falle « ^ 2 haben wir eine involutorische eindeutige Ver- 
wandtschaft 8. Grades mit 2 -}- 5 dreifachen Hauptpunkten.*) 

3r»ö In beiden Ebenen einer doppelten Transformation sind im all- 

nach de Paolis dreierlei Arten von Hauptpunkten zu 
h d 
I 1 d 11 It 1 t 1) 1 1 1 H it 1 
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man will, die co^ diesem Punkte unendlich naben), 2) solche, denen 
Kwei verschiedene einander verbundene Hauptcurven entsprechen, 
3) solche, denen eine einzige sieh selbst verbundene Curve entspricht. 

Die Hauptpunkte T sind sämmtlieh von der ersten Art; ihnen 
entsprechen je die Gerade t' und der Punkt T'. 

In der einfüehen Ebene hat man 1) solche Hauptpunkte, welche 
auch in der verbundenen Transformation Hauptpunkte sind; 2) solche, 
die blos in der doppelten Transformation Hauptpunkte sind und also 
nur einen, aber einen verschiedenen verbundenen Punkt haben, 3) solche, 
welche sich selbst verbunden sind. 

Auch hier sind die sämmtlichen Hauptpunkte der Xi,a in 2.'', die 
G^ und die S/, von der ersten Art. 

Beide Ergebnisse entsprechen allgemeineren Sätzen von de Paolis 
über doppelte Transformationen vom Geschlechte oder 1. 

In der doppelten Ebene giebt es eine tfebergangs- oder Grensmrve 
Sl, welche durcli die Funkte gebildet wird, deren beide etüsprechende sich 
vereinigt haben. 

Sie ist ersichtlich in unserm Falle der Durchschnitt 4. Ordnung*) 
der Ebene 2! mit der Brennfläche der Congruenz. 

Die vereinigten Punkte in S' bilden eine Doppelcurve ü' oder 
zwei unendlich nahe neben einander liegende Ciirven, 

Die Uebergangs curve geht durch keinen von den Hauptpunkten 
von 2?, also bildet die Sl', doppelt gerechnet, die volle der ß ent- 
sprechende Curve 4(m + 1)*™ Ordnung. 

Die Doppelcurve Sl' — die Curve der in %i^i sich selbst entspreclien- 
den Punkte — ist von der Ordnung 2(n + 1). 

In den 2{n + 1) Punkten, weiche den Schnittpunkten einer Ge- 
raden l' mit iSi' entsprechen, berührt die correspon dir ende Curve A 
die jfi, und damit sind alle ihre Schnittpunkte mit ß absorbirt. Weil 
der Kegel (ä/) die BrenniBäche längs einer Curve 2/t'™ Ordnung be- 
rührt und diese die ß in 2h Punkten schneidet, so geht diß Doppel- 
curve 2h-mal durch jeden von den 5 FunMen S/; ferner berührt ß 
jede von den n Geraden g^ zweimal, also geht Sl' sweimal durch die 
Punkte G(,', 

Die volle Curve 2(n -\- 1)^'" Ordnung in 2J, welche durch Xi,a 
der Doppelcurve entspricht, setzt sich aus der ü eh ergang sc urve Sl 4. 
Ordnung, den n Geraden ^q; doppelt gerechnet, und den Spuren der 



*] Nach de Paolis ist dio Uebergangscurve , wenn p das Geschlecht der 
Transformatiüii ist, von der Ordnung 2(ji -|- 1). 
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116 GemeiDsame Betraclitnng der Congruenzen 2. Ordnung ohne aingnläre Linien. 
Kegel (Sh), je 2Ä-mal gerecbnet, zusammen; in der That ist: 
2(n + 1)^ = 4 + 2k + ©KftCi . 2h\ 

Die Curven A, welche den Geraden l' von S' entsprechen, müssen, 
als unicursale Curven, ^n(n — 1) Doppelpunkte haben; durch diese 
Bedingung, durch das Hindurchgehen durch die n — 2 Hauptpunkte 
T und die 2(n -\- l)-malige Berührung mit der Uebergangscurve H 
ist das zweifach unendliche System der l festgelegt; wir haben: 

^n + 1) (« + 4) = iw(« ^ 1) + « - 2 + 2(n + 1) + 2. 

35ß Wir nehmen an, dass die Ebene £ durch einen singulären Funkt 

Si i'^ Grades der Congruens geht; dann bekommt das System der 
Curven A in ihm noch einen i-faehen Hauptpunkt, welcher von der 
dritten Art ist, und zwar ist die entsprechende Hanptcurve ?'" Ord- 
nung — die Spur des Kegels (S;) — so beschaffen, dass jede beliebige 
zwei Punkte derselben einander verbunden sind. Si liegt auf der 
Uebergangscurve ß doppelt und deshalb berühren die Curven i die 
ß nur noch in 2(m +1) — i Punkten. Zur Doppelcnrve ß' gehört 
die Hanpteurve i^"^ Ordnung und die eigentliche Doppelcnrve ist also 
nur noch von der Ordnung 2(» -\- \') — i. 

Ebenso erniedrigt sich der Grad der involutorischen Verwandt- 
schaft %,^i auf n^ -\- n -\- 2 — i^. 

Wenn hingegen auch die Eiene £' eine heliehige .Ebene wird, so 
ergiebt sich eine zweisweideuUge Verwandtschaß vom Grade « -j- 2 und 
vom Geschlechte 1. In jeder der beiden Ebenen sind nur die Spuren 
der n in der andern gelegenen Congruenzstrahlen Hauptpunkte und 
zwar einfache. 

Die Uebergangscurven sind die Schnitte mit der Brennfiäche und 
die Doppelcurven sind von der Ordnung 2 (w + 2) ; in so vielen 
Punkten wird jede der beiden Uebergangscurven von den Curven 
{n -j- 2)'" Ordnung ihrer Ebenen berührt, welche den geraden Linien 
der andern Ebene correspondiren. 

Jeder Punkt der Schnittlinie £Z1' vereinigt sieh, als Punkt der 
einen oder andern Ebene, mit beiden entsprechenden. 
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Die Congruenz (2, 2). 



Die Coiigpuenz zweiten Grades (zweiter Ordnung und 
zweiter Klasse). 

I. 

Von den Congruenzeii 2. Ordnung ohne singulare Linie hat die 357 
in sich duaU) welche zugleich 2, Klasse ist, das Interesse der Geomefcer 
am meisten erregt,*) und wir werden sie deshalb im Folgenden von 
allen am eingehendsten behandeln. 

Wir beginnen zunächst damit, die schon gefundenen Eigenschaften 
derselben im Zusammenhange darzustellen; die Congruenz bezeichnen 
wir mit C. 

Die Congruenz Q hai 16 singulare Funkte, alle vom 1. Grade — 
weshalb der Zeiger 1, um den Grad zu bezeichnen, nicht erforderlich 
ist und untere Zeiger bei singulären Punkten in anderer Bedeutung 
angewandt werden können — und e&eMSO viele singulare Ebenen, jede 
einem von jenen mgehörig. 

Ihre Srennfläche, welche äienfaUs in sich dual ist, ist 4. Ordnung 
und 4. Klasse und hat die 16 singulären Fm^te gu Boppel/putikten , die 
16 singtdären Ebenen zu doppelten Serühru/ngsebenen. Sie wird nach 
Kummer, der diese überaus interessante Fläche zuerst untersucht 
hat, die Kummer' sehe Fläche genannt, so wie die Figur der 16 Punkte 
1? und 16 Ebenen ö die Kummer'sche Configuration. 

Durch die Congruenz C geht ein Strahlengewinde F. 

In jeder Ebene e liefinden sich, ausser dem zugehörigen, 5 andere 
Punkte S; alle 6 liegen auf dem K^elsehnitte, längs dessen die Ebene 
die Brennfläche 'berührt. 

Durch jeden Pmki S gehen, ausser der sugehörigen, 5 andere 
Ebenen 0; alle 6 berühren den Anschmiegungskegel der Srennfläche in 
jenem Punkte. 

Jede Verbindungslinie sweier Funkte S ist migleich eine SchniUUnie 
zweier Ebenen a; und umgekehrt. 

Wenn nämlich die beiden Punkte conjugirt sind, d. h. wenn einer 
und infolge dessen jeder von ihnen in der dem andern zugehörigen 

*) Kummer, Al)liaiidlvnigen der Bei'linei' Akademie für ISÖö; Reye, Journal 
ffli- Mathematik Bd. 86 S. 84, 209; Schur, Mathem. Ännalen Bd. 15 S. 433; 
Caporali, Memorie dell' Äccademia dei Lineei Ser. 111 Bd. 2 und Memorie di 
Geometria (Napoli 1888) S. 54, 86; W.Stahl, Journal f. Mathematik Bd. 92 
S, 173; Hirst, Proceed. London Math. Society Bd. 14 S. 251; Sturm, Journal 
f. Mathematik Bd. 101 S. 162, 
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118 Die Congruenz (2, 2). 

Ebene liegt, ao ist die Verbindungslinie die Schnittlinie der beiden 
zugehörigen Ebenen. 

Sind sie aber nicht conjugirt, so liegen auf der Schnittlinie ihrer 
Ebenen zwei andere Punkte S, die ihnen gemeinaam conjugirt aind, 
so dass auch die Ebenen dieser beiden Punkte durch diejenigen gehen, 
Ton denen wir ausgingen. 

Zwei conjuffirte oder vm-hundene Funkte S haben heinen gemeinsam, 
conjugirten Punkt, swei nickt conjugirte mvei gemeinsam conjugirte. 

Da jeder S 5 zu ihm conjugirte Punkte und 10 zu ihm nicht 
conjugirte hat, so giebt es 40 Paare conjugirter Punkte und 80 Paare 
nicht conjugirter. 

Die 40 Verhindungshnim dn ersteren sind Strahlen der Congniens 
und also auch des StiahUiigeiimdeb F, in dem sie sich befindet, die 80 
Verbin dungsliniea dei andern bilden 40 Paare von Polaren dieses 
Gewindes. 

Von den 5 zu demselben 8 conjugirten S sind Iceine sivei su ein- 
ander conjugirt. 

Wir können die zu zwei conjugirten oder verbundenen Punkteu 
S gehörigen Ebenen e ebenfalls conjugirt oder verbunden nennen, 
und ebenso nicht verbunden, wenn die Punkte nicht verbunden sind, 
und haben dann analoge Sätze für die Ebenen a. 

'8 Das der Congruens C sugehörige Nidlsystem ?E ist das gemeine, mit 

dem, Gewinde V verbundene, dessen Charakteristiken 1, 1, sind. Der 
Bang der C ist also 0; eine beliebige Gerade befindet sich mit keinen 
zwei Strahlen von C in einem und demselben Strahlen büsehel, ein 
Strahl aber von P mit allen Paaren von Congruenzstrahlen, die von 
seinen Punkten ausgehen oder in den Ebenen durch ihn liegen. 

Die einer Geraden l zugehörige Ourve 1 1 \, der Ort der Nullpunkte 
der Ebenen durch l, ist eine Gerade, die Polare V von l in Bezug 
auf r oder 9[, 

Der der l zugehörige Torsus l, der Ort der Nullebenen der Punkte 
von l, ist ein Ebenenb lisch el, dessen Äxe ebenfalls l' ist. 

Die einem Punkte P zugehörige Fläche (P), der Ort der Null- 
jjunkte der Ebenen durch P, ist die Nullebene von P; und ebenso ist 
die einer Ebene e zugehörige Fläche (e) der Ebenenbündel um den 
Nullpunkt von e. 

Die einer Geraden l mgehörige Fläche (f) ist eine Pegelfläche 
4. Grades, welche die Gerade l %ind ihre Polare V su doppelten Leit- 
(jeraäen hat; so dass zu l und V die nämliche Fläche {Vj = (V) gc- 
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Die Gongrnenz (2 ') 119 

hört. Die Cktspidalpunlcte auf I und l sind ihre '^üimtte in t 1(r 
Sreimflckke O. 

Damit haben wir das ^lerbtufige '■^ifbfem lon üegeifluchen 4 (riadL-i 
ersten Geschlechts in der Congruenz C (Ni 347) 

Jedes beliebige Gewinde hat aber mit P ein sokhes Polaieii- 
paar l, t gemein oder befindet aich m dem Bu'ichel durch das Stiahlen- 
tietz \lt~\. Also ist die Regelflache 4 Grades, welche es in die Con- 
gruenz C einschneidet (Nr 35), die (1)^(1) 

Demnach sind unsere oo* 'Begelfiackert auch dtejeniijen, uelcfte ui dw 
Congruenz C durch die co^ Gitimde emgesclnuüen wet Jen 

Auf dea beiden Leitgeradeii l und l entsteht durch die Eizeu^eii- 
deii eine Correspondenz [2 2j, u der sich je die Schnitte lerselben 
Erzeugenden entsprechen. Die Cuspid alpunkte sind die Vei-zweigungs- 
punkte dieser Correspondenz, also (Nr. 15) sind die beiden Würfe der 
Cuspidalpunlte einer Begelßäche 4. Grades mit mvei doppelten Leitgeraden 
zu einander projectiv, und für den vorliegenden Fall: 

Zwei in Sesug auf F polare Geraden l und V schneiden die Brenn- 
fläche von C in Punktumrfen gleiclien DoppelvcrhMtnisses, 

Wenn l dem Gewinde F angehört;, so haben sich die beiden Leit- 
geraden der Regelfläche vereinigt. 

Wenn aber l gar zu C gehört, so ist sie für die Regelfläche ein- 
fache Leitgerade und doppelte Erzeugende (Nr. 290). 

Die drei Regelfiäehen 4. Grades sind von der Art I, II, XII 
(Nr, 40, 46). 

Geht ( durch einen Punkt S oder fällt sie in eine Ebene ff, so 
liegt V in der zugehörigen Ebene c, bezw. geht durch den zugehörigen 
Punkt S; es verbleibt von der Flache (l) ^ {l"), nach Absonderung 
eines Strahlenbüschels, eine cubische Regelfläche; die durch S gehende 
von den beiden Leitgeraden ist doppelte Leitgerade und Ase eines 
Büschels von einfachen Berührungsebenen, die in der ö befindliche 
einfache Leitgerade und Axe eines Büschels doppelter Tangentialebenen 
(Nr. 39). 

Befindet sich endlich l in einem Strahlenbüschel, dessen Scheitel 
und Ebene nicht in Bezug auf C zusammengehören, so sondern sich 
2 StrahlenbUschel ab und es bleibt eine Regelschaar; dies führt uns 
(Nr. 330) zu den Regelsehaar-Sjstemen der C, 

Von den Erzeugungen der Congruenz C sind die durch projective 359 
Strahlenbüachel jedenfalls die einfachsten; sie sind nach Nr.337 folgende: 

Die Congruenz C entsteht durch alle Strahlen, welche homologe Strahlen 
von 3 projectiven Strahlenbüscheln treffen, wenn 
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120 Die CoQgtuena (2,2), 

entweder zwei von diesen Büscheln einen gemeinsamen und ungleich 
sich selbst entsjarechenäen Strahl iesUgen, 

od^r die 3 Sirahl^^/Uschel eine solche Lage haben, dass der Schnitt- 
punkt ihrer Ehenen in die YerUndmigsd>ene ihrer Scheitel fällt und über- 
dies ihre 3 Strahlen, welche mit jenem Punkte tmd deshalb mich mit dieser 
Ehme ineiäiren, in den Frojectivitäten einander entsprechen. 

Von diesen beiden in sich dualen Erzeugungen ist die erstere die 
werthvoUere, weil, sie unmittelbar zeigt, dass C in einem linearen Com- 
plexe, so wie in (mindestens) zwei tetraedralea Coniplexen enthalten ist, 

Dass C Schnitt eines linearen Complexes mit einem teiraedralen ist, 
kann man auch als eine Erzeugung anselien. 

Die Erzeugungen durch höhere Verwandtschaften werden später 
erwähnt. 

360 Wir wollen eine geeignete Bezeichnung der singulären Elemente 

einführen. 

In der allgemeinen Betrachtung der (2, n) haben wir unter den 
8i einen als iS«_i ausgezeichnet; weshalb auch die Zahl ^(7 — n){8 — n) 
für die Si (Nr. 319), wenn n = 2 ist, nur 15 giebt. Es empfiehlt 
sich ebenso bei der Bezeichnung einen der singulären Punkte zu be- 
vorzugen. Wir nennen ihn 

11 
und die 5 übrigen in seiner Ebene (11) befindlichen, also dem 11 ver- 
bundenen 

12, 13, 14, 15, 16. 

Die 15 Verbindungslinien dieser 6 Punkte sind die Spuren, in (11), 
der 15 übrigen Ebenen e. üud zwar sind die 5, welche durch 11 
gehen: 11 (12, 13, 14, 15, 16) die Spuren der Ebenen (12), (13), (14), 
(15), (16); denn (12) muss durch 12 gehen und, weil 12 zu 11 con- 
jugirt ist, auch durch 11, 

Die übrigen 10 Geraden in (11) verbinden zwei nicht conjugirte 
Punkte; die durch die Verbindungslinie von li und Ifc gehende Ebene 
heisse 

und ihr zugehöriger Punkt 

ik; 
sodass die 10 ausserhalb (11) gelegenen Punkte sind: 

23, 24, 25, 26, 34, 35, 36, 45, 46, 56.*) 
Eine Umstellung der beiden Ziffern ist stets erlaubt. 

*) Die Beaeiclinung weicht nicht wesentlich von deijenigeu Weber's uud 
Heye' 8 (Journal für Matbomatik Bd. 84 S, 343, Bd. 86 S, 99 und Geomefaie der 
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Die CoDgruenz (3, 2). 121 

Setzt man nun noch fest, dass 

11 = 22 = 33 = 44 = 55 = 66, 
erkennt mau sofort, dass in eitler Ebene {li) sich die 6 Funkte ik 
der Punkt ii^Ei 11 nach der Definition von (li) und die 5 
Punkte iJc, bei denen h^i ist, weil die Ebene {th) durch li, also die 
Ebene (li) durch den Punkt ih geht.*) 

Folglich gehen auch durch den Punkt 1» die Ebenen (ih). 
Die Ebene (23) enthält nach der Definition die Punkte 12, 13, 
23; einen andern Punkt, dessen eine Ziffer 2 oder 3 ist, kann sie 
nicht enthalten; denn läge z. B. 24 in (23), so wären 23 und 24 ver- 
bunden, also hätten sie keinen gemeinsamen verbundenen Punkt, wäh- 
rend doch beide Ebenen (23) und (24) durch 12 gehen. Demnach 
sind die 3 übrigen in (23) gelegenen Punkte 45, 46, 56. 

Sind also i, k swei vetschiedene ton den 5 Ziffern 2, 3, 4, 5, 6 und 
l, m, n die drei ührigm, so hegen m dei Ebene (ik) die IMnkte: 

ik, li, lÄ-, Im, In, mn 
und durch den Punkt iJc gehen die Ebenen; 

(ii), (U), (li), (ii»), ((«), (»«). 
Wir entnehmen hieraus folgende Regel für verbundene oder con- 
jugirte Punkte: 

Zwei singulare Punkte sind verbunden, wenn ihre 4 Ziffern sämmt- 
lich von 1 und unter einander verschieden sind, oder wenn 1 einmal 
und eine zweite Ziffer zweimal oder wenn 1 dreimal auftritt. 

Dabei ist aber der bevorzugte Punkt mit 11 bezeichnet, wie es 
auch meistens geschehen soll. 
Demnach sind verbunden: 

23, 45; 12, 23; 11, 12. 
Dieselbe Regel gilt für verbundene Ebenen. 



T a„e II & 25-!) ib ist aber so lange man eich nur mit einer Congruenz be 
schäftigt wDhl etwas einfachei und uberaichtlicher Die Untcrai-liiedt. sind 

1) Nioht die Namen der Punkte S nur die de Lbenen a smd umllammert 
dies entspricht der bisher in diesem Buche getr\u hten Bezeichnung unl ge 
(stattet einen Pinkt ü md die zugelion|,e El enc o gleithirtig zi benennen 

2) Durch Hinzufugmg bezw Unterdiuckimg von 1 siul die ein od drei 
ziSiJgen Namen \oi Weber nd Roye auch, in aweiziffrige verwandelt 

S) Weber und Peve bezeichnen den Punkt 11 mit 

bp^tei wir 1 diese Weber Bej f soke Bezeiclinung zu ihrem Hechte kommen 
*) Der Bewei& gilt für * > 1, bei » ^ 1 ist der Satz nach der Definition 
der Punkte It unraittelbii klw. 
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122 Die Congruenz (3, 2). 

Nicht verbunden sind also zwei Punkte, wonn die 1 zweimal vor- 
kommt — sei es bei demselben oder bei verschiedenen Punkten — 
oder wenn sie einmal auftritt und <Jie drei übrigen Ziffern verschieden 
sind, oder wenn sie gar nicht vorkommt und die Punkte eine ge- 
meinsame Ziffer haben. Al^o haben wir folgende 4 Typen nicht ver- 
bundener Punkte: 

11, 23; 12, 13; 12, 34; 25, 26. 

In jedem Falle haben wir zwei gemeinsam verbundene; die.se sind: 

12, 13; 11, 23; 25, 26; 12, 34; 

mithin sind (12), (13); u. s. w. je die beiden singulären Ebenen, die 
durch die beiden Punkte zugleich gehen. 

Der Bezeichnung nach haben wir also zwei Typen von zwei 
Paaren nicbt verbundener Punkte, welche gegenseitig verbunden sind. 

Der eine ist von der Form ' ; es treten überhaupt nur 3 
Ziffern auf und 1 in jedem Paare zweimal, aber auf verschiedene Weise. 

Der andere Typus ist von der Form ' ; alle Ziffern kom- 
men vor; die 1 nur in dem einen Paare und die Ziffer, die da mit 
ihr verbunden ist, kommt dann im andern zweimal vor. 

361 Betrachten wir nun die 6 Punkte in eiuer Ebene, z. B. in (23); 

wir können aus ihnen bekanntlich 60 Sechsecke bilden; wir bilden 
etwa das Sechseck: 

12, 46, 13, 45, 23, 56; 
von seinen 6 Seiten verbinden nur die beiden durch 23, den der Ebene 
zugehörigen Punkt, gehenden conjugirte Punkte, die andern nicht con- 
jugirte. Nach dem Vorangehenden können wir leicht die zweiten Ebenen 
ö durch diese Seiten angeben, bei den zwei zuerst genannten sind es 
die den zweiten Ecken zugehörigen; also durch: 

WTiQ, 46713, 13^, iö,'2^, 23756, 56, 12 
gehen bezw. 

(25), (35), (36), (45), (56), (24). 
Die 3 Schnittpunkte der Gegenseiten des Sechsecks liegen daher 
bezw. auf den 3 Schnittlinien von zwei Ebenen: 



(25)(45), (36){56), (36)(24). 
In den beiden ersten schneiden sich nicht verbundene, in der 
letzten aber verbundene Ebenen; auf ihr liegen also die Punkte 36, 24. 
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Die auf den beiden erster, gelegenen sind die gemeinsam coiijugirten 
zu den Punkten der in ihnen sieh schneidenden Ebenen, also 15, 24, 
bezw. 15, 36. Folglich befinden sich die 3 Schnittlinien in der Ebene 
15, 24, 36; und ihre Spuren in der Ebene (23) sind in gerader Linie 
gelegen, das Sechseck ist ein Paseal'sches. Und wir haben so von 
neuem bewiesen^ dass die 6 in einer singulären Ehme gelegenen singu- 
lären Punkte auf einem Kegelschnitte sich befinden. 

Die 60 Pascal' sehen Linien sind die Schnitte der Ebene mit 60 



solchen Ehefnen wie 15, M , 36. Die Zahl ist leicht zu ermitteln. 
Ausserhalb jeder singulären Ebene liegen 10 singulare Punkte, welche 
120 Dreiecke bilden. In jeder der 15 übrigen Ebenen e befinden sich 
4 von diesen 10 Punkten und bilden 4 Dreiecke. Zieht man diese 
15 . 4 Dreiecke von den 120 ab, so erhält man die (iO, deren Ebenen 
die Pascai'schen Linien einsehneiden. 

Da zwei verbundene Punkte keinen gemeinsamen verbundenen 362 
Punkt haben, so giebt es keine Dreiecke aus 3 gegenseitig verbun- 
denen Punkten jS. 

Wiy haben daher nur 3 Sorten von Dreiecken ans Punkten S, 
solche, von denen 2, 1 oder keine Seite der Congruenz zugehört. 

Von den ersten ist nnmittelbar klar, dass sie in singulären Ebenen 
liegen; ihre Zahl ist 16 . -J- . 5 . 4 = 160. 

Aber auch von denen der dritten Sorte, deren Ecken sämmtlich 
gegenseitig nicht verbunden sind, gilt dies. In der That, zwei nicht 
verbundene Punkte haben 2 gemeinsam verbundene; ausserdem hat 
jeder noch 3, die nur ihm verbunden sind, also bleiben 6, welche 
keinem von beiden verbunden sind. Diese 6 sind die 2 . 3, welche in 
den beiden Ebenen 6, die durch die beiden Punkte gehen, ausser diesen 
und je dem zugehörigen Punkte liegen; denn die 5 Punkte S einer ff, 
die vom zugehörigen verschieden, also ihm verbunden sind, sind gegen- 
seitig nicht verbunden. 

Jeder dei b Punl tu befindet sich aUo mit den beiden gegebeneu 
in einei Ebene 6 

Drei geqenbeitiq nicht letbundtnc odu nicht coiijugttte Punlti, S 
befnden steh btets in einet Ebene o und tnd dem Puiiltc S derselben 
gemeinsam veibundeti 

Es giebt 80 Paare nicht verbundener S, also ^ . 80 . 6 -= 160 
Tripel von gegenseitig nicht verbundenen Punkten, ersichtlich in jeder 
der Ebenen ff 10, gebildet aus je 3 von den 5 Punkten, denen die 
Ebene nicht zugehört. 
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124 Die Congruenz {3, 2). 

Die zweite Ebene 6, welciie je durch die beiden übrigen von diesen 
5 Punkten geht, Hefert in ihrem zugehörigen Punkte den einzigen 
ausserhalb der Ebene gelegenen Punkt, der allen 3 Punkten des Tripels 
nicht verbunden ist. 

Zu drei Funkten S, welche gegenseitig nicht verbunden sind, giebt 
es in ihrer Ebene o noch 2 andere, die allen nicht verbunden sind, 
ausserhalb dieser Ebene nur 1. 

'L. B. den 12, 13, welche nicht verbunden sind, sind gemeinsam 
verbunden; 11, 23; dem 12 sind weiter verbunden 24, 25, 26, dem 
13: 34, 35, 36; beiden nicht verbunden sind: 14, 15, 16; 45, 46, 56, 
die erstem gelegen in (11), die andern in (23). Also bilden 12, 13, 
14 ein Tripel gegenseitig nicht verbundener Paukte; gemeinsam ver- 
bunden sind sie dem 11, nicht verbunden sind ihnen 15, 16 in der 
Ebene (11), ausserhalb nur 56, dessen Ebene durch diese beiden 
Punkte 15, 16 geht. 

Wir erkennen schon, dass wir so aus den 160 Tripeln |, 160. 1=40 
Tetraeder von gegenseitig nicht conjugirten Funkt&n erhalten. 

Von den 560 aus Punkten S gebildeten Dreiecken oder Tripeln 
bleiben nur noch 340 von der zweiten Sorte übrig, in denen 2 Ecken 
einandet, aber beide nicht der dritten Ecke verbmtden sind, und die nicht 
mehr tn einer Ebene e liegen, denn die 16 . 20 Dreiecke der c sind er- 
schöpft. Durch jede von den 3 Seiten gehen 2 Ebenen ö, durch jede 
Ecke noch 2 weitere, also bleiben 4 Ebenen 6 übrig, welche ein der- 
artiges Dreieck ganz aus seh Hessen. Wir wissen, daas jede e 60 solche 
Dreiecke ausschliesst, deren Ebenen die Pascal'schen Linien ihrer 
Sechsecke einschneiden; dies führt ebenfalls zu ^.16.60 = 240 Drei- 
ecken dieser Art; die Ebmte eines jeden enthält 4 Fascal'sche Linien. 

3 Ein durch C gehender tetraedraler Complex ergab sich (Nr. 336) 

vermittelst zweier Strahlenbüschel (S, e), (fi", e'), welche aus zwei 
Paaren verschlungener Büschel: 

(S, 6), (S, 5); (S-, «'), S', g) 

genommen sind. Die Scheitel des einen Paars sind nicht verbunden 
denen des andern, also sind S und S' nicht verbunden, ingleicheu nicht 
S und >S" und ebenso die zugehörigen Ebenen ff, ö'. Folglich liegen 
auf ffff' 2 andere Punkte S^, i%, die gemeinsam conjugirten von 
S, S'. Die 4 Punkte 3, S', S^, S^ sind die Ecken des Tetraeders 
des tetraedralen Oomplexea; S^, S^, S in ff gelegen, die zu S gehört, 
folglich gegenseitig nicht verbunden, ebenso 8^, S^, S', also alle vier 
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Punkte gegenseitig nicht verbunden. Mithin sind alle 4 Ebenen < 
Tetraeders Ebenen ff und gegenseitig nicht verbunden. 



Die Ecken und Ebenen des Tetraeders jedes durch C gehenden tetrae- 
dralen Complexes sind gegenseitig nickt conjugiH. 

Umgekehrt, wenn die singalären Punkte S, S', S^, S^ nicht in der- 
selben Ebene liegen und gegenseitig nicht verbunden sind, ao sind 
alle 4 Verbindungsebenen Ebenen ff; zu den Ebenen G^SS^S^ und 
e' ^ S' 8^82 mögen die Punkte S, S' und zu den Punkten S, S' die 
Ebenen e, (f gehören; dann sind sowohl (S, ff) und (S, 0), als auch 
(S'j 6') und (S', g') verschlungen; also führen (S, o) und (S', ö") zil 
einem die C enthaltenden tetraedralen Complese, dessen Tetraeder 
8, 8' und die auf ötf' gelegenen 8^, S^ zu Ecken hat. 

Da wir nun 40 Tetraeder von gegenseitig nicht verbundenen 
Punkten 8 haben, so folgt: 

Durch C oder (2, 2) geh^n 40 tetraedrale Complexe.*) 

Die 40 Tetraeder von gegenseitig nicht verbundenen Punkten S 
kann man die Complextetraeder der C'ongrucnz C nennen. 

Wir erhielten (Nr, 347) 40 dreistufige Systeme v07i unicursalm 
Megelflächen 4. Grades p* in der Congruens (2, 2), also ebenso viele als 
tetraedrale Cmiplexe durch sie gehen. Jeder von diesen Complexen ent- 
hält (Nr. 2Ö4J cx)' Sehnen- Congruensen [r^] von cubischmi Baumcurven. 
Die Begelflädie 4. Grades mit der cubischen Saumcurve r, als Doppel- 
curve, welche [r^] mit dem Gewinde F gemdnsam hat (Nr. 41, 58), ge- 
hört vollständig sur Congruens. Drei Strahlen derselben bestimmen 
(Nr. 254) eine [r-j] und also eine Regelfläche 4. Grades. Wir halten 
so, weil auch iu jedem der dreistufigen Systeme durch 3 Strahlen eine 
p* bestimmt wird, hierdurch diese 40 dreistufigen Systeme schon voll- 
ständig. Dual aber müssen auch die 00^ Axen-Congrueuzen eines der 
tetraedralen Complese zu ebenso vielen p* in der Congruenz führen. 
Folglich muas jede auf die eine Weise erhaltene Regelfläche p* sich 
auch auf die andere ergeben; d. h. die Axen-Congruenz [r^], welche 
zu dem Torsus 3. Klasse ihrer doppelten Berührungsebenen gehört, 
muss ebenfalls iu dem tetraedralen Complese sich .befinden, dem die 
Sehne n-Congruenz ihrer cubischen Doppeleurve angehört. 

Nachdem C als Schnitt eines Strahlengewindes F mit einem tetra- 
edralen Coraplexe T erkannt ist, mag gezeigt werden, wie «ms dieser 
Entstehungstee ise sich die Iß StrahlenbUsckel von C ergeben. 

Das Tetraeder von T sei {ÄBCD, aßyS) und A', B', C, D' 

*) Zuerst gefunden von Caporali. 
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seien die Nullpunkte von a, ß, y, d; a\ ß', y', ä' die NLiUebeueii von 
A, B, C, D in Bezug auf J''; dami erkeuMt man sofort die 8 Strahlen- 
büschel : 

(A,«), {B,f), (Cr), (i),»), (Ä.^), (B:,ji), c», (C-,ä) 

als zur Schnittcongraeiiz gehörig. Ausserdem enthält T nur Stralileii- 
biischel, welche ihren Scheitel in einer Ebene des Tetraeders haben 
und ihre Ebene durch die Gegenecke senden (Nr. 256). Alle Strahlen- 
hüschel aber von F, deren Scheitel mit « und deren Ebenen mit A 
incidiren, senden ihre Ebenen durch A und haben ihre Scheitel auf a. 
Die Ebenen der Büschel aber von T, deren Scheitel auf aa liegen, 
umhüllen (Nr. 256) einen Kegel 2. Grades aus A\ die Berührungs- 
ebenen an ihn aus ÄA' tragen also zwei weitere Büschel der C und 
auf diese Weise erhalten wir 8 Strahlen büschel. 
Wir nennen die so sich ergebenden Büschel 

{A,aX(A„,c,);...{D,,S,). 
In der Ebene r liegen dann z. B. die Punkte Ä ; B, C, I), A^,. A, ; 
iu «' die Funkte A; B', C, D', A^, A^; ähnlich in /i, . . . Ö\ 

In a^ liegen Ä^; A, Ä; sodana noch von jedem der 3 Paare ^i, 
B^; Gl, C^; D^, D^ einer. In der That, durch den Punkt a^ßß' geht 
von jedem der Büschel {A^, k,), {B', ß) und (B, ß') ein Strahl, deni- 
nacli ein ganzer Strahlenbüschel, folglich ist er einer von den beiden 
auf ßß' gelegenen Punkten i?^, B^. Nehmen wir nun an, dass in «, 
die Punkte i?^, C\, Di liegen, so müssen, da auf a^a^ schon A, A' 
sich befinden, in «^ die B.2, C^, B^ liegen. Wegen des Nulisystems 
vou r liegen dann A^ in ß^, 'y^, d^, A^ in ß^, y^ ö^; und da nun ß^ 
mit «j schon A^, B, gemein hat, so kann sie nicht durch C, oder Z), 
gehen, sondern muss O^ und B^ enthalten, IHe Vertheihmg der wei- 
teren Funkte A^, ... B^ in dsii «j, ... S.^ ist also die folgende: 
a^: B„C„D,; ß,: Ä, , C„ D,; y,: A„ B„ B,; d^:A^,B^,C^ 
a^: B^,Ü^,B.,; ß^: A^^C^, B^] y^: Ä,, B,, B^; d^: A^,B^,C,. 

364 Bie einfachste Brsmgimgswme det- (2, 2) ist diejenige durch die 

Strahlen, welche homologe Sfralilen von 3 ^ojectipeii Strahlenhiischeln 
{A, «), {S, ß), (0, y) mgleich treffen, von denen zwei {A, a) und (B, ß) 
einen gemeinsamen vnd sich selbst entsprerhendeti StraM haben; wir 
wollen auch am dieser Erseugmtgsweise die 10 Strahlenbüschel ableiten. 
Die genannten beiden Strahlenbüschel erzeugen das durch die 
Congruenz gehende Strahlengewinde T"; wenn in Bezug auf dasselbe 
d NuUobeue von C und B Nullpunkt von y ist, so treffen auch alle 
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Strahieu toü C, welche einem Strahle von {C, y) begegnen, einen uud 
denselben Strahl von (D, ö) und diese Büschel werden durch C pro- 
jectiv gemacht mit CD^^yS als gemeinsamem und sieh selbst ent- 
sprechendem Strahle. 

üass die 4 Strahlenbüschel 

{Ä, ß), (B, «), (0, *), (D, r) 

zur erzeugten Congruenz gehören, ist unmittelbar ersichtlich. 

Vier Strahlen ferner Cj, c^, Cg, c^ von (C, y) treffen ihre homo- 
logen Strahlen %, a^ von {A, «), h^, h^ von (B, ß); wenn i,, l/^, a^, 04 
die homologen in {B, ß), bezw. (A, a) sind, so erhalten wir 8 Punkte 
und Ebenen: 

OiC^ = Äi, üid = Ki,i^ 1, 2; hci ^ Bi, hCi = ßi, i = 3, 4 ; 
Äih -- ßl, ccibi = Bi, i = 1, 2; B,a,- = «/, (3;«; = ^/, i = 3, 4. 
Man erkennt wiederum sofort, dass die 8 Strahlenhileehelr 

(A, A'), (^„ fe'), (j;., «.'), (-B4, «;j, 

(£,>,), (ß,>,), (4,',fe), (A',(S.) 
zu C gehören. 

Betrachten wir die Ebene t^^ef^. AJB^A^•, da A^ tt^. ß^a^ ist, so 
liegen die Spuren von «4, b^, c^ in r auf der Spur von ß^ und diese 
ist also Strahl von C; dasselbe gut für die Strahlen {A^, b^r), (B^, a^r). 
Während im allgemeinen von den Strahlen eines Büschels von F nur 
2 diejenigen Strahlen von (C, j-) treffen, die den von ihnen getroffenen 
von {A, et) uud (B, ß) entsprechen, thun es hier 3 und demnach alle; 
der ganze Büschel von T gehört zu C. 

Die Spuren, in t, von je drei homologen Strahlen der Büschel 
{^A, «), {^B, ß), (C, y) hegen in gerader Linie. Somit muss die Spur 
von b^ auf der von a^ ^ a.^c^ liegen; d. h. B.^' ^ a^b^ muss auch in r 
liegen; der Scheitel des Büschels in t ist der Schnitt der Spuren von 
Kg, ß^ und weil der zweite und dritte der 3 obigen Strahlen die Spuren 
von /3/ und a^' sind, so kommen im Scheitel die 4 Ebenen ß,', a^, 
K3', ß^ zusammen. 

Es befinden sich demnach folgende Gruppen von 4 Tunkten je 
in einer Ebene: 

A^B^B.'A^, A^B^B^A^, A^B.B^A^, A^B^B; A.: 
ingleichen laufen folgende Gruppen von 4 Ebenen je in einen Punkt 
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aJJ.'a,', a,A/5/«;, aJJ,'a,\ c^^ß^ß^'a^ 
2^4 T^s T,^ 2^3 . 

Diese Punkte liegen bezw. in jenen Ebenen, und die dadurch be- 
stimmten Strahlenbüscliel : 

(2'„, %.), {r„, T,,,), (T,„ ,,.), (T„, r,,) 
sind die 4 noch fehlenden Büsehel von C. 

Diese 4 Strahl enbö seh el unterscheiden sieh von den 12 früheren 
dadurch, dass jeder tod ihren Strahlen einen beaondern Strahl in 
jedem der 3 erzeugenden Büschel trifft, und sie allein sind also zur 
Festlegung der Projectivität zwischen diesen geeignet. 

Zur eindeutigen Festlegung der Congruenz durch ihre Strahlen- 
büschel sind hinreichend: die beiden conjugirten Büschel (^Ä, ß), (B, a), 
von den beiden ebenfalls zu einander, aber nicht zu (A, ß) und (S, a) 
conjugirten Büscheln (G, ö), (Z), y) der Scheitel des einen und die 
Ebene des andern, endlich einer von den 4 Büscheln {T^^, TgJ . . ., 
die zu jenen allein nicht conjugirt sind. 

Hieraus geht hervor, dass gwei Congrumsen (2, 2), die in allen 
16 Sirahlenhüscheln übereinstimmen, identisch sind. 

Aus der Construction ergiebt sich sofort, dass z. B. verbunden 
sind 

dem Ä: B, J?/, B.;, B^, B„ 
dem V: I), -B,', B^', A', A', 
dem Ä,: B, B, B,', Z,^, T,,, 
dem £/: C, A, A„ T,„ T,^, 
dem r^g: ^, B^, £/, A^'. 
Dass ^j^ der fünfte verbundene Punkt von T^g ist, bedarf eines 
eingehenderen Beweises, den wir jedoch hier unterdrücken.*} ■ — 

Weitere Erzeugungen der Congruenz (2, 2) sind in den Nrn. 349 
bis 351 gefunden worden. 

Sie entsteht durch die Verbindungslinien entsprechender Punkte 
zweier Felder, welche in einer quadratischen oder in einer Cremona'- 
schen Verwandtschaft 3. Grades stehen; wofern im ersten Falle zwei 
sich selbst entsprechende Punkte vorhanden sind, im zweiten Falle 
aber beide Felder einen doppelten Hauptpunkt auf der Schnittlinie 
haben und jeder Punkt dieser Linie sich selbst entspricht. 
Und jede dieser Erzeugungen hat eine zu ihr duale. 

*) Vergl. Journal füc Mathematik Bd. 101 S. 162 Theil I. 
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Es seien s und i/ zwei verbundene singulare Ebetieit, S, ff die ihnen 365 
^gehörigen Punkte, welche auf öff' liegen. Auf dum Kegelsclinitte jep 
in 6 liegen noch 4 andere Punkte S^, S^, S^, S^ und S(S,, S^, S^, S,) 
sind die Spuren der 4 übrigen durch S gehenden singulären Ebenen 
01, «a, (Tj, Ö4; dieselben Ebenen achneiden in e' die Strahlen aus S 
nach den 4 Übrigen Punkten S^, 82, S^', Si dieser Ebene ein. Da 
0^ durch S geht, so muss der 6j zugehörige Puntt in liegen, also 
ist er yS^; und ebenso gehören Sg, Sg, ä^ zu ö^, 0^, 0^. Mithin sind 
S/, ,^3', ySg', Ä/ hezw. verbunden den S,, S;,, Sg, »^j und zwar in 0' je 
die einzigen verbundenen ausser dem jS; da ja alle dem S^ verbundenen 
in e^ liegen, von der in <?' nur S und S/ sich befinden. Daraus folgt, 
dasa die vier weiteren durch S' gehenden singulären Ebenen 0,', ff/, 
63', 64', deren Spuren in ff' die S' (S,', S^', S^', 8^) und deren zugehörige 
Punkte also S/, S/, S/, S/ aind, bezw. durch S^, S^, S^, S^ gehen. 

Mithin ist jedem der 4 weiteren Punkte auf dem Kegelschnitte | ff ]^ 
einer der 4 weiteren Funkte auf dem Kegelschnitte \ ^ |^ zugeordnet; beide 
sind verbunden und keiner von diesen 8 Ptmkten ist einem der 3 ihm 
nickt so zugeordneten Punhte in der andern Ebene verbunden. Durch 
zwei so mgeordnete Punkte, St, Si, geld stets sowohl eine e« von deit 4 
weiteren Ebenen durch 8, als auch eine e/ von den 4 weiteren Ebenen 
durch 8'; erstere gehört su 81, letztere zu S/, 

Die Tangente in iS an | e '^ ist, als vierpunktig berührende Gerade 
der Brennfläche $, Kante des Anschmicgungskegels \SY und längs 
ihr berührt ihn die Ebene ff, ebenso längs der Tangente in 8 an |c'j^ 
die Ebene 0'. Schneiden v^ir alle 6 Berührungsebenen 6, ff", 6,, 6^, 
63, 6^ dea |iS|^ mit den beiden ersieren und die entstehenden pro- 
jectiven Strahlenbüschel bezw. mit den durch ihren gemeinsamen 
Scheitel 8 gehenden Kegelschnitten ]e|^, | ff' |^ so haben wir: 

SS'S,S,8s8^7\ S'S&VS,'Ä,'S'/. 
Demnac^i lann man die Punltieihen auf den Kegdschnitten m zwei 
verbundenen Ebenen <s 'io projectiv machen, dass die beiden gemeinbatnen 
Punlite 8 '^tch gegen.'.ciUg entsjirechen, )idem der 4 aiidetn Punhte S auf 
der einen Outve dei emsige ihm letbundefie unter den d andnn auf du 
ztceiten curtebpondnf^) 

'L. B. in den Ebenen (11) und (12) ist: 

11, 12, 13, 14, 15, 16 A 12, 11, 23, 24, 25, 26, 
oder in den Ebenen (23) und (45): 

23, 45, 12, 13, 46, 56 A 45, 23, 26, 36, 14, 15. 

*) Hirst, a. a. 0. in Nr. 343. 
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6 Wir fanden 40 Co mpl ex-Tetraeder, deren Ecken sowohl wie 

Ebenen gegenseitig nicht verbundene Punkte S, bezw. Ebenen e sind. 

Da durch Polarisirung in Bezug auf da? Niillajstem von F jedem 
singulären Elemente von C das ihm zogehörige zugeordnet, ein Strahl 
von C aber in sich selbst übergeführt wird, so wird jedem der Cora- 
p lex- Tetraeder ein ihm zugleich um- und eingeschriebenes Tetraeder 
zugeordnet, dessen Ecken und Ebenen ebenfalls gegenseitig nicht ver- 
bunden sind, das also auch ein Complex- Tetraeder ist. Alle seine 
Ecken müasen, wegen der Eigenschaft der Ecken eines solchen Tetra- 
eders, von denen des ersten verschieden sein. 

Die 40 Complex- Tetraeder bilden also SO Möbius'sche Paare 
(Nr, 49), so dass die Sehen und Ebenen des einen su den Ebenen und 
Ecken des andern gehören. 

Ein solches Möbius'sehesPaar von Complex-Tetraederii bilden z.B. 
11, 56, 46, 45 und 23, 14, 15, 16; 
gie sind so geschrieben, dass jeder von zwei entsprechend geschrie- 
benen Punkten die dem andern zugehörige Ebene zur gegenüber- 
liegenden in seinem Tetraeder hat; also die Ebenen des ersteren, 
gegenüberliegend den Ecken 11, 56, ..., sind (23), (14), (15), (16), 
und ähnlich beim zweiten. 

Jede der Ebenen eines solchen Tetraeders enthält, ausser den 3 
Ecken und dem zugehörigen Punkte, welcher eine Ecke des andern 
Tetraeders ist, noch zwei Punkte S. Diese 4 . 2 weitern Punkte er- 
schöpfen die 16 singulären Punkte; in den Ebenen des ersten Tetra- 
eders liegen z. B. noch: 12, 13; 24, .34; 25, 35; 26, 36. Da nämlich 
zwei Tetraeder- Ebenen schon zwei Ecken gemeinsam haben, so kann 
von diesen -weiteren Punkten keiner in zwei Tetraoder-Ebenen liegen. 
Dieselben 8 Punkte vertheilen sich also auch in die Ebenen des 
zweiten Tetraeders; in (11), (56), (46), (45) liegen bezw. 12, 13; 
23, 34; 25, 35; 26, 36, also genau in derselben Paarung wie beim 
ersten Tetraeder. In der That, die beiden nicht verbundenen Punkte 
11 und 23 haben unter den 6 Übrigen Ecken keinen gemeinsamen 
verbundenen, also müssen die beiden gemeinsam verbundenen und auf 
der Schnittlinie der Ebenen (11), (23) gelegenen unter den 8 übrigen 
Punkten sich befitiden. 

Ebenso gehen durch jede Ecke eines der beiden Tetraeder, ausser 
den 3 Seitenflächen und der zugehörigen Ebene, noch zwei weitere 
Ebenen 0. 
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Es sei nun S,S^S^S^ ein Comples-Tetraeder von C mit den Ebenen 
6/ ^E S^S^S^, Gg', e/ 0^'■, die zugehörigen Ebenen ff^, ... und Punkte 
Si\ ... bilden das zweite im Möbius'schen Paare; S^ nnd S/, ... 
sind also je nicht verbunden. Auf öiö/, ö^öa', ^a^s'i ^i^i liegen die 
8 übrigen Punkte zu je zweien: yS„ S/; S^, Sg'; S„ S/; Sg, Sg. Dem- 
nach sind S^ und ä^' gemeinsam verbunden den 5",, jS/ und ihre 
Ebenen ffg, 6/ gehen durch diese Punkte; die 6 übrigen Ecken der 
beiden Tetraeder haben sie zu nicht verbundenen; denn z. B, S^ hat 
zu verbundenen S^', Sg, S^, S^, S^'. Also haben S^ und S^' noch je 
4 weitere nicht verbundene; für jeden ist einer von diesen der andere, 
weil 1S5, ySj' zwei gemeinsam verbundene 3^, S^' haben; demnach 
müssen die 3 Übrigen für jeden unter den 6 Punkten Sg, ... Sg sich 
befinden, und die 3 dann noch verbleihendeu sind die ihm verbundenen 
ausser iSj, S/. Nun können zwei Punkte, wie S^, S^', nicht beide dem 
S^ verbunden sein, weil sie dann 3 gemeinsam verbundene hatten, 
nämlich ausserdem noch S^, S^. Folglich hat S^ in jedem der 3 
Paare 8g, S^'; , . . einen verbundenen und einen nicht verbundenen. 
Sind letztere Sg, S^, Sg, so sind erstere Sg', S,', S^'; und jene sind 
dann dem S^' verbunden und diese ihm nicht verbunden. Daraus 
folgt auch, dass die einen, wie die andern, weil demselben Punkte 
verbunden, gegenseitig nicht verbunden sind. Folglich sind sowohl 
S^, Sg, St, Sff, als auch S^', Sg, \, bg gegenseitig nicht \eihundpn, 
da aber 8g', S,', 8^ dem S^ verbunden sind, ao ist ihre Ebene die 
diesem Punkte zugehörige ffj. Demnach 

Die 8 übrigen Funkte S, attSbet dett Ecken eines aus den IG Punkten 
8 geiüdeten Paares von Complex-Tettaedern, die m Besvg auf F polar 
sind, so dass die su den Ecken und Ebenen deb etnen geltongen Ehenm 
und Ecken das andere erzeugen, büden ein zweäes eben solclie'i Paar 

Wir haben also folgende Grupjte von -i Complex Tetraedern 

S, S. 8, 8. ] 

s;s:s:8'\ ' 
I. 

'% Sg s, 8. \ 

Wir fanden nun, dass die Ebenen 65 ^ Sg 8^' Sg und Ö5' ^i Sg S^ Sg 
von 185 und S/ beide durch Sj^, 8^', ebenso 6g, Og beide durch 8^, S^ 
gehen, u. s. w. 

Desgleichen gehen ffj, ff/ durch Äj, S^, ... 

Demnach sind nicht blas die beiden Tetraeder von I^ oder die von I^ 
einander gegenseilig um- und eingeschriebene oder Möhius' sehe Tetra- 
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eder, sondern für jede zwei von dm Tetraedern I gilt dies. Sie sind im 
Schema I so geschrieben, dass die i'^ Ecke eines jeden in der Gegen- 
ebene der i*™ Ecke eines jeden von den 3 übrigen liegt. 

Für die Tetraeder eines jeden der beiden Paare Ij^ und I^ besteht 
aber noch die weitere Eigenschaft, dass die Ebenen des einen zu den 
Ecken des andern in Bezug auf die Congruenz gehören. 

Die SO Faare von Complex- Tetraedern, wie ij oder I^, liefern, da 
jedes dieser Paare das andere eindeutig bestimmt, Xö trriyipc« van 4 
Complex-Tetraedern , wie 1, welche alle 16 Funkte S und Ebenen G 

Eine solche Gruppe ist beispielsweise; 
11 56 46 45 



I' 



23 14 15 16 

12 34 35 m 

13 24 25 26. 



367 Die Ecken eines Tetraeders einer von den eben betrachteten 

Gruppen stehen in einer Zeile von I, Wir erhalten eine zweite Gruppe, 
wenn wir die je in einer Colonne stehenden Punkte zu einem Tetra- 
eder vereinigen, z B S^ S^' S^ S^' 

Ein derartiges Tetraeder witd also gebildet durch mia mcht let 
bundene Punkte S^ Si und die beiden ihnen gemeinst m terbunden-en 
aher unter einandei auch mdt tetbmidenen Funlte k S^ Die zu 
gehörigen Ebenen gehören hier dem Tetraeder selbst au denn z B 
6, enthält S^, % und verbindt,fc «le mit \ Somit i t jedes diObei 
Tetraeder su sich selbst polai iii he uj auf F Für <3ie 4- Ebenen gilt 
also auch, dass sie zwei Paare nicht veibundener Ebenen bilden von 
denen aber die einen den andern Terbunden sind. 

Nennen wir diese Tetraeder ß, die früheren cc *) und die Gruppen 
von je 4, welche sie büden, (ß) und (cc). 

Also auch die Tetraeder einer Grvppe (ß) umfassen alle Funlde S 
und Ebenen 6. 

Es gieht ebenfalls 10 Gruppen (ß), imd jede Gruppe (a) ist mit 
einer (ß) verbunden. 

Jede Ecke eines Tetraeders einer Gruppe (ß) hat nur eine ver- 
bundene unter den Ecken eines andern Tetraeders der nämlichen 
Gruppe. Die 5 dem S^ verbundenen sind: jS^', S^', S^', S^, S^'; also 

*) Am einem Tetraeder a sind 8 Strahl enbüscbel der Congruenz C be- 
theiligt, 4 mit ihren Seheitela, 4 mit den Ebenen, an einem ß aber nur 4. 
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hat die Ecke 8, dos vordersten Tetraeders 2 verbundene im eigenen, 
die 3 übrigen in den 3 andern. Die Ecken 8^, S^', 8^, S^' sind in 
dem der zweiten Oolonne bezw. verbunden den S^', S^, Sg', S^. Hier- 
aus folgt, dass auch je swel Tetraeder einer Grvjppe (ß) sich gegenseitig 
um- und eingeschrieben sind, und dass die Congruenz C also insgesammt 
80 Gruppen liiert von 4 je alle 16 JPimkte umfassenden Tetraedern, von 
denen je zwei Möhius'sche Tetraeder siitd. 

Jedes Tetraeder aus einer Gruppe («) und jedes aus der zugehörigen 
Gruppe (^ haben eine Ecke, so wie die gegenüberliegende Ebene gemeinsam. 

Das Tetraeder der ersten Zeile und das der ersten Colonne von I 
z. B. haben die Ecke jS;^ gemein; die gegenüberliegende Ebene im 
ersten ist ö/, welche S^, S^, S^ und S*/, 8^', Sg enthält, da ja jene 3 
und 8^', Sg dem ä/ verbunden sind; also ist sie auch die Gegenebene 
von 8^ im zweiten Tetraeder. 

Die 6 JPunkte 8 in einer Ebene ff vcrtheikn sich also auf die beiden 
Tetraeder et und ß von I, denen ff gemeinsam ist; die 6 Ebenen ß durch 
einen 8 auf die beiden Tetraeder, welche diesen 8 eur gemeinsamen 
Ecke haben. 

Mithin geht hd jedem der 80 Tetraeder a und ß das Dreiflach der 
3 ioeiteren Ebenen ff a/ns einer Ecke durch das Dreieck der 3 w^teren 
Tunkte 8 in der Gegenebene.*) 

Mit Hilfe eines Schemas wie I' — deren wir also 10 haben — 
erhalten wir unmittelbar die jedem der 16 Punkte iS verbundenen 
Punkte, d, h, die in setner zugehörigen Ebene e gelegenen: 

Wenn wir, den obigen Ergebnissen entsprechend, bei den Tetra- 
edern K die erate und zweite, so wie die dritte und vierte Zeile von 1' 
gepaart nennen, so suchen wir zu jedem Punkte, z. B. 14, den Punkt, 
der in derselben Colonne wie 14 steht, aber in der gepaarten Zeile, 
also 5G; verbunden sind nun dem 14 die beiden weiteren 34, 24 in 
dieser Colonne und die 3 weiteren, 11, 46, 45 in der gepaarten Zeile; 
ebenso sind z. B. dem 35 verbunden: 46, 15, 13, 24, 26. 

Wir wissen, dasa die Trägerflächen eines zv/r Congruens (2, 2) ge- 368 
hörigen Begelschaar-Systemes sowohl durch eine Gruppe von 8 associirten 
Punkten gehen, als eine Gruppe von 8 associirten Ebenen berühren 
(Nr. 331). 

Nennen wir eine solche zu einem Regel seh aar- System der C ge- 
hörige Gruppe abkürzend \_8}g, bezw. [ff]g. 

Diese Punkte und Ebenen bilden 8 — nicht zur Congruenz ge- 

*) Vergl. hierzu Schröter, Journal f. Mattematik Bd. 100 S, 331. 
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hörige — Strahlenbüschel, aus deren jedem (S, ff) man die [S]^ in 
der Nr. 331 beschriebenen We'se dble'ten L. nn 'a der Ebene ö liegt 
als zweiter Punkt der Gruppe ler / „eh r „p P nkt S S nd 5* sind 
verbunden und ebenso ihre El ei e o i 1 ff und (3 e) ind {S, ff) 
sind zwei verschlungene von Jen & B (.helo i id s lehe Paare von 
verschlungenen haben wir 4. 

Alle übrigen Punkte der Gi p[ e mus en da sie eben 5, sind, 
(Nr. 331) sowohl ausserhalb e als auch ausseihalb des Kegels (S), 
d. i. der Ebene e liegen; folglich smd 6ie sammtl ch \ei S und S 
nicht verbunden 

Die 8 PunJcte eiiiet Gruppe [h\ verfallen al o t -± Paare von ver- 
Imndenen Punkten von det Beschaffenheit lass 7 eine "nei Puiüite aus 
verschied&ten Paaren einander verbunden btnd und die 8 JEfewe« äer 
sugehörigm Gruppe \0\, die ms den dm Tu Ifen z (lelot gen Ebenen 
besteht, sind ebenso beschaffen. 

Jede zwei zusammengehor ge Piare von P nkte nd Ebenen 
führen, durch Vertauschung dei Ebenen, i e neni Pia e ve schlungener 
„gruppen erzeugender" Strah lenbüschel. 

Jedes Paar verbtmdener Punkte S, S bestimmt eindeutig eine [S\, 
zu der es gehört. 

In der That, einen gemeinsam verbundenen Punkt haben S und S 
nicht; jeder hat 4 weitere verbundene, also bleiben 6, welche beiden 
nicht verbunden sind und die also die Gruppe vervollständigen. 

Die Behauptung ergiebt sich auch daraus, dass durch S, S ja der 
gruppenerzeugende Büschel (Ä, ff) bestimmt ist. Jeder von den 6 
weiteren Punkten hat zwei verbundene mit S und zwei andere mit S 
gemeinsam, der fünfte ihm verbundene ist also weder S, noch S ver- 
bunden und muss sieh unter den 5 übrigen von den 6 befinden, so 
dass diese in 3 nicht verbundene Paare von verbundenen Punkten 
zerfallen. 

Weil es nur 40 Paare verbundener Punkte S giebt, so ersehen 
wir, dass wir so ^m ^ , 40 = 10 Gruppen [S]g gelangen. 

Zwei Tetraeder aus einer Gruppe (k), die aber zu verschiedenen 
Paaren gehören, wie z. B, 

S,, S„ S,, S,, 
(II) ' ' ' ' 
■%, Se, Sj, ySg, 
geben eine [S]g, nämlich: 

S,,S,; S.„S^] Ss,S,; S„S,*) 

*) Uebrigeng liüden auch die Ecken der beiden Tetraeder SiSjSjS^, ti^'S^'S./Sj,', 
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wobei die verbundenen zusammengestellt sind. Die weiteren ver- 
bundenen Punkte jedes dieser 8 Punkte sind accentuirte; dem S, z. B. 
sind verbunden S^, S^', S.^', S^', S^', also in der Gruppe nur S^. 

Jede Gruppe (k) fübrt also zu 4 Gruppen [S]^; beweisen wir, 
dass die 10 Gruppen (a) doch nur zu 10 Gruppen [S\ führen; d. h. 
diiss jede [S\ bei 4 Tetraeder-Gruppen (ß) sich ergiebt. 

Aus der Gruppe (II) kann man nämlich 4mal zwei Complex- 
Tetraeder bilden, die nicht au einander polar sind in Bezug auf F; 
sü dass sie in I in verschiedene Paare, etwa in die erste und dritte 
Zeile zu stellen sind: 

S,S,ÄgS, S,S,ST,Sg S,y%S^Sg S,S,,.%Si 
S^S,S,Sg Sr,SeS^S, S,S^S,S^ S^S^S^S^, 

wobei, wie nothwendig, verbundene Punkte unter einander gestellt sind. 
Füllt mau beispielsweise im zweiten Falle, um die ganze Gruppe 
(a) zu erhalten, die aweite und vierte Zeile aus , so ist das nur auf 
eine Weise möglich. In der zweiten Zeile stehen die 4 Punkte, in 
deren zugehörigen Ebenen die 3 nicht über der jeweilig auszufüllenden 
Stelle stehenden Punkte der ersten Zeile liegen: danach ist die zweite 
Zeile Sg'S^'S^Sg und die vierte verhält sich ebenso zur dritten und 
ist 82 Sj^' Sg' S/ . Also kann unsere Gruppe (II) auch aus der Tetra- 
edergruppe (a): 

S, S, S, Ss 

'% ■% «s S, 

8.; yS,- Sg s; 

und so also, wie behauptet, im Ganzen aus 4 derartigen Gruppen ab- 
geleitet werden. 

Si^S^S^Sg, S^SgS-jS^ hingegen sind keine Co mplex- Tetraeder; viel- 
mehr liegen die einen, wie die andern 4 Punkte in einer Ebene, 
nämlich in e/ und 0^'; denn die Ebene 8,^828^ ist e/ und »% ist S/ 
verbunden. 

Aus dieser Ableitung einer [8]^ folgt nun unmittelbar, dass die 
8 übrigen Punkte :S' auch eine [8^ bilden; denn sind die ersteren 



die zu dewaelben Paare Tonlgetöcen, eine Gi'uppe aasoeiirtec Punkte (Nr. 49); aber 
in ihrem Netze befinden sicii nicht die Trägetfläohen eines Rege lactaar- Systems 
der Coogrueoz, Auf diese Gruppen kommen wir später von anderer Seite her 
2u sprechen. 
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etwa aus der ersten und dritten Zeile einer Tetraedergruppe («) ge- 
bildet, so stehen diese in der zweiten und vierten Zeile. Also: 

Die 8 Funkte S, welche sich ausserhalb einer Gruppe [S]g befinden, 
bilden ebenfalls eine solche Gruppe. 

Die 10 Gruppen [S\ zerfallen daher in 5 Paare sich atisschliessender 
oder ergänzender Gruppen. 

Die ergänzende Gruppe der obigen ist: 

8^',S,'; 5,',Ä/; S;,S,'; S^,S^\ 

Jeder Punkt einer der beiden Gruppen hat einen und nur einen 
verbundenen Punkt in der eigenen Gruppe, die d übrigen verbundenen 
Punkte v^theüen sich auf die 4 Paare der ergänsenden Gruppe; die ver- 
bundenen von Si z, B. sind S^, 8^', S^', S^', S*'- 

Die 5 Paare sich aus Schi lassender Gruppen [S]^ sind: 

II 



11, 12 
13, 23 


- 34, 
14, 


66 
24 


36, 
16, 


46 
25 


36, 45 
16, 26 


11, 13 


24, 


66 


25, 


46 


26, 45 


12, 23 


14, 


34 


15, 


35 


16, 36 


11, 14 


23, 


66 


25, 


36 


26, 35 


12, 24 


13, 


34 


15, 


46 


16, 46 


11, 15 


23, 


46 


24, 


36 


26, 34 


12, 2B 


13, 


35 


M, 


45 


16, 56 


11, 16 


23, 


45 


24, 


35 


25, 34 


12, 26 


13, 


36 


14, 


46 


15, 66 



VI 



Der Grund für die auffällige Numeriruug II, . . . VI dieser Paare 
wird später erkannt werden, 

Werden alle Doppelziffem umklammert, so ergeben sich die 5 
Paare sich aus ach lies send er Gruppen [öjg. 

Die Tabelle enthält alle 40 Paare verbundener Punkte S und 
giebt also zu jedem Punkte jS seine 5 verbundenen. 

369 Jede Gruppe [S]^ (sowie die zugehörige [e]^) führt zu einem die 

Congrueuz C durchziehenden Regel schaar- System. Also: 
Die Congruens (2, 2) enthält 10 Begelschaar-Systeme. 
In jedem dieser Systeme befinden sich (Nr. 331) 4 StraMmhüsdiel- 
Paare, deren Scheitel und Ebenen die Gruppen [S\ %ind [ff]g bilden, 
welche die mm Systeme gehörigen ergänzen. 
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Wenn also [S\ und [S^]' zwei sich ausstMiessenäe Gruppen und 
{a\, [ff]g' die mgehÖrigen Gruppen sind, so verikeüen sidi die 8 Funlde 
von [Sjg viermal zu je vier auf zwei verbundene Ebenen von [e]g', und 
die Ebenen von [ff]g gehen viermal je vier äwch ffwei verbundene Punkte 
von [S],'. 

Z. B. liegen 8^, S^, S^, 8^ in ff/, 8^, 8^, Ä„ S^ in e/ oder 11, 
34, 35, 36 in (13), 12, 56, 46, 45 in (23). 

Diese VertheiluDg bestätigt das Associirtsein der 8 Punkte oder 
8 Ebenen, 

Nennen wir zwei Regel sehaar-Systeme, welche zu zwei sicli aus- 
scbliesseuden Gruppen [S\ oder [ejg gehören, verhiüpß; so können 
wir den Satz von Nr. 342 für die [2, 2] vervollständigen. 

Zwei Itegelscham-en der Gongruenn (2, 2) Äafee« kdne Gerade ge- 
mm^nsam, wenn sie dem nämlichen 8ysteme angekoren; sie haben 3 Ge- 
rade gemein, wenn sie M verknüpften Systemen geftSren; in jedem andern 
Falle Jtaben lie eine Gerade gemein.*) Die Gnm^mkte-Gruppen der 
Systeme, in denen Sie sich in diesem dritten Falle befinden, haben i. 
Punkte gemetn 

Dies zeigt anoh die Tabelle. 

Diese 4 gemeinsamen Punkte sind stets Ecken eines Complex- Tetra- 
eders a bei der Ableitung der [S]^ aus den Tetraoder-Gruppen (a) 
kann auch jedes Tetraeder einer Gruppe (ß) mit zwei andern derselben 
Gruppe zu Gruppen [f], verbunden werden. 

Unter den gemeinsamen Punkten zweier [S]g können sieb keine 
verbundenen befioden, weil zwei verbundene Punkte 8 eindeutig eine 
[S]g bestimmen, zu der sie gehören. 

Den -^ . 10 . 8 Paaren von sich nicht ausschliessenden Gruppen 
[S]g entsprechen so die 40 Complex-Tetraeder. 

Die 4 Ebenen eines Complex-Tetraeders sind Ebenen ö; da inner- 
halb einer [S]^ keine zwei Punkte den nämlichen verbunden haben, so 
gehört jede von diesen Ebenen zu einem Punkte ausserhalb der einen 
oder andern Gruppe und demnach zu einem Ebenenpaare, das durch 
die Gruppe geht. 

Wenn mcei Gruppen [_S\ und [_S']^ sidt nicht ausschliessen, so 
haben die 4 Ebenenpaare durch die eine mit denen djua~ch die andere A 
Ebenen gemein, die sich je auf alle 4 Paare vertheilen; jede von diesen 
Ebenen enthält 3 von den gemeinsamen Punkten, die beiden gepaarten 
nur den vierten. 

Die 8 Ebenen der einen und die der andern Ebenenpaare bilden 

*) Schur, Mathem. Amialen Bd. 16 S, 441, 
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ja auch zwei sich nicht aus seh lies sende [0]^, also siud die 4 gemein- 
samen Ebenen gegenseitig nicht verbunden und Ijilden ein Complex- 
Tetraeder. 

Wir wissen, dass die Leitschaareu der fiegelsehaaren eines Systems 

in einer Congruenz (2, n) eine zu derselben confocale Congru^nz von 
gleicher Art mit der gegebeneu erzeugen. Da aber bei (2, 2) nach 
AbKUg derselben von der Congruenz der Doppeltangenteu der Brenn- 
fläehe nur eine Congruenz (10, 10) bleibt, so können die 10 Eegel- 
schaar-Systeme, welche (2, 2) enthalt, nicht zu 10 confocalen Con- 
gruenzen führen. 

Die Congrumz (2, 2) Jiat 6 confocale Congruensen (2, 2); je stvei 
verknüpfte Begelsckaar- Systeme, deren GrundpunMe- Gruppen sich also 
aussckliessen, führen zu der nämlichen confocalen Congruenz. 

In der That, das Regelschaar-System, dessen Trägerflächen durch: 
S^,S,i .%, Sei ^3,5,; S^,Ss 
gehen und die zugehörigen Ebenen ff|, ff^; ... berühren, enthält 4 
Strahlenbüschel-Paare: 

(«.',<) (s;, Ol ■■•;(«.>/), (s.-,«,'). 

deren Scheitel und Ebenen den beiden ergänzenden Gruppen angehören. 
Folglich gehören zu den Leitsehaaren und zur confocalen Con- 
gruenz die Büschel-Paare; 

(S,',<),(.V, »,');..■; («/,«.'), «',<)■ 

Die Geraden ferner der ßegelschaaren selbst, welche durch die 
Grundpunkte Si, ... gellen, bewegen sich in den zugehörigen Ebenen 
öj, . . .; also bewegen sich die Geraden der Leitschaareu, die es thun, 
in den je den verbundenen Punkten zugehörigen Ebenen; die durch 
S, gehenden in der Ebene e-, die durch S^ gehenden in 6,, ... Mit- 
hin gehören zur confocalen Congruenz auch die Büschel: 
(S,,».), (S,,«.); ...; W,s,), (S„o.). 

Das Regelschaar-System, das zu der ergänzenden Gruppe S-,',... 
Se'; ff/j ■ ■ ■) <?s' gehört, führt durch seine Leitschaaren zu einer con- 
focalen Congruenz mit genau denselben 16 Strahlenböscheln. Folglich 
sind beide identisch. 

Diese Identität ergiebt sieh auch so. Aus der Gemeinsamkeit 
der 16 Strahlenbüschel folgt zunächst, dass beide Congruenzen sieh 
in demselben Strahlen gewin de befinden; denn andernfalls würde die 
eine mit dem durch die andere gehenden Gewinde nur eine Fläche 
4. Grades , nicht 16 Büschel gemeinsam haben. Die Congruenzen 
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worden rlaiin, weun sie verscliiedea sind, Seliuitte dieses einen Ge- 
windes mit zwei vüi'scliie denen totraedralen Complexen sein; dann 
könnte aber die eine mit dem tetraedralen Complexe durch die andere 
nur die Eegelfläche 8. Grades gemeinsam haben, in welcher der lineare 
und die beiden tetraedralen Complese sich durchschneiden. 

Man erkennt auch unmittelbar, dass jede Gerade l einer Leit- 
schaar eines der Leitschaaren-Systeme , welche die confocalen Con- 
gruenzen erzeugen, noch zu einer zweiten Leitschaar gehören muss; 
denn die z\i ihr gehörige Regelfläche 4. Grades (i) zerfallt je in die 
zur ersten Leitschaar gehörige ßegelschaar und also noch eine zweite 
Regelschaar, in deren Leitschaar sich l auch befindet. 

Wir greifen irgend einen der singulären Punkte heraus: •% und 371 
wollen aus den 10 von seiner Ebene ffg ausgeschlossenen oder ihm 
nicht verbundenen gewisse Fünfecke herstellen. Jeder von ihnen hat 
mit S^ zwei gemeinsam verbundene, also in e^ gelegene und demnach 
hat er 3 weitere verbundene ausserhalb e^. Es sei iSj einer von den 
10 Punkten, S^, S^ seien zwei von diesen 3 ihm verbundenen ausser- 
halb ffg, welche, weil demselben Punkte verbunden, unter einander 
nicht verbunden sind. Die 3 Punkte iS'^, *%, Sg, welche gegenseitig 
nicht verbunden sind, haben einen gemeinsam verbundenen, der also 
m e'^ liegt (Ni 3h3| dieser und S^ sind dann gemeinsam verbunden 
den 8^ und \ Ausser 6, und den beiden in ffg gelegenen hat S^ 
noih 2 weitete verbundene von diesen ist also keiner auch dem S^ 
leibunden ist % emer von ihnen, so hat er mit S^^ zwei gemeinsam 
verbundene von denen einer auch der gemeinsam verbundene von 
'»j ^ ^ ist und also in ffj, liegt; der andere sei iS^. Weil S^ und 1*^', 
dem 6f §4 und % dem \ verbunden sind, so ist i^^ sowohl dem 6',, 
als dem S* nicht verbunden 

Damit hab&ii iiu ein Tinfeck 

von folgendet Bebcliaifmiieit erhalten: Alle seine Eden uetden lon det 
Ebene ög aw^gesdüobsen ewd benadtiarfe Ethcn sind Bethunden, nicht 
aber zwei nidit benaekharte Alle Seiten des Fünfecks gehören zur Con 
f/tuem nicht abei die Diagonalen. 

Da (2 2) keine Tiansversalen in ihren singularen Ebenen hat 
so ist luch suhon de halb die gleichzeitige Zuge]iori|fkeit zui Cin 
gruenz der *>eiten und der Diagonalen nicht möglich 

Nichdem Sj als Ausgangspunkt genommen lut können \ S in 
drei ''g dann n ch m zne Weisen gewählt weiden, also is/ die Zoll 
Irt i i 6 aibjebchlob encti Tünfecke dieser Ait 10 "" 2 ■=- 12 
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Ein von der Ebene (11) ausgeschlosseßes derartiges l'Ünfeek ist 



23, 45, 62, 34, 56. 



Aits den G Punkten 

8,> &;, S„, S„ S^, 3e 
kann man die 10 übrigen Punkte S v/nd die Ebenen e, also die ganze 
Kummer' sehe Canfigwatton linear construiren.*) 

Die 5 Ebenen nämlich des Fünfecks S^S^S^, S^S^S^, . ■ ., S^S^S^ 
sind die den Ecken zugehörigen Ebenen <?[, «Jg, ... e^. Femer sind 
die Ebepen, welche die Diagonalen des Fünfecks mit S^ verbinden, 
weil jede 3 gegenseitig nicht verbundene Punkte S enthält, Ebenen 
ff (Nr. 362) und zwar die 5 durch S^ gehenden, denen S^ nicht za- 
ge hört. 

Die durch 828^ gehende Ebene wollen wir, weil diese Diagonale 
den 8^ überspringt, ö/' nennen und den zugehörigen Punkt 8". Also 
sind S", ... i9/' die 5 weiteren in ffg gelegenen Punkte. Weil 8^, S^ 
in ff/' liegen, so sind sie dem S^" verbunden und dieser befindet sich 
in den Ebenen e^ = SiS^S^ und ff^ ^ S^S^S^ und ist also der Schnitt- 
punkt ß^e^Si", S2" ebenso der ff^ffiffg", u. s. w.**) 

Der Punkt S^ hat zwei verbundene, S.^", 8^' , in G^, zwei weitere, 
jSg, jSj, unter den Ecken des Fünfecks, also noch einen conjugirten, 
den wir S/ nennen wollen, unter den 5 übrigen Punkten, die sowohl 
von Og, als vom Fünfecke ausgeschlossen sind. Weil Äj, S^, da selbst 
verbunden, keinen gemeinsam verbundenen Punkt haben, die gemein- 
sam verbundenen aber von Sj und 8^ die Punkte 8^, 8,/' sind, so 
sind die S/, S/, . . ., S/ von einander verschieden, erschöpfen die 5 
übrigen und jeder von ihnen hat nur einen verbundenen und je einen 
besonderen imter den Sj^, . . ., 8^. 

8{ hat zwei verbundene Funkte in flg, also muss er sich in zwei 
Ebenen 6" befinden; das können nicht diejenigen sein, welche die 
Diagonale S^^S^, die in der 8^' enthaltenden Ebene ffj liegt, oder die 
beiden von S^ ausgehenden Diagonalen 8^8^, 8^8^ mit S^ verbinden; 
denn auf den Schnittlinien Sf,S^, 8^8^", Sj^S.2" dieser Ebenen ff^ kann 
Si nicht liegen. Folglieh sind es die Ebenen e^" und ff/' und 8^' ist 
der Schnitt e^'al'a^, 8^ der Schnitt ö^'6^"62 ^- s- w. 



*) Auf eine solche die gaaze Figur linear bestimmende Gruppe von 6 Punkten 

hat wohl zuerst H. Weber tiüge wiesen: Journal f. Mathematik Bd. 84 S. 349. — 

Wir nennen deshalb die e Punkte eine Webei'sehe Gritppe in unserer Conflguratiou. 

**} Dass diese 6 Punkte in der That in einer Ebene durch S^^ liegen, ist in 

Nr. Bl bewiesen. 
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Demnach liegen S/, S^' beide in u/', sind dem S/' verbunden, 
aber nicht einander, ebenso ist 5/ nicht c!em S^' verbunden; weil er 
aber zwei Punkten S", einer und nur einer Ecke Sj des Fünfecks 
verbunden ist, so muss er zwei Punkten S', also den beiden übrigen 
S^', S4' verbunden sein; und so zeigt sich, dass die 5 Punkte S' ein 
eben solches Fünfeck bilden, wie die S, nämlich: 

Mit diesem Fünfecke sind nun auch die Ebenen <jj', e/, . . . be- 
stimmt und damit nun alle 2ö zu construir enden Elemente der Con- 
figuration.*) 

Ans den 10 Funkten S, welche ausserhalb einer Eime e Hegen, 
kann man daher auf 6 verschiedene Weisen Paare von Fünfecken bilden, 
deren Seiten eur Congruem gehören, iMd die so su einander liegen, dass 
die Ecken jedes der beiden Fünfecke in den Ebenen {der benacM>arten 
Seiten) des andern sich befinden und zwar auf eina/nder folgende Ecken 
in abwechselnden Ebenen. 

Die 6 Doppel-Fünfecke, welche von den 10 ausserhalb der Ebene 
(11) gelegenen singulären Punkten gebildet werden, sind folgende: 
23, 45, 62, 34, 56; 46, 35, 24, 63, 52; 
23, 46, 52, 34, 65; 45, 36, 24, 53, 
23, 65, 42, 36, 54; 64, 35, 26, 43, 52; 
26, 45, 32, 64^ 53; 43, 65, 24, 36, 
63, 45, 26, 34, 52; 42, 35, 64, 23, 56; 
53, 42, 6^, 34 2b, 46, 32, 54, b3, 25 
4u^ dei etiten Zeile, deren Gesetz ersichtlich ist weiden 
ulri^en duruh Veitiuschnng von 6 mit 5, 4 i 2, von 5 mit 2 . 
bildet, die 5 übrigen Vertausuhungen zweier Ziffern fuhien zi h 
selben Figuren m entgegengesetzter ÜmUufung *^) 



*1 Die M lim äfaltigkeit 1 6 der 6 Punkte ei!n,i Weber teilen Ciupve le 
weist T n neiein, die Mann gtaltigkeit IS dei Congrueni ^„ 3) welche ja nur 
eme endliche Zahl Bolchei Lrrnppen hat und der Kümmel sehen PUcie welch 
wiederum nur zu emer endlichen Zahl von 3oli,hen Longruenaen geholt 

**) Man ve gle che mit dieaei Tabelle diejenige der b Dopi.eI Punfseite 
welche a if der oubi i-hen Flache von den 10 Geiaden gebildet werden die ge^eu 
em Dipel von zwei nich eicht achneidendea Geiiden deiselben ^mdachief eind 
(Mafh Annalen Bd 23 S 29(i es wlire auch dort geeignetei gewesen die Ge 
ralen durch 2 statt durch 3 Zeiger zu bezeithnen z B », , 1 eber »j^ zu nennen) 

Benutit m'jn für die Beieichning dei !U Punkte der DesargueB seien Figur 
eleafaÜH Ziflein, 10 lietert dieselbe Tabelle auch die 6 Piare von iiüi gegen 
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Darch flie voran gehende Beti'achtung ist nun auch dargethan, dass 
Sß der einzige Punkt ist, der allen Punkten von S^S^S^S^S^ (oder von 
Äi'Äg'ySs'Sa'S/) nicht verbunden ist. 

Die Zahl dieser Fünfecke ist daher 16 . 12 == 192, 



in. 

372 Im Vorangehenden sind die singulären Punkte vor den singulären 

Ebenen bevorzugt; der Selbstdualität der Congruenz (2, 2) entspricht 
dies nicht; es ist richtiger, die Strahletibüschel in ihrer Totalität (Scheitel, 
Ebene, Strahlen) in die Betrachtung zu ziehen. 

Den Büschel (S,-, ff;) wollen wir deshalb einfacher ©,■ nennen. 

Zvpej Büschel @,-, ©*, deren Scheitel und Ebenen verbunden oder 
nicht verbunden sind, könnten wir verbundene oder nicht verbundene 
Büschel nennen; aber, wegen einer bald sich ergebenden Analogie, 
empfiehlt es sich, von zwei Strahlenbüscheln mit einem gemeinsamen 
Strahle, wie ihn verbundene Büschel von (2, 2) haben müssen, zu 
sagen, dass sie sich schneiden, von zwei andern, dass sie windschief sind. 

Wir sprechen daher mehrere schon erhaltene Resultate in neuer 
Form ans, zugleich weitere daran anschliessend. 

Jeder der 16 StrahUnbüschel © von C schneidet 5 andere vnd ist 
gegen 10 mndschief. Jene 5 sind gegenseitig windschief. 

Zwei sich schneidende von deit 16 Strahlenbüsckeln, ein „Paar", Jiaben 
keinen gemeinsmn schneidenden @; jeder von ihnen hat 4 weitere schnei- 
dende, und demnach sind 6 Büschel gegen beide windschief. Diese ger- 
fallen in 3 Faare (sieh schneidender) ; keine zwei Büschel aus verschiedenen 
von diesen Paaren sdineiden sich. 

Die S Scheitel dieser 4 windschiefen Paare bilden ei}ic [.S'J.,, ebenso 
die Ebenen eine [ffjg. 

Die Zahi der Paare von (sich schneidenden) Biischehi @ i),t 40. 

Es giebt 10 Gruppen von je i windsdiiefen Paaien. 

Die 8 von jeder Gruppe ausgeschlossenen Büschel bilden eine eben- 
solche Gruppe. 

Jeder Büschel aus der eiwere von sivei solchen sich ausschliessenden 
Gruppen sclmeidet einen am semer Gruppe, je einen aus jedem Paare 
der attdern Gruppe. 

Zwei windschiefe Stralüerä>üsehel ©, ein „Dupel", haben sw&i ge- 



seitig um- und eingeschriebenen Püufecken, zu denen diese Fignr führt (Schröter, 
Göttiüger Nachrichten für 1888 S. 23J). — Man vergl. aur obigen Betilichtnng 
auch: Schröter, Journal f. Mathematik lid. 100 S. 231. 
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meinsame sclmeidenäe, welche selbst ein Dupel bilden. Wir können das 
eiuen Vterhüschel nennen, in dem je zwei benachbarte sich schneiden, 
die windschiefen „sich diagonal gegenüber liegen". 

Die Scheitel eines Yierbüschels bilden ein Tetraeder ß (Nr. 367), 
die Rhenen dasselbe Tetraeder. Es giebt 80 Dujyel und 40 Vierbüschel. 

Jeder der beiden Büschel eines Dupels hat 3 ihn allein schneidende 
Bösehel, also bleiben 6 Büschel, die gegen beide @ des Dupels wind- 
schief sind. 

Es giebt ^ . 80 . 6 = 160 Tripel von je 3 gegenseitig windschiefen 
Büscheln ©. 

Jedes solche Tripel hat einen gemeinsamen schneidenden @. 

Denn zu 3 nicht verbundenen S giebt es einen gemeinsamen 
verbundenen. 

Die 160 Tripel ergeben sich also auch, wenn man das Quiutupel 
der einen © schneidenden nnd unter einander windschiefen Büschel 
© je in seine 10 Tripel zerlegt. 

Zu jedem der 3 Dupel eines Tripels giebt es noch einen gemein- 
sam schneidenden Büschel, der nicht den jeweiligen dritten Büschel 
schneidet. Ferner hat jeder einzelne der Büschel des Tripels noch 
5 — 1^2 = 2 ihn allein schneidende ©; folglich bleiben 

16 — 3 — 1 — 3.1 — 3.2 = 3 

Büschel ©, welche gegen alle 3 Büschel des Tripels windschief sind. 
Von ihnen sind 2 diejenigen, welche den gemeinsamen schneidenden 
Büschel des Tripels auch noch schneiden und also mit dem Tripel 
eins der obigen Quintupel bilden. 

Der dritte aber ist gegen jenen gemeinsam schneidenden © wind- 
schief; folglieh hat er mit ihm zwei schneidende gemein, welche nur 
die beiden eben erwähnten Büschel sein können. 

Von den 3 Süscheln @, welche gegen alle 3 Süsehel eines Tripels 
winds(Mef sind, sind zwei gegen einander windschief und schneiden beide 
den dritten, so wie auch den gemeimam schneidenden ©^ des Tripels. 

Wird einer von ihnen zum Tripel hinzugefügt, so ergiebt sich 
ein Quadrupel von rnndschiefeit Büscheln @, tmlche alle von demselben 
Büschel ©I, geschnitten werden. Die Zahl dieser Quadrupel ist 

i. 160. 2 = 16, 5 = 80; 
zu jedem ©^ gehiJren 5, 

Jedes Tripel eines solchen Quadrupels hat den @p zum gemein- 
samen schneidenden Büschel, jedes Dupel einen nur seine beiden 
Büschel schneidenden und jeder einzelne Büschel des Quadrupels noch 
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5 — 1 — 3^1 ihn allein schneideöden Biischei. Es bleibt daher 
16 — 4 — 1 — 6.1 — 4.1^1 Büsdtel ®, der gegen alle Büschel des 
Quadrupels windschief ist, offenbar der fünfte den ©„ schneidende Büschel. 

Fügt man aber zu einem Tripel den dritten gegen seine Büschel 
windschiefen Büschel hinzu, so erhält man ein Quadrupel windschiefer 
Biischei von anderer Art: es giebt nun hnnen gemeinsamen sdmeidenden 
Biischei. 

Die Scheitel der 4 Büschel eines solchen Quadrupels bilden ein Tetra- 
eder a oder ein Complex-Tetraeder, und die Bbenen ein zweites. 

Die Zahl dieser Quadrupel ist \ . 160 ^ 40. 

Jedes der 4 Tripel eines Quadrupels dieser zweiten Art hat einen 
gemeinsam schneidenden ©, jedes der 6 üupel keinen, der nur aeiue 
beiden © schneidet, jeder einzelne Büschel des Quadrupels also 5 — 3=2 
Büschel @, die ihn allein treffen. Es giebt keinen Büschel ©, der 
gegen alle Büschel des Quadrupels 2. Art windaehief ist; wie das 
ja auch aus der Lage der 3 gegen ein Tripel windschiefen © sieh 
ergiebt. 

Diese Quadrupel führen also zu keinem Quiutupel; die einzigen 
Quintupel von (windschiefen) Büscheln @ sind die der Büschel, welche 
einen und denselben ©^ sdmeiden. 

Zu jedem Quadrupel 5. Art: 



giebt es ein anderes 



©,©.©,©, 



©i'Ss'Sa'®/; 



üscbeln 
andern 



welches mit ihm eine ,iDoppelmer" bildet: jeder von den 
schneidet den unter oder über ihm stehenden Büschel 
Quadrupels nicht, Wohl aber die 3 andern. 

Die 8 andern Biischei bilden ebenfalls eine Doppelvier. 

Aus (fett 10 Büscheln ©, welche einen gegebenen ©q ^^'^^^ schneiden, 
kann man auf 6 Weisen Doppel-Fünf bäschel bilden; ein FHmf biischei 
tüird von 5 in hestimmter Reihenfolge auf einander folgenden Büscheln © 
gebildet, von denen jeder seine beide)t benachbarte», nidtt aber die übrigen 
sehneidet. Die heiäen Fünfbüschel eines Doppel-Fünflmschels erschöpfen 
die 10 gegebenen, und jeder Büschel des einen Fmtfbüsckels trifft nur je 
einen des andern, mid zwar der erste, zweite, dritte . . . den ersten, dritten, 
fünften, . . . 



3 Betrachtet mau auf der Fläche 3. Ordnung die 16 Geraden, welche 

freien eine bestimmte Gerade derselben windschief sind, oder, was noch 
besser ist, die 16 Geraden einer Fläche 4. Ordnung mit einem doppelten 
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Kegelschnitte, — zwischen welcheo beiden Flachen ja eine solche 
eindeutige Beziehung ihrer Punkte hergestellt werden kann, dass den 
16 Geraden der letzteren Fläche 16 Gerade auf der ersteren von der 
erwähnten Lage entsprechen*) — ; so wird man eme voUstartdige Ana 
logie in Bezug auf Schneiden und Nkhtschnetden euibchen diesen 16 
Geraden und den 16 StraMenbüsckeln unserei Oongruenz erkennen 

Die Haupt^igenschaften der Fläche 4. Ordnung mit einem doppelten 
Kegelschnitte hinsichtlich ihrer 16 Geraden smd namlich folgende **) 

Von den 16 Geraden wird jede von 5 andern geschnitten md i^t 
gegen !0 windschief; jeue 5 sind alle unter einander windschift 

Es gieht 40 Paare (von sich schneidenden), 80 Dupel (von wind- 
schiefen Geraden), welche letzteren 40 windschiefe Vierseite erzeugen, 
indem jedes Dupel mit einem andern so verbunden ist, dasa beide 
Geraden des einen beide des andern sehneiden. 

Die 16 Geraden bilden ferner 160 Tripel (von 3 windschiefen 
Geraden) mit je einer Geraden, welche allen 3 Geraden des Tripels 
begegnet, und 3 Geraden, welche gegen alle 3 windschief sind; von 
diesen 3 Geraden fcriift eine die beiden andern, welche seihst zu ein- 
ander windschief sind und beide die gemeinsame Schneidende des 
Tripels treffen. 

Sodann giebt es 80 Quadrupel erster Art mit je einer Geraden, 
die alle 4 Geraden des Quadrupels schneidet, und einer, welche gegen 
alle windschief ist, der Schneidenden aber begegnet; und 40 Quadrupel 
zweiter Art, welche weder eine gemeinsame Sehneidende, noch eine 
gemeinsame Windschiefe haben. Diese Qnadrupel bilden, zu je zweien, 
20 Doppelvieren, von denen wiederum je zwei alle 16 Geraden um- 
fassen; von den 8 Geraden einer Doppelvier ist jede gegen eine Ge- 
rade des andern Quadrupels windschief, die 3 andern schneidet sie. 

Endlich gruppiren sieh die 16 Geraden noch zu 16 Quintnpeln 
von windschiefen, welche je eine gemeinsame Scheidende, aber keine 
gemeinsame Windschiefe haben. 

Die 40 Paare biJden 10 Gruppen von je 4 gegen einander wind- 
schiefen Paaren, die durch jedes ihrer Paare eindeutig bestimmt sind. 
Jede solche Gruppe hat eine ergänzende, welche die 8 übrigen Ge- 
raden umfasst; jede Gerade aus der einen von zwei solchen sieh er- 

*) Geiser, Journal für Mathematik Bd. 70 S. 349; vergl. Nr. 394. 
**) Man sähe über diese Flache Kummer, Journal für Mathematik Bd. 64 
S. 66; Glebsch, ebenda Bd. 69 S. 142; Sturm, Matli. Annaleo Bd. 4 S. 26B; 
Zeuthen, Annali di Matematica Ser. 11 Bd. 14 S. 31 (1879 als besondere Schrift 
in düDischer Sprache erechieneo); Beraolari, ebenda Bd. 13 S. 81; Küpper, 
Zeitschrift für Mathematik Bd. Hi S. 129. 
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gänzenden oder au sschli es senden Gruppen trifft nur eine aus der eigenen 
Gruppe und je eine aus jedem Paare der andern Gruppe. 

Aus den 10 Geraden, welche gegen eine der 16 Geraden wind- 
schief sind, lassen sich 12 windschiefe Pünfseite herstellen, je durch 
5 Geraden in bestimmter Reihenfolge gebildet, von denen jede die 
beiden benachbarten und nur diese trifft. Diese 12 Fiinfseite grup- 
piren sich zu 5 Doppel- Fünf Seiten, von welchen jedes alle 10 Geraden 
nmfasst und bei denen die erste, zweite, dritte . . . Seite des einen 
Fünfseits der ersten, dritten, fünften, . . . des andern begegnet. 

Genau dieselben Eigenschaften haben, wie gesagt, 16 Gerade 
einer cubischen Fläche, welche gegen eine der 27 Geraden windschief 
sind; vergl. z. B. die eine Änm. zu Nr. 371 in Bezug auf die 10 Ge- 
raden, welche gegen 2 sich nicht schneidende windschief sind. 

374 Diese Analogie beruht darauf, dass es möglich ist, die Congruenz 

(2, 2) eindeutig auf eine Fläche 4. Ordnung mit doppeltem Kegel- 
schnitte oder auf eine cubisehe Fläche abzubilden. 

Die Abbildung des Gewindes in den Punktraum, die wir in 
Nr. 202 ff. besprochen haben, führt zu dieser Abbildung der Congruenz 
(2, 2), die ja stets in einem Gewinde enthalten ist. 

Bei dieser Abbildung entspricht jedem Strahle des Gewindes F 
ein Punkt des Raumes 27^ und umgekehrt, jedem Strahlenböschel von 
r eine Gerade in ^^, zwei sich schneidenden Strahl enbüsch ein von F 
also zwei sich schneidende Geraden von S^. Alle oo^ Geraden von 
i^, die den Strahlenbüscheln von F correspondiren, stützen sich auf 
die Hauptcurve 2. Ordnung ^i^, und umgekehrt, jeder Geraden, die 
dies thut, entspricht ein Büscliel in F. 

Den Punkten von k^^ aber entsprechen je oo' Strahlen von F, 
welche einen Strahlenbüschel bilden, und diese Büschel erzeugen das 
Strahlenuetz (r, w) mit zwei vereinigten Leitgeraden, das durch alle 
den Strahl u von F — die Hauptgerade der Abbildung in F — treffen- 
den Strahlen des Gewindes erzeugt wird. 

Einer beliebigen Geraden von S^ entspricht in F eine Regelschaar, 
welche, wenn die Gerade den Zc/ trifft, in zwei Strahlenbüschel zer- 
fällt, von denen der eine zu (F, u) gehört und alleiu dem Treffpunkte 
entspricht. 

Einer Congruenz w*™ Grades in F correspondirt eine Fläche 2n"^ 
Ordnung in £,, welche den /%^ zur w-fachen Curve hat. Mithin ent- 
spricht einer Congruenz (2, 2) in F eine Fläche 4. Ordnung mit h^^ 
als Doppelcurve, den 16 Strahlenbüscheln der (2, 2) correspondiren 
also die 16 Geraden dieser Fläche, welche ja alle die Doppelcurve treffen. 
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Der Hauptgeradeii m entspricht jedec Punkt der Ebene x^ von 
Ä;,^; gellt also (2, 2) durch m, dann sondert sich diese Ebene ab und 
es bleibt nur eine cubiscbe Fläcbe, auf welcher \^ einfach ist; den 
16 Stra-hlenbüseheln der (2, 2) entsprechen die 16 Geraden dieser 
Fläche, welche den Ic^^ treffen und also gegen seine Ergänzungsgerade 
}Cj windschief sind. 

Einer beliebigen Regelschaar von T eorrespondirt in £^ ein Kegel- 
schnitt, welcher den k^^ zweimal trifft. Die Fläche 4. Ordnung mit 
Doppelkegelschnitt hat 10 Systeme von Kegelschnitten (die ja alle den 
k,^ zweimal treffen), von denen je zwei Systeme so verknüpft sind, 
dass ihre Curven in den nämlichen Ebenen liegen. Diese Ebenen, 
welche die Fläche in den beiden nicht auf lc^^ gelegenen Schnitt- 
punkten ihrer Kegelschnitte berühren, umhiilien einen der fünf Kum- 
mer'schen Kegei der Fläche. 

Diesen 5 Paaren verknüpfter Systeme von Kegelschnitten auf der 
Fläche entsprechen die 5 Paare verknüpfter Systeme von Regel- 
schaaren der Congruenz (2, 2). Zwei Kegelschnitte der Fläche haben 
0, 2 oder 1 Punkt gemeinsam, je nachdem sie zu demselben oder zu 
verknüpften oder zu nicht verknüpften Systemen gehören; den analogen 
Satz für zwei ßegeischaaren der (2, 2) fanden wir in Nr. 369. 

Es ist interessant^ dass die beiden, allem Anscheine nach, unab- 
hängig von einander von Kummer gefundenen Figuren, die 5 Paare 
verknüpfter Kegelschnitt- Systeme tmf der Fläche 4. Ordnung mit doppeltem 
Kegelschnitte und die 5 Congruensen (2, 2), die m einm- gegebenen Con- 
graenz (2, 2) confocal sirtdj in eine enge Beziehung treten. 

Auf der cubischen Fläche entsprechen den 10 Regelachaar-Systemen 
der Congruenz die 10 Kegelschnitt-Systeme in den Ebenen durch die 
10 Geraden, welche die k^ treffen, und verknüpft sind je zwei, deren 
Ebenen durch je zwei sieh schneidende von diesen 10 Geraden gehen. 
Zwei Kegelschnitte, deren Ebenen durch dieselbe oder zwei sich 
schneidende oder zwei windschiefe von diesen 10 Geraden gehen, 
haben, wie bekannt, 0, 2 oder 1 Punkt gemein. 

Bei der evnsweldeiitigen Abbildung des Gewindes F in den Punkt- 375 
räum i:^ (Nr. 199—201), bei welcher jedem Strahl von V wohl ein 
Punkt von E^, aber jedem Punkte von S^ zwei Strahlen in r eorre- 
spondiren, entsprechen den Büscheln von F die Tangenten einer all- 
gemeinen Fläche 2. Gra'des (p^^, aber jeder Tangente von ip-^ ent- 
sprechen zwei Büschel in f; einer beliebigen Geraden in S^ eorrespondirt 
eine ßegelschaar. 

Da eine ieliebige Fläche 2. G-raäes in S^ jeder Taugente von (p^ 
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zweimal begegoet, so hat die entsprechende Oongraenz iu jedem 
Büschel von F 2 Strahlen, ist also eine (2, 2); die 16 Strahl enbiischel 
derselben correspondireü den 2 . 4 Geraden (je zwei einer), welche der 
Tangenten-Comples von g),^ mit den beiden Regeischaaren der Fläche 
2. Grades gemein hat; unter den Geraden der Fläche treten diese 8 
Geraden nicht besonders hervor. Man kann dies auch als einen 
Mangel der einzweideutigen Abbildung bezeichnen; dazu kommt, dass 
die oo^ Flächen 2. Grades in U^ nicht zu allen <x>^^ Congruenzen des 
Gewindes (eingeschnitten durch alle möglichen tetraedralen Complexe) 
führen, sondern nur zu denen, die durchweg zwei gepaarte Strahlen 
von r, ä. b. solche, welche dem nämlichen Punkte von Z-^ entsprechen, 



zugleich enthalten.*) Eine beliebi 



:ge Congruenz (2, 2) in T bildet sieh 



auch hier in eine Fläche 4. Grades ab, da jene mit einer 2^-Rege!- 
sehaar (Nr. 199) 4 Strahlen gemein hat (Nr. 205), die Bildßäche also 
mit der entsprechenden Geraden 4 Punkte. 

370 Andererseits bildet sich, auch bei der eineinämtigen Abbildung, eine 

Fläch! 2. Grades Fi in Zi in eine Congruenz (2, 2) in F ab, jedoch 
nicht in eine allgemeine. Die beiden Strahlen jedes Büschels von F, 
welche zu (2, 2) gehören, entsprechen den Schnitten von F^^ mit der 
Geraden in 21^, welche dem Büschel correspondirt. Die beiden Strahlen 
von (2, 2) aus einem Punkte von u, welche dem « enthaltenden 
Strahleubüsche! von F aus diesem Punkte angehören, entsprechen also 
den Schnitten der F-,^ mit der Geraden, die das Bild dieses Strahlen- 
büschels ist. Als solche Bildgerade können wir aber (Nr. 202) jede 
beliebige Gerade in x, durch den Punkt auf Jt^^ annehmen, der — im 
engern Sinne — einem solchen M-StrahlenbOschel von F correspondirt. 
Alle diese Geraden treffen aber, im allgemeinen, die iY ^^ i.'«ei nicht 
auf Ä,^ gelegenen Punkten von k^; und allen Punkten von x^, die 
nicht auf Äj^ liegen, entspricht M. 

Also faüen die beiden von irgend einem Pwnlcte der Geraden u aus- 
gehenden oder im irgend einer Ebene durch m beßndlicheit Sirahlen unserer 
Congruene (2, 2), welche sich in die F^ ahbildet, in die m. 

Wir müssen infolge dessen m als einen Dappelsirahl dieser Con- 
gruenz bezeichnen. Das scheint freilich dem früher erhaltenen Satze 
(Nr. 316) zu widersprechen, dass bei den Strahlencongruenzen (2, «) 
ohne singulare Linie erst von der 4. Klasse ab Doppelstrahlen auf- 



*) l'i'eilich wird es immer durch geeignete Bestimmung der Atbüduag 
niüglieli sein, jede gegebene CoügruenK (2, 2) so in eine Fläche 3. Grades ab- 
zubilden. 
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treten. Bei diesen früheren Doppel strahlen, von denen eine Congruenz 
(2, n) nothwendig ^(n — 2) («— 3) haben muas und die wir deshalb 
nothwendige Doppelstrahlen nennen wollen, wurde vorausgesetzt, dass 
die Nullebene jedes Punktes eines solchen Strahls jede beliebige Ebene 
durch ihn ist, und allein infolge dieser Eigenschaft kamen diese Doppel- 
sta-ahlen auf sänimtliche Flächen (Pj der Congruenz. 

Bei unserm jetsigen Doppelstrahle, der nur ein möglicher für die 
(2, 2) ist, isi jedem Punkte desselben eme bestimmte lüifllebene dweh d&i 
Strahl mgeordnet, die Nullebene des Punktes in Bezug auf das Ge- 
winde, in dem sich F befindete 

Wir wollen auf diese möglichen Doppel strahlen iu einem späteren 
Abschnitte zurückkommen; hier begnügen wir uns mit einigen Be- 
merkungen, zu denen unsere Abbildung noch fühit 

Von deii Ib bttahlenhuscMn sinä bei dieset mch tn eine F^ ab 
idtlenden Cimgmenz {2, 2) mtf emeni Doppelsttahle viermal je 0wei in 
4 „hina}&' Büschel gwsammengetucM, zu denen allen det Doppelstrahl 
gehört, ste entsprechen den 4 Schmtten von F^^ mtt Ij^, die 8 übrigen 
„unaren" Büschel aber den 8 Geraden dm F^^, die durch dtese tt 
Funkte qeJien 

Auch diPbc ruclen noch g» je sueie^i miammen, nenn i'j" ein Kegel 
u-itd, der der Spitze entspteehende Stialil von F ist ein zueilet Doppel 
sPtahl eon (2, 2), denn die Geradt in J^i, welche irgend einem Büschel 
von r duich dies«n Strahl entspricht, geht durch die Spiizf und triflt 
den Kegel nur in ihr; dieser Doppelstrakl ist den 4 weiteren linären 
Slraklenbüscheln der Congrueng gemeinsam. 

Die Möglichkeit solcher Doppelstrahlen und das Zusammenrücken 
von zwei Strahlenbüschelu hat schon Kummer*) erkannt. 

IV. 

Die beiden mvolutorisehen Correspondenzen auf einer beliebigen Ge- 377 
raden l, die wir m Nr, 293 zur Ermittelung der Ordnung und Klasse 
der Brennfldche benutzt haben, sollen bei unserer Congruenz (2, 2) 
noch etwas genq,uer untersucht werden. Sie sind beide [2]. 

In de} einen, [2]/, entspiechen sich 3 Punkte von l, m dtmn dwbt 
Gerade von den beiden Gongruenzstiahleri w einer Ebtne durch l gi 
troffen uird 

In det andern, [2]^, entspiechen sick ^ Ebenen, welche l mit den 
beiden von demselhm Punkte ton I abgehenden CongtuenzsttaMeii tei 
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Zu ilineu tiitfc noch eim äittU. Üorrespondem imischen der FunJdreihe 
auf l und deni Ebenetibabchel um 1 (Nr. 294), die wir [2, 2]^ nennen 
wollen, 1» ih entsprechen jedem Funkte von l die beiden EbmKn, die l 
mit dfn von ihm ausgtlienden Congrmnzstrahlen verbinden, also zwei 
Ebenen, welche einander m [2]g entsprechen, und jeder Ebene durch 
l entaptechen die beiden Funkte auf l, durch welche die in der Ebene 
gelegenen Congruenssttahlen (jehen, zwei Punkte, die einander in [2]p 
correspondiren 

lu [2]i sind diL beiden einem Punkte von l entsprechenden 
Punkte die Schnitte von l mit den beiden zweiten Congruenzstrahlen 
in den Ebenen, welche dem Punkte in [2, 2]i correspondiren , und 
ebenso entspiechen in [2]^ einer Ebene durch l die Ebenen von l 
nach den eweiten Congvuenzstrahlen aus den der Ebene in [2, 2]; ent^ 
sprechenden Punkten. 

Die 4 Sdmilte A von l mit der Srennfläche ^ sind die Ver- 
sweigungspunlcte (Nr, 13) sowohl für [2, 2];, als für [2]j.; die 4 Ebenen, 
welche l je mü dm, 4 Congruenzstrahlen a verbinden, die heew. in diesen 
Schnitten A ihren einen Brennpunkt haben und die eingigen aus ^nen 
kommenden Congruensstrahlen sind, sind die zugehörigen Doppelebenen « 
von [2, 2](, während die zweiten in diesen Ebenen et, befindlichen 
Co ngruenz strahlen in l die zugehiDrigen Doppelpunkte von [2]p ein- 
schneiden. 

Die 4 Berühningsehenen ß ooii J an O sind die Vetzueigiingsebenen 
sowohl für [2, 2](, als für [2]e, die Sdimtte der l je mit den Gon- 
gruensstrahlen b, welche diese Ebenen ß besw m ihre} einen Siennebene 
haben und die eineigen Congmenssttahlen m ikntn •und, bind die Doppel- 
punkte B von [2, 2]i, wahrend die Ebenen aus ' nach den zweiten 
Congruenzsti ahlen aua diesen Punkten B die Doppelebenen von [2]g sind. 
Die Doppeipiitilite B von [2, 2]i sind zugleich die Comcidenzpu/nkte 
von [2]p, die Doppelebemn a von [2, 2].^ die Coincidenztbenen von [2]^. 
Weil bei jeder Correspondenz [2, 2] zwischen 2 Gebilden die 
Würfe der Verzweigungselemente in dem einen und dem andern Ge- 
bilde gleiches Doppelverhältniss haben (Nr. 15), so folgt für [2, 2](: 
Der Wurf der 4 Funkte A, in denen eine Gerade die Brennfläche 
einer Congruene (2, 2) schneidet, hat mU dem Wurfe der 4 Tangential- 
ebenen ß dieser Fläche am der nämlichen Geraden gleiches Doppel- 
verhältniss. 

378 Die Congruenzstrahlen, welche die Gerade l treffen, erzeugen 

(Nr. 358) eine Regelfläche 4. Grades, für welche l und ihre Polare V 
in Bezug auf das durch C gehende Gewinde F doppelte Leitgeraden 
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siiid, und zwischen den Punktreihen auf l und V entsteht durch die 
Erzeugenden dieser Regelfläche ebenfalls eine schon a, a, 0. erwähnte 
Correspondena [2, 2], und ebenso zwischen den Ebenenbüschein um 
l und V. 

Nennen wir [2, 2]i, e die Correapondenz zwischen den Punittreihen 
auf l und l\ so entsprechen in ihr einem Punkte auf l die beiden 
Punkte auf l', in denen die dem nämlichen Punkte von l in [2, 2]( 
CO rrespon dir enden Ebenen die l' treffen. 

Die Verzweigungspunkte auf l' sind die Berührungspunkte der 
Tangentialebenen ß, und ebenso berühren in den A die Tangential- 
ebenen aus l'. 

Also ist der eben erhaltene Satz über die Projeetivität der Würfe 
der A und der ß nicht wesentlich von dem Satze von Nr. 358 ver- 
schieden. 

Wir haben nun in Nr. 17 gefunden, dass es für eine Correspon- 
denz [2, 2] eine einfache Bedingung ist, eine Projeetivität zweier In- 
volutionm zu sein; wenn es einmal vorkommt, dass dieselben 2 Ele- 
mente, die einem Elemente des einen Gebildes im andern entsprechen, 
auch einem zweiten Elemente des ersten correspondiren , so geschieht 
dies durchweg, und es entsprechen dann projectiv den Elementen- 
paaren einer Involution in dem einen Gebilde die Elementenpaare 
einer Involution im andern. 

Es ffieht daher oo^ Gerade l, hei denen die ^Regelfläche (l) durch 
gwei projective PtmkUnvolutionen auf l und l' erseugt wird und also auch 
dvrch etm projedive Ebeneninvolutionen um l mid V, da ja entsprechende 
Ebenen der Ebenen-Oorrespondenz aus entsprechenden Punkten der 
Punkt-Correspondenz durch Projection je aus der andern Geraden sich 
ergeben. 

Jede ztvei entsprechende Funktepaare oder Ebenenpaare führen eu 
mem auf det HegelflÖdte gelegene, ■amdschiefen Vierseite, dessen Diago- 
nalen l and l' sind; die Fläehe enthält also oo^ soteÄ« Vierseile. 

Und enthält sie eins, so enthält sie oo^. 

Oder, die Geraden der Congruenz, welche eine derartige Gerade l 
treffen, bilden co^ Cjklen, die sich folgendermassen ergeben: 

Aus irgend einem Punkte X^ von l ziehe man die eine Gerade 
Xi der Congruenz, in der Ebene Ix^ die zweite Congruenzgerade ä/; 
dieselbe treffe die l in X^ und a^ sei die zweite Congruenzgerade aus 
diesem Punkte; dann geht die zweite x^ in der Ebene Ix^ durch 2j. 

Die andern Gegenecken dieses Vieraeits x^x^ und x^z^ liegen auf V. 

Wenn von irgend einem Funkte einer Geraden l ein solches aus 
Congruenzstrahlen (gebildetes Vterseit ausgeht, so dass die dem Punlile 
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gegenüberliegende Eclte auch auf l liegt, so geht von jedem Punlcte der 
Geraden l eins aus. 

In der Correspondenz [2, 2]i zwischen der Punktreibe auf l und 
dem Ebeaenbüaehel um l entsprechen der Ecke X^ die Ebenen Ix^ 
und Ix^; diese sind aber identisch mit Ix^ und 1x2 '^'^^ entsprechen 
auch dem X^ . 

Folglich ist auch die Correspondenz [2, 2]j eine Projectivitat 
zweier Involutionen bezw. in der Punktreihe l und dem Ebenen- 
böschel l. 

In der involutorischen Correspondenz [2]p haben sich die beiden 
dem Xj entsprechenden Punkte in X.^ vereinigt, denn die zweiten Oon- 
gruenzstrahlen x^', x^ in den Ebenen von l nach den von X^ aus- 
gehenden «1, x{ treffen l beide in X^, und ebenso fallen die beiden 
dem Xä entsprechenden Punkte iu Xj zusammen. 

Die involutorische Correspondenz [2]p ist in die doppelte Involution 
der Punkte X^Xg ausgeartet: die beiden jedem Punkte entsprechenden 
Punkte haben sich in dem ihm in dieser Involution gepaarten Punkte 
vereinigt (Nr. 29). 

Ebenso sind die in [2]^ der Ebene x^x^ entsprechenden in x^x^ 
zusammengefallen; also ist auch die Correspondenz [2]^ eine doppelte 
Involution. 

Und sw jedem Pimktepaar XjXg der einen Involution gehört ein 
Elmmipaar x^x^, x^'x^ der andern, und diese FrojecMvität ist die Cor- 
respondenz [2, 2]i. 

Hat l diese Eigenschaft, so hat ihre Polare V in Bemg auf I' 
sie auch. 

Sei unserer Congrumz C giAt es somit oo^ Gerade von der Be- 
schaffenheit, dass durch dieselben Funkte, in denen eme Gerade dieser Art 
von den zwei Congruensstrahlen in ^ner heliehigen Ebene durch sie ge- 
troffen wird, die CongruensstraMen in einer gewissen zweiten Ebene gehen, 
oder, was dasselbe ist, dass in den beiden Ehenen, welche die Gerade mit 
den zwei v<m einem ihrer Punkte ausgehenden Congruemstrahlen verbinden, 
noch zwei sich ebenfcdXs auf der Geraden treffende Congntenestrahlen 
liegen. 

Eine Gerade imrd als eine Gerade von dieser Beschaffenheit nach- 
gemieseit, wenn die eine oder die andere Eigenschaft als einmal eintretend 
erkannt ist; beide treten dami durchweg ein. 

Auf ihr entsteht eine involutorische Paarung der Punkte und um 
sie eine solche der Ebenen; beide Inrolutionen sind projectiv. 

Es ist nicht schwer, den Grad des Complexes zu ermitteln, welchen 
die oo^ Geraden erzeugen. 
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Wenn g^ und g^^ die beideu von einem beliebigen Pnnlite P aus- 
gebenden Strahlen der Congruenz C aind, so haben alle Geraden, welche 
von P nach dem Sehnittpunbte irgend zweier Geraden der C gehen, 
die einander und bezw. ^q, g^ schneiden, die beschriebene Eigenschaft 
und der Kegel, welcher die Schnittcurve der beiden Regelflächen {g^ 
und ((7(j'), welche sie ausser den Geraden g^, g^ haben, aus P proji- 
eirt, ist der Kegel des Complexes. Die Regelfläche {g^ hat (Nr. 290) 
die ^„ zur dreifachen Geraden und zwar zur einfachen Leitgeraden 
und zur doppelten Erzeugenden, die in beiden Fällen Torsallinie ist; 
von den 3 Berührungsebenen jedes Punktes der ^^ sind zwei fest, 
nämlich die beiden Brennebenen von ^„, die dritte ist veränderlich 
und geht je durch die vom Punkte ausgehende Erzeugende: im Punkte 
P ist sie die Ebene g^gä, denn g^ ist Erzeugende von {g^. Aehnlich 
verhält sich {g^) zu g^ und g^,. Eine Ebene % durch P schneidet diese 
Flächen in Curven 4 Ordnung, welche beide P zum dreifachen Punkte 
haben mit der Geraden (x, g^g^) als gemeinsamer Tangente in dem- 
selben. Die Strahlen aus P nach den 6 übrigen Schnitten sind die 
Kanten, in jr, des Complexkegels aus P. 

Legt man aber n durch g^, so trifft die einzige Erzeugende von 
i.9o)y ^^''- ^^ ^ noch liegt, die (g^), ausser auf g,,, noch dreimal; die 3 
Strahlen von P nach diesen Treifpunkten sind die von g^ verschiedenen 
Strahlen des Complexes in dem Büschel (P, %). Also ist g^ dreifache 
Kante des Complexkegels aus P und dreifache Tangente der Complex- 
curve in rc. 

Die Geraden von der oben besprochenen Seschaffetikeif, auf denen 
also und um welche die Congruens C Doppel-Involutionen hervorruft, er- 
zeugen einen Complex 6. Grades A^^ welchem die Congrumz d/reifach an- 
gehört; so dass sie den vollen Schnitt dieses Complexea mit dem Ge- 
winde r bildet, in dem sie enthalten ist. 

Die Polare, in Bemg auf F, jeder Geraden dieses Complexes gehört 
ihm audi an. 

Die 4 Schnittpunkte, mit der Brennfläche, eines Strahls l dieses 
Complexes 6. Grades sind die Punkte der beiden Paare der Punkt- 
involution auf l, welche, in der Projectivität zwischen ihr und der 
Ebeneninvolution, den Doppelebenen der letzteren, und die Tangential- 
ebenen aus l an die Brennffiche sind die Ebenen der beiden Paare 
der Ebeneninvolution, welche den Doppelpunkten der Punktinvolution 
correspondiren. 

Mit Hilfe der in Nr. 26 ff. gewonnenen Sätze über cyklische in- 379 
vohitorische Correspondenzen [2] gelangen wir aber zu allgemeineren 
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Sätzen über geschlossene Figuren aus Congnienzstrahlen, welelie alle einer 
und derselben Geraden l (uad also auch ihrer Polare nach F) iegegnen, 
mU beliebiger^ ab^ geiader Peitensahl 

Es sei also auf einer Oetaden l die [2]p cyklisch vom w*™ Grade, 
d. h. von emem Punkte X^ ausgehend nach dem einen eutsprechendeii 
2g, von diesem nach seinem zweiten an tsprech enden, ausser X^, ge- 
lange man mit A„+i wieder nach Xj zurück. Da X„ dann der zweite 
entsprechende von X^ ist, so giebt der Uebergang von X^ zu seinem 
zweiten entsprechenden denselben Cyklus in entgegengesetztem Sinne 
umlaufen. Jeder Pimkt des Cyklus hat seine beiden Nachbarn zu 
seinen entsprechenden Punkten in der Correspondenz [2]f, 

Giebt es also einen solchen Cyklus, so giebt es oo^; mit jedem 
Punkte kann man einen beginnen. 

Jeder solche Cyklus führt zu dnem geschlossenen, aus Congruens- 
strahlen gebildeten 2n-Seite, von dem die erste, dritte, fünfte ... E<^ 
auf l, die zwdte, vierte, sechste . . . auf der Polare l' liegt und das also 
auf (}) ^ (/') sich befindet. 

In der That, es sei Xi die eine von X^ ausgehende Gerade von C, 
x^ die zweite in der Ebene Ix^ befindliche, oder, was dasselbe, vom 
Punkte l'x,^ ausgehende, welche l in X^ trifft, x^ die zweite von X^^lx^ 
ausgehende (oder die zweite in der Ebene V x^ befindliche), x^ wie- 
derum die zweite in der Ebene IX2, welche l in Xg trifft, u. s. f., bis 
man zu x'^i, der zweiten Geraden in der Ebene lx„, gelangt, welche, 
da eben X„^i ^ Xj^ ist, durch X^ geht und deshalb lieber Xi genannt 
werden soll. Wir haben so das 2«-Seit x^x^'x^^Xg . . . Xn^(, dessen 
Ecken a^/iC^ ^i Xj, %'% ^ Xg, - . . -Xn^n '^ X„ auf l liegen und einen 
Cyklus in der Correspondenz [2]p bilden, während die andern Ecken 
a;, x^, X2 x^, . . ., x^x^ auf V liegen und dort ebenfalls einen Cyklus 
bilden. 

In der Correspondenz [2]^ von l sind die Ebenen x^x-[ und x-^x^ 
entsprechend, weil sie die von X[ ausgehenden Congruenzstrahlen xl, 
x^ enthalten; die zweite der x^x^ entsprechende Ebene ist x^x^; also 
bilden 

auch einen Cyklus und die Correspondenz [2]^ ist (Wenfalls cyMisch; die 
andern abwechselnden Ebenen x^X-^, x^'x^, . . . des 2«-Seits bilden 
einen Cyklus um V. 

Wir fanden Nr. 28 unter den Cyklen einer involutori sehen Corre- 

spondenz [2], welche vom w"" Grade cyklisch ist, ausgeartete, welche 
einfachere Figuren bilden, und aus dem Vorhandensein einer solchen 
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Ausartung konnte mau darauf schliessen, dass die Correapondenz 
cjkliseh ist. 

Im Falle n gerade ist, hatten wir zweierlei Ausartungen: Bei der 
einen geht man von einem Verzweigungselemente mit X^ aus, gelangt 
mit X„ ebenfalls in ein "Verzweigungselement und vervollständigt 

den Cyklus, indem man diese Elementen reihe zurück durchläuft. 

Bei der zweiten geht mau mit Xj von einem Coincidenzelemente 
aus und kommt mit X„ ebenfalls au einem Coincidenzelemente; zur 

Vervollständigung ist die Reihe zurück zu durchlaufen, so aber, dass 
die beiden Coincidenzelemente doppelt zu rechnen sind, das erste auch 
als Xn, das letzte als X^ 

Bei ungeradem « aber geht man von einem Verzweigungselemente 
aus mit X^ und gelangt mit X„_i in ein Coineidenzelement (oder 

umgekehrt); dies auch a]sX„+i nehmend und die Reihe zurück durch- 
laufend, vervollständigt man den Cyklus. 

Bei den Punkt- Correspondenzen [2]p sind Verzweigungspunkte 
die Schnitte A der l mit der Brennfläehe ^, Coinciilenzpunkte die 
Schnitte B der l je mit dem einzigen Congruenzstrahle in den Be- 
rührungsebenen ß aus l an die ©. 

Es seien, wie oben, a die einzigen Oongruenzstrahlen aus den Ä 
und b die einzigen in den ß. 

Zwischen zwei auf einander folgenden Elementen eines Cyklus 
befinden sich stets 2 Congruenzstrahlen. Ist es ein Cyklus von Punkten, 
80 gehen sie durch die beiden auf einander folgenden Punkte des 
Cyklus, liegen in einer Ebene durch l und treffen sich auf T; ist es 
ein Cyklus von Ebenen, so befinden sich die beiden Strahlen in den 
auf einander folgenden Ebenen, treffen sich auf l und ihre Ebene 
geht durch l'. 

Wenn nun eine von den obigen Ausartungen mit einem Ver- 
zweigungselemente anfängt oder schliesst, also mit einem Schnitte von 
l und der ^ oder mit einer B er iihrungs ebene aus l an die $, so ge- 
hört der Congruenz strahl a, bezw. & zu dem Paare von Congruenz- 
strahlen zwischen dem Verzweigungselemente und seinem Nachbar- 
elemente in der Äusartungs-Pigur. 

Wenn dieselbe aber mit einem Coincidenzelemente schliesst (oder 
anfangt), also mit dem Schnittpunkte eines Strahl 6 mit l oder mit 
der Ebene von einem Strahle a nach l, so gehört dieser Strahl 5, 
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bezw, a Dicht zu dem Paare zwischen dem Coincidenzelemente und 
seinem Nachbarelemente, sondern der zweite Congruenzstrahl aus jenem 
Schnittpunkte, bezw. in dieser Ebene; denn mit diesem Strahle kommt 
man, den Cyklus auf l construirend, zu dem Coincidenzelemente (oder 
verlässt es, wenn von ihm ausgegangen wird). 

Danach ergeben sieh für Gerade /, welche cyklische Correspon- 
denzen [2]p tragen, folgende aus Congrueuzstrahlen gebildeten Figuren, 
die ich Zuge nennen will Die auf ettiandei folfjmäm Strahlen der 
btlben schietäen sieh abuechselnd auf l und l 

h)i Fidle eines gf^aden n, fuhrt die Punktreihe deren Xj und 
X„ in Ver^weigungsp unkte fallen und die also auf einander 
folgende Paare Z^ X^, X X^, X X„ hat, zu emem Zuge ton n 

Coigt'utfißShahJen, der mit einem a anfangt und mit emem a schhebbt 
Die Punktreihe abei, deien X^ und X in GüiueidenzpunUe fallen, 

iUhrt zu einem Zusje \on n ~ 2 Congruenzstnhlen , von denen der 
erate wie Jt letzte die zweiten Congruenzatiahlen sind, welche von 
den Schnitten B zwpiei l> mit der l au'^gehen 

E-i empfiehlt sich also, hier die beiden h hinzuzufügen, weil sich 
dann auch ein Zu^ von h Strahlen eigiebt und dip beiden Eudstr-ihlen 
dcsselbfn leichter zu beschreiben sind 

Wir haben dann einen Zug von w SbaMen dei Congrtiens, netcket 
mit einem SttaJile b beginnt wnd mit einem ebensolchen bckUesst 

Abei wahend eoihn der Schnitt der ersten und der zweiten Seite 
und ebenso dei der vorletzten und letzten Seite oder die erste und die 
lel-te ((w — 1')"') Uc/e det, Zugs auf l liegen, liegen sie mm auf l da 
wu to? den Anfangspunkt und hinter den Endpunkt des (n — 2) 
belügen Zugs, die ^uf l liegen, noch je eine Seite zugefügt haben 

Wetin n ungerade ist, so fuhrt die Punktreihe, deien X^ in einen 
Vei zwei gungsp unkt und deren \ _i in einen C o meid enz[ unkt fällt, 

Äunathst 7u einem Zuge von n — 1 C onstruenzstrahlen , deren erstei 
em a ist, während der letzte dei zveite Con^ruenzstiahl aus dem 
feehnitte B emes b mit dei l ist, und wenn wii diesen b wiedei hm 
zufugLu, zu einem Zuge von 7i Congruenzstrahlen , uekJtei mit einem a 
beginnt und mit einem h schliesst 

Die eiste Ecke liegt auf J , die letzte auf l 

In allen 3 Fallen haben wir demnich n Stiahlen ist n gerade 
sind die Endstrahlen gleich irtig, beide sind a odet beide l ist « 
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ungerade, dann sind sie ungleichartig, der eine ist ein a, der an- 
dere ein h. 

Hätten wir die [2]^ von l, die ja auch cjtlisch ist, oder, was 
dasselbe ist, die [Sjp von V — deren Schnitte mit O die Berührungs- 
punkte der von l hommenden Tangentialebenen sind und welche an 
diese Fläche Tangentialebenen sendet, die auf l berühren, — benutzt, 
so würden wir dieselben Ergebnisse erhalten haben, nur in dem einen 
Falle in umgekehrter Reihenfolge, im andern mit umgekehrtem Durch- 
laufungs-Sinne. 

Wenn also l eine Gerade ist, deren invobitorische Correspondemen 
[2]p uiid [2]^ cyhlisch vom Grade n sind, so isi, im Falle n gerade, 
jedem der 4 Schnitte Ä von l mit der Brennßäcke ein zweiter mgeordnet 
und von dem einen siim andern geht ein Zug von n sich abwechselnd auf 
der Polare V und auf l selbst schneidenden Congruennstraklen, der mit 
den durch die Sdmitte gdtenden einten GovffruenzstraMen a beginnt und 
endet; ebenso ist jeder der 4 Berührungs^enen ß aus l an die Brenn- 
fläche eine eweite mgeordnet, und beide sind ebenfalls durch einen solchen 
Zug von n Strahlen der Gongruens verbunden, dessen erster und ktster 
die m/neigen in den beiden Berührungsebenen befindlichen Gongrueiw- 
strahlen b sind. 

Ist n ofer ungerade, so wird jedem' der Schnitte Ä eine der 4 Be- 
rührungsebenen ß zugeordnet; und beide sind wiederum durch einen Zug 
von n Congruengstrahlen verVunden, dessen Endstrahlen der StraM a durch 
den Funkt und der Strahl h in der Ebene sind. 

In beiden Fällen haben wir 4 solche Züge; im ersten Falle bilden 
sie zwei Paare Terechiedener, im zweiten sind sie alle 4 gleichartig. 

Umgekehrt ist (Nr. 28) das Vorhandensein mies solchen Zuges das 
Kenmeichen dafür, dass die Gerade l Correspondenzen trägt, welche cyk- 
lisch vom Grade n sind, und dass es aXso oo' aus Congruenisslrahlen ge- 
bildete Sn-Seite giebt, die ihre einen t^tvechselnden Ecken auf l, die andern 
auf V haben; so wie endlich, dass auch die 3 andern Züge vorhanden sind. 

Da d e Bed ngung d a Cjkl schwe den e n uvolator hen Cor- 
£onle z [2] e e ntache t so ent j cht jed m g nzen W the 
von en C mjlex von Stahlen / Für ^2 t derselbe om 
6 b ade (Nr 378) Für d sen e nfachen Fall lautet las eben er- 
haltene Reuultat folgenderm aasen 

W neidei sc! le beide e z gei Co j ensst ailer a a s g von 
den 4 Sin tfpu kt A e er Ge adet l t let B ennflacke so gehört 
dtese Getade mn Gomplexe A^ u d die Coig uetzsl ahle) aas den 
h de b gei '^c} tte t effet s } b falls all Co gne zst ahJen 
b 7 I } I h ß l l B jl } blä ^ 
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Faare sich schneidender Geraden; und es gi^t oo^ < 
gebildete Vierseite, welche l mir einen (und die Polare V zur andern) 
Diagonale haben. Ehenso kann man voraussetzen, dass swei von den 
CongruenestraMen b sich schneiden. 

In Bezug auf diese Schnittpunkte und Verbindungsehenen meeier a 
und zweier h besteht der Unterschied, dass die Schnittpunkte zweier a a/uf 
V, die zweier b auf l liegm, die Verbindungsdienen jener durch J, die 
dieser durch V gehen. 

Die beiden 6-Selinittpuiikte a.uf l sind die Doppelpußkte der 
(Doppel)-IaYolation [2]^ auf l, die beiden a-Verbindungs ebenen durch 
l die Doppelebenen der ( Doppel) -luvolution [2]^ um l (Nr. 378). 

Jeder Punkt P ist Doppelpunkt der Doppel-Involution atif 4 Strahlen 
von A''. Diese Strahlen sind die Schnittlinien der Brennebenen des einen 
durch P geheitden Gongritensstrahls mit denen des andern. 

Aehnlicli ist jede Ebene viermal Doppelebene. 

381 Hier liat auch der Fall n = 1 cykliseher involutorischer Corre- 

spondenzen Werth. 

Wir gelangen zu demselben, wenn l ein Strahl des Gewindes I' 
ist, in dem sich C befindet. Die beiden Co ngrueuK strahlen aus eineiii 
Punkte von l fallen in eine und dieselbe Ebene durch l, die Null- 
ebene dea Punktes in Bezug auf F, die ja durch l gehen muss. Ebenso 
treffen die beiden Co ngruenz strahlen einer durch l gehenden Ebene 
die l in demselben Punkte. 

Danach haben sich, in der Oorrespondeuz [2, 2]( zwischen der 
Punktreihe l und dem Ebenenbiischel l, die beiden einem Punkte von 
l entsprechenden Ebenen in dessen Nullebene, die beiden einer Ebene 
durch l entsprechenden Punkte in dessen Nullpunkte vereinigt, und 
aus der Correspondenz [2, 2]( ist eine ProjecUvität geworden. 

Die beiden mvolutorischen Correspondensen [2]p vMd [2]^ sind sogar 
Identitäten geworden; jeder Punkt oder jede Ebene hat sich mit den 
beiden entsprechenden vereinigt. Während bei M = 2 erst der zweite 
Schritt zum Ausgaiigsclemente zurUckführt: 

thut es hier schon der erste: 

Also ist r der dem Werthe n = 1 entsprechende Complex, 

In diesem Falle vereinigt sich aber auch V mit l\ die 4 von l 
kommenden Tangentialebenen der Brennfläche berühren sie in den 
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4 Schuittpuukten von l, die 4 Congrueuzstrahlen b haben sich mit 
den a vereinigt. 

Wenn die Gerade l einer der 5 confocalen Congrumsen angehört, so 
zerfällt die ßegelfläche {l) in zwei Regelschaaren und die Con-espon- 
dens [2, 2]i löst sich deshalb in swei Projectivitäten mif. 

In der Punktreihe l haben wir eine Projectivität , in der sich 
zwei Punkte entsprechen, von denen Erzeugende der beiden Regel- 
schaaren ausgehen, die in die nämliche Ebene durch l fallen. In der 
Correspondmw [2]f entsprechen einem Punkte von l die beiden Pwrikte, 
die ihm in dieser Frojectivität in beiderlei Sinne correspondiren (Nr. 30); 
ähnliches gut für [2]^. 

Wenn J durch einen der singulären Punkte S geht, ao vereinigen 
sich die beiden einem beliebigen Punkte von l in [2]f entsprechenden 
Punkte durchweg in dem Punkte S; das ist aber die Eigenschaft der 
Strahlen von j1^, bei denen |2Jf eine Doppel-Involution geworden ist 
und auch die beiden jedem Punkte entsprechenden Punkte in dem in 
der Involution ihm gepaarten Punkte sieh vereinigen; im vorliegen- 
den Falle ist S allen Paaren gemeinaam und die Involution paraboHsch. 

Die Correspondenz [2]^ artet so aus, dass jeder Ebene durch l 
eine bestimmte und eine unbestimmte entspricht; da unter den ao^ 
mögliehen auch die gegebene sich befindet, und die bestimmte ihr 
involntoi-iseh gepaart ist, so können wir auch diese Correspondenz als 
Doppel-Involution auffassen, oder müssen es vielmehr nach dem all- 
gemeinen Satze, dass die beiden mvolutorischen (Jorreapondenzen [2]^ 
und [2]^ stets zugleich Doppel-Involutionen smd 

So zeigt sich, dass die 16 Sti ahltnhundel um, die bingiilaieii Fiinkte 
der C mid die 16 Strahlmfelder in deti buunämen Fhenen mm Complexe 
A^ gehören. 

In der That ist ja auch jeder Strahl l durch einen S Diagonale 
von oo^ aus Congruenzstrahlen gebildeten Vieraeiten, dessen andere Dia- 
gonale die Polare V ist, die in der dem S zu gehörigen Ebene ö liegt; 
die beiden Congruenzstrahlen aus irgend einem Punkte von l werden 
zum Vierseite durch die Strahlen des Büschels (S, e) vervollständigt, 
die nach ihren Schnitten mit V gehen. 



Wir wollen nun die Kummer'sche Configuration in gleichmässiger ;- 
Besiehimg su allen 6 confocalen Congrumsen betrachten. 

Dazu bezeichnen wir die bisher C genannte Congruenz, von der 
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wir ausgegaBgen sind, mit Q und die 5 mit ihr confocalen, ent- 
sprechend der Tabelle in Nr, 368, mit 

Q, C;j, Q, C,, Q; 
so dass z. B. Cj durch die Leitschaaren der Regeischaaren erzeugt 
wird, deren Trägerflächen durch die Punkte der ersten oder durch die 
der zweiten Zeile von II in der genannten Tabelle gehen. 

Während in Q, iu Bezug auf welche unsere Bezeichnung (Nr. 360) 
der Punkte S und der Ebenen ff eingerichtet ist, jedena S die gleieh- 
bezeichnete Ebene e zugehört, ist in jeder der 5 andern Congruenzen 
einem Punkte S diejenige Ebene s zugehörig, die in Q zu dem Punkte 
gehört, welcher in der der jeweiligen Congriienz entsprechenden Doppel- 
zeile der Tabelle dem Punkte gepaart ist. Z. B. in der Doppelzeile 
III sind 24 und 56 gepaart, welche in der obern von den beiden 
Zeilen stehen; d. h. das Paar der beiden Strahlenbüschel (24, (24)) 
und (56, (56)) von Q gehört zu dem Regelschaar-Systeme dieser Con- 
grueoz, dessen Trägerflaehen durch die [iS]g gehen, welche in der 
unteren Zeile steht (Nr. 369). Ersetzt man die Regeischaaren durch 
ihre Leitschaaren, welche die confocale Congmenz Cj erzeugen, so 
tauschen die beiden Büschel ihre Ebenen aus ; in Q gehört zum 
Punkte 24 die Ebene (56), zum Punkte 56 die Ebene (24). 

Die folgende Tabelle giebt für die in der ersten Zeile stehenden 
Funkie 8 oder Ebenen ff in den folgenden 6 Zeilen mder ihnen stehend 
ihre zugehörigen Ebenen oder Punkte in den verschiedenen 6 Congruensen, 
wobei der Einfachheit halber und um diese doppelte Deutung zu er- 
möglichen, die Klammern um die Namen der Ebenen weggelassen sind. 
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383 Jede der Congruenzen C^, - . ., Q wird, ebenso wie C,, von 5 

Paaren von Regelschaar-Sjstemen durchzogen; das eine Paar besteht 
aus den beiden Leitschaar-Systemen, welche zu den Regelschaar- 
Systemen des einen Paars von Cj gehören, und demnach hat die 
Congruenz mit Cj das eine Paar sich ergänzender Gruppen [Äjg ge- 
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mein. Die 4 andern Paare von Eegelschaar-Systemen gehen aber 
nicht durch Gruppen [S% aus der Tabelle von Nr. 368. Betrachten 
wir beispielsweise die Congruenz C^. Dem Punkte 11 gehört die Ebene 
(12) zu, iu welcher noch liegen: 12, 23, 24, 25, 26, welche also dem 
11 in Bezug auf Q verbunden sind; nehmen wir 24, welchem (14) 
zugehört mit den weitern, also dem 24 verbundenen 14, 11, 34, 45, 
46; es bleiben, als nicht den 11 und 24 verbunden, übrig: 13, 56; 
15, 36; 16, 35. Diese bilden also mit 11, 24 eine Gruppe [S]^, durch 
welche ein Regel schaar - System von Cg geht. Dieselbe befindet sich 
nicht in der genannten Tabelle. 

Diese Gruppe und die ergänzende müssen sich aber auch bei 
einer der 4 übrigen Congruenzen C3, ... Q ergeben, da dieselben ja 
auch au Q confocal sind; die besprochene Gruppe z. B, gehört auch 
zu Cj. 

Folglich liefern die 5 Congraenzen C^, . . . Cg noch -|^ . 5 . 8 = 20 
neue Gruppen associirter Punkte, und mit den frühereu haben wir 
insgesammt 20 + 10 = -^ . 6 . 10. 

Also lassen sich die 16 Funkte S auf 15 Wmsen in 3 Gruppen 
von je 8 associirten Punkten iserlegen, und ahnliches gilt für die 16 
Ebenen 0. 

Durch jede Gruppe associirter Punkte S gehen i Eienenpaare unä 
die 8 Punkte der Gruppe sind also auf 4 Wdsen die 4 , 2 tveiteren Punkte, 
die in zwei Ebenen G ausser den beiden gemeinsamen Pu/nTcten liegen. Auch 
dadurch gelangen wir su der Zahl ^ . 16 . 15 : 4 = 30 der Gruppen. 

Diese 20 weiteren Gruppen haben wir aber schon gelegentlich 
gefunden (Nr. 368 Anm.). Zwei Comples-Tetvaeder von Q, wib S^S^S^S^, 
S,'S,'S;8i oder 11, 56, 46, 45; 23, 14, 15, 16 (Nr. 366), die zu 
einander polar sind in Bezug auf das durch Q gehende Gewinde, 
bilden durch ihre Ecken auch eine Gruppe associirter Punkte. Wenn 
wir also die 30 Gruppen associirter Punkte alle aus einer von den 
Congnienzen entstehen lassen woUen, so serfallen sie in 2 auf v&schiedene 
Weise sich ergebende Arten von 10 und 30 Gruppen. Die einen sind 
die Gruppen der Punkte, die den Trägerflächen der 10 die Congruene 
durchsiehenden PegelSf^aa/rSysteme gemeinsam sind, die and&yt sind durch 
die Ecken sweier Complexte^aeder gebildet, die in Semg auf das die 
Congruens enthaltende Gewinde polar sind. 

Jedem Punkte S sind in den 6 verschiedenen Congruenzen bezw. 384 
alle 6 durch ihn gehenden Ebenen zugeordnet; die 15 Schnittlinien 
dieser 6 Ebenen müssen je noch einen zweiten enthalten. 

Jedem Punkte S ist also jeder von den 15 übrigen in Bezug auf 
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je swet ton din ( C ngtueneien terhunien uni afnlclfb qlf ft äe 
Ebenen e 

Wir können nun jetzt auch len Satz ^on Nr 3C5 \erall^emeiueiii 
T(t«n u ff Suez hehehge to» äej H Ebenen ß und b b* dir 
beiden 'Punkte b auf iher SchmtHmte smd, so gehen die 4 ueitetm 
Ebenen ö die von S lommen duid je mnen der -i ueitetn 'Pu.n'Lte anf 
ff', wie auf e dtrch S^ und S^ \ und S^ % und S^ und 

durch die nämlichen 4 Furüd^aare gehen auch die 4 wdteren Ebenen 
ff, toehhe von S'* 'kommen, und die ieiden sechspunktigen Jteihen auf den 
Kegelschnitten | ff' |^, | ff" |* sind in folgender Weise projectiv: 

Der Ebene a' entsprechen in dm 6 Congruenzen ifi^e 6 Punkte, 
ebenso der Ebene ff". Die beiden je in der nämlichen Congruene m- 
gehörigen Punkte sind in der eben erhaltenen ProjecUvität homolog. 

In der Congruenz Q, in welcher der ff' einer der beiden gemein- 
samen Punkte, z. B. S, zugehört, ist der andere S* ihm verbunden und 
seine zugehörige Ebene geht durch 8 und ist die zweite durch SS* 
gehende Ebene ff, also die ff". 

In der Congruenz C,-, in welcher der e' der S-^ zugehört, sind S 
und S* demselben verbunden; deren zugehörige Ebenen gehen also 
durch iSiS,', S*S^ und sind die zweiten durch diese Geraden gehenden 
Ebenen ff; diese gehen beide durch S^' und folglich geht die diesem 
zugehörige Ebene durch 8 und 8* und ist e". 

385 Jede der 6 Gongrumzm Cj . . . Q befindet sich in einem Slrnhlen- 

gewinde; diese 6 Gewinde wollen wir mit .Fj, . , ., f^ bezeichnen. 

Je zum von ihnen sind in Involution. 

Dazu haben wir nachzuweisen (Nr. 102), daas die Collineation 
mit Axen, welche die beiden Gewinde oder ihre Nulisysteme verbindet, 
eine windschiefe Involution ist In dieser Collineation entsprechen 
sich die Nullpunkte derselben Ebene, die Nullebenen desselben Punktes 
in den beiden Nullsystemen. Eine Collineation mit Aseu ist entweder 
durchweg involutorisch oder ganz ohne iuvolutorisehe Elementen paare. 

Es seien C,-, C* zwei von unsern 6 confocalen Congruenzen und 
iSj, S^ zwei verbundene Punkte aus einer der beiden Gruppen \S\ 
von Q, durch welche die Trägerflächen eines Systems von Regel seh aar eu 
dieser Congruenz gehen, deren Leitschaaren die G erzeugen, so haben 
diese beiden Punkte ihre zugehörigen Ebenen ausgetauscht. Gehören 
ff', ff" zu i9j, 8.^ in Bezug auf Q, so gehören sie zu ä^, S^ m Bezug 
auf Q, Ist also der erste der beiden collinearen Räume mit den 
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Nullpuukteii in Bezug auf F,- und der zweite mit denen in Bezug auf 
Fi erfüllt, so entspricht dem S^ im ersten der S^ im zweiten, weil 
sie Nullpunkte YOn ö" sind, und dem S-^ im zweiten der S^ im ersten, 
weil sie Nullpunkte von ö" sind; also ist die Coilineation involutorisch. 

Folglich bilden die 6 Gewinde F^, . . ., F^ eine solche Gruppe, wie 
wir sie in Nr. 185 £f. genauer betracktei haben. 

Mit dieser Gruppe ist eine in sich geschlossene Grw^ von 32 
linearen Transformationen, 16 Collineationen und 16 Correlationen, ver- 
bunden. Jene sind die Identität % und die 15 windschiefen IutoIu- 
tionen S^^, S^j, . . ., 3^^, welche die Leitgeraden der 15 Sehnitt- 
Strahlennetze zu Axen haben; diese sind die Nullsysteme 9lj, . . ., 9ig 
der 6 Gewinde nnd die 10 Polarsysteme 5ß,g3 ^ S^^^ > ■ ■•, deren Basis- 
flachen je die beiden Regeischaaren F^ F^ F^ und F^F^F^, ... tragen. 

lAegt eine solche Gruppe von 6 Gewinden in Involution vor, so geht 
durch die Transformations-Gruppe aus jedem Funkte oder jeder Ebene 
eine Figur Fg^ von 16 Pumlcten und 16 Ebenen hervor, von der durch 
jeden ihrer Punkte 6 ihrer Ebenen gehen und in jeder ihrer Ebenen 
G ihrer Punkte liegen und die aus jedem ihrer 32 Elemente durch die 
32 Transformationen sieh ergiebt. 

Gehören die F,, ..., Fg eu 6 confocalen Congruenzen Q, . . . Q, 
so bilden die gemeinsamen singulären Punkte S und singulären Ebenen ff 
eine solche Figur F^j^. 

Wir nennen nun einen der singulären Punkte und die durch 
ihn gehenden Ebenen (1), (2) ... (6), wobei Qi) die dem zugehörige 
Ebene in Bemg auf Q, also auch seine Nullebene nach Fi, oder %, ist. 

Jede der 15 Schnittlinien (h) (i) enthalt einen zweiten Punkt S, 
den wir hi nennen. Er ist dem verbunden in Bezug auf Ca und Q, 
und die Ebene (A) gehört zu ihm in Bezug auf Q und Ff, die Ebene 
(i) aber in Bezug auf C, und F/,; also entspricht hi dem in der In- 
volution Saj. 

Da ilc in (i) und ß), den Ebenen, liegt, welche in Bezug auf 
Ch zu hi und hk gehören, so ist er beiden Punkten in dieser Con- 
gruenz verbunden; also ist die Ebene (i/c, hi, hh), die wir kurz (hik) 
nennen wollen, die dem ik zugehörige Ebene in Bezug auf C^ und 
ebenso gehört sie zu hk in Bezug auf C; und zu hi in Bezug auf Ct. 

Wir erhalten nicht 20 Ebenen (hih), sondern nur 10, weil 
(hik)^(lmn'), wofern hierin alle 6 Ziffern eingehen; die 3 übrigen 
Punkte S in (hih) köunen nämlich nur Im, In, mn sein; alle übrigen 
haben eine der Ziffern h, i, h, liegen also bezw. in (A), (i), (k), welche 
mit (hih) nur die Punkte hi, hk, ik gemein haben. 

Weil nun aber hi, hk, ik dem in Sm, 3**, S/t entsprechen, so 
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Q 

(6) 

(126) 

16 

45. 



ist (Nr. 178) die V erbi n düng geben e (hik) die Polarebene von im 
Polarsysteme ^m und da dies mit ^i^a identisch ist, so folgt auch 
daraus, dass (hih) ^ (Imn) ist. Also sind die 10 nicki durch 
gehenden E'benen ö die Polarebenen von nach den 10 Polarsystemen 
der Gruppe. 

Die Ebene (hik) e^ (Imn) gehört v.u ihren Punkten mn, In, Im 
je in Bezug auf C;, Q,, Q. 

Danach gehören in Bezug auf: 

Ci Ca Cg C4 C^ 

zum Punkte die Ebenen: (1) (2) (3) (4J (5) 
„ 12 „ „ (2) (1) (123) (124) (125) 

zur Ebene (1) die Punkte: 12 13 14 15 

„ (123)^45b) , 20 13 12 56 46 
Die ntmmehrtge Bezeichnung is/ die Weift Beye'sche (Nr. 360), 
weV^e fu} diese gemeinsame BphtuhUtrtg dei 6 Congrumsen die geeignetere 
ist Wn wissen, dass, wenn wir (J mit 11 bezeichnen, allen mit einer 
Ziffer bezeichneten Ebenen noch eine 1 zufügen, bei den aber mit 3 
Ziffern bezeichneten Ebenen in demjenigen der beiden Namen, welcher 
1 enthalt, diese &treii.heö, wii unseie bisherige für die alleinige Be- 
trachtung von Cj etwas einfacheie und geeignetere Bezeichnung er- 
halten *) Machen wu dasselbe mit den 5 andern Ziffern, so erhalten 
wir die fui C , Q , geeigneteren zweiziflrigen Bezeichnungen. Die 
Umformung für Q geschieht z. B. folgenderinassen: 
11 EE^0 = 22; 
(11)-(1) = (12), (12) = (2) = (22), (13) = (3) = (23), 

(23) = (123) = (13), (34) = (134) = (256) = (56). 
Formt man z. B. in der Tabelle von Nr. 382 die Q entsprechende 
Zeile so um, so muss sie mit der Ueberschrift (in der 11 durch 22 
ersetzt ist) Übereinstimmen, so wie die erste Zeile schon jetzt über- 
einstimmt. 



*) Hmaii,htlich der Putilte S it.t 1er Unterschied nur geringfügig: der be- 
vorzugte ist verachipdenartig lezeichnct tezw 11 Weber und Eeje um- 
klammPtn noch die Namen dei Punkte — Zur Erleichterung des Uebergangs 
von emer Lezfichnung der Ehentn e air indern stellen wir beide Bezeichnungen 
unter einander, zueiat die bisherige, dann die Weber Seye'sehe, beidemal ohne 

n li 13 14 15 Ib 2^ 24 25 2b 34 dö 36 45 46 56 

[12J 124 12t 12ß 134 135 136 145 146 156 

^ ^ ^ * ^ 1456 366 346 345 356 246 245 236 235 234, 
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Vollzieht man den Umwandluags-Proeess rückwärts , so erhält 
man leicht zu jedem Punkte S seine in Bezug auf Q zugehörige Ebene 
e mit der alten Bezeichnung; ühnlich bei den andern Congruenzen. 

Ein Tetraeder von der Art 3 

12 13 23 



Ist (Nr. 179) ein FoUrtetraeäer i 

Basselle Tetraeder ist ein Tetraeder ß (Nr. 367) für C, , Q, Q; 
denn z. B. die beiden Ebenen (1) und (123) sind die zu und 23 
gehörigen Ebenen für Q, also die auf ihrer Schnittlinie gelegenen 
12, 13 gemeinsam verbunden den und 23 in Bezug auf C,; ebenso 
sind 12 und 2S den und 13 in Bezug auf Q und 13 und 23 den 
und 12 in Bezug auf Q gemeinsam verbunden. 

Für die 3 andern Congruensefii ist das nämliche Tetraeder ein Te- 
traeder a oder ein Gomplex- Tetraeder. 

In der That, 12, 13, 23 liegen ausserhalb der Ebenen (4), (ö), 
(6), sind folglich in Bezug auf diese 3 Congruenzen dem nicht ver- 
bunden; da ferner ihre Ebene (123) ^^ (456) für diese Congruenzen 
zu 56, 46, 45 gehört, so sind sie auch gegenseitig nicht verbunden. 

Wir erhalten auf diese Weise J . 16 . 2 . 10 = 80 Tetraeder; es sind 
die 80 hei C^ gefundenen a und ß. Jedes ist fivr 3 von den 6 Con- 
gruensen ein Tetraeder k, für die 3 andern ein Tetraeder ß. 

Die Folge von 3*^ und Sr* ist Sm und die von 3«,- und 3ti ist 
3™„ (Nr. 178, 183, 185). Folglich ist auch 56, 34, 24, 14 ein Tetra- 
eder ß für Q, Cg, Cj; denn es entsteht ebenso, wie das obige aus 
seiner Ecke (oder auch aus jeder der andern); dem 56 nämlich ent- 
sprechen in 3fj2, 3j3| 3ij3 bezw. die Punkte 34, 24, 14. Und aus den 
8 übrigen Punkten können wir noch 2 solche Tetraeder bilden, so 
dass wir eine den 3 Congruenzen Cj, Q, Q gemeinsame Tetraeder- 
gruppe (ß) haben (Nr. 367), die für Q, Q, C^ eine gemeinsame 
Gruppe (a) ist: 

23 13 12 
56 14 24 34 
46 15 25 35 
45 16 26 36 

(die I' in Nr. 366, nur dass die Tetraeder ß hier in den Zeilen, dort 
in den Colonnen stehen). 

Wir haben die Tetraeder, wie früher, so geschrieben, dass in 
Bezug auf Q, Q, Q nicht verbundene Punkte unter einander stehen. 
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In den Colonnen stehen also die 4 Tetraeder einer gemeinsamen 

Gruppe (a) für Q, Q, C3, die eine (,5) für Q C , Q ist. 

Mithin gehört jede der 10 Tebaedergruppm (jx) oder (ß), die su 

einer der 6 Congruemen gehört, noch su 2 anäetn, fut die 3 iibrigen ist 

sie eine [ß) oder («). 

Die 10 Gruppen («) oder (/3) emei der Congruenzen eiitspreclien 
also den 10 Combinationen der 5 andern zu je zweien (oder je dreien). 
Die 4 Tetraeder einer Grippe («) lann man auf 3 Weisen in 2 
Paare von Paaren ^ertheilen. Die ^ Ecken jedes Paars bilden eine 
Gruppe von 8 assoeiirten PtmMen, die äbtt verschiedene Beziehung sn 
den 3 Congruenzen haben, su welchen die Giuppe ah («) gehört. Bei 
der einen Weise sind die gepaarten Tetraeder polar zu einander in 
Bezug auf F^, bei der zweiten in Bezug auf F.^, bei der dritten in 
Bezug auf F^ , wofern die («) zu den 3 Congruenzen C, , C^ , C3 
gehört. 

Nennen wir g. B. in der obigen Gruppe die Tetraeder der ersten, ... 
vieren Colonne I, . . . IV; so sind I und II, III und IV polar in 
Bemg omf F, , I, III; II, IV in Bezug auf F^ und I, IV; II, III 
in Bezug auf F^. 

Die 4 Paare I III, II IV; I IV, II III gä)en dann 5 Paare 
sich ausschliessender \_S]^ für Q, d. h. solcher Gruppen associirter 
Punkte, durch weiche die Trägerfläehen von Regelschaar-Systemeu 
der Ci gehen; und analog für Q, C3. Die I II, III IV sind also die 
beiden gemeinsamen Gruppen [S\ für C^, Q, 

Die in derselben Zeile bei I und II oder III und IV stehenden 
Punkte sind dann verbunden in Bezug auf beide Congruenzen: sie 
haben ihre Ebenen ausgetauscht; z. B. zu und 23 gehören (2) und 
(3) in Bezug auf Q, (3) und (2) in Bezug auf Cg. Also sind 
ö;"23; 56, 14; Iß^lö; iE>7^^ "l3, 12; 24~34; 2% 3% 2h~ ih 
die gemeinsamen Strahlen von Q und C3. 



387 Wir fanden in Nr. 371 Fünfecke S^S^S^S^S^, deren Seiten i 

lidi zur C, gehären, und dazu nur einen einzigen Punkt 8^, der allen 5 
Ecken nicht verbunden ist in Bezug auf Cj. 

Ersetzt man die Congruenz ätirch die 5 confocalen, so nimmt jeder 
der 6 Punkte dieser Weber'schen Gruppe, aus det, wie wii wissen, die 
ganze Configuration linear construirt werden kann, gegetiitbu den 5 
übrigen die Stellung ein, die Sg bei C^ hat. 

Es empfiehlt sich, dies zunächst an einem Bei^pitl zu betuthten 
Das Fünfeck: 

23, 45, 26, 34, 56, 
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dessen Seiten der Q angehören, hat den 11 oder Kum Punkte, der 
in .Bezug auf diese Congruenz allen Ecken nicht verbunden ist. In 
Bezug auf alle 6 Congruenzen giebt folgende Tabelle in den 5 ersten 
Punkten das Fünfeck und im sechsten Punkte den allen Ecken nicht 
verbundenen: 



c, 


23, 


46, 


26, 


34, 


56; 





Q 


0, 


23, 


34, 


66, 


26i 


45 


Q 


0, 


34, 


45, 


26, 


23; 


66 


Q 


0, 


34, 


23, 


66, 


45; 


26 


Q 


0, 


45, 


34, 


26, 


56; 


23 


Q 


0, 


26, 


23, 


45, 


56; 


34 



Beim üebergange von C, zu Q, wo 45 und vertauscht sind, 
haben ausserdem noch die beiden Ecken der Gegenseite 34, 56 von 
45 im Fünfecke von Q ihre Stellung vertauscht. 

Ordnen wir also bei unserem zu Q gehörigen Fünfecke S^S-iS^S^S^ 
oder, wie es einfacher bezeichnet werden mag, 12 3 4 5 dem Punkte 
6, der allen Ecken nicht conjugirt ist, nun die Ebene 526,*) nach 
der früheren Bezeichnung a," zu; die zugehörige Congruenz sei 0,, 
In C| war dem Sg ^ 6 die Ebene <Jg zugehörig, welcte die Punkte 
iSj", . . . S," oder kürzer 1", ... 5" enthält, die, in Bezug auf C, , den 
Ebenen ß", o^', . . . s/' oder 526, 136, . . . 416 zugehören. 

Mit der erwähnten Zuordnung werden 2 und 5 dem 6 verbunden 
in Bezug auf Q; folglich können wir ein Fünfeck mit 5, 6, 2 als auf 
einander folgenden Punkten bilden, demnach 1 durch 6 ersetzen. Die 
dem 2 in der Ca zugehörige Ebene ff geht also durch 6 und muss ff^, 
die nicht durch 2 geht, in einem der Strahlen 6(2", , . ., 5") schneiden; 
durch 61" geht schon die 6 zugehörige 526; die zweiten Ebenen 
durch 6(2", 4", 5") enthalten die Diagonalen 13, 35, 41; die Ebenen 
2(35, 41) sind Überhaupt keine Ebenen e**) und 123 ist dem 2 für Q, 
also nicht für Ca zugeordnet. Demnach geht die gesuchte dem 2 für 
Cft zugehörige Ebene durch 63", also durch die Diagonale 24, und 4 
wird für C* dem 2 verbunden, ebenso 3 dem 5. Ist also diese Ebene 
dem 2 für Q zugehörig, so muss die zweite durch 24 gehende Ebene 
ff, nämlich 234 dem 4 für C* zugehÖren, und 3 ist damit dem 4 



*) D. h. in dieser Nummer die Ebene, welche die 3 Punkte 5, 3, 6 verbindet. 

**) Denn durch 23 z. B. gehen mir 123 und 234, welche, in Bezug auf C,, 
EU 2 and 3 gehören; diesen beiden Punkten iat aber 5 bei diesei: Congtueni aicht 
verbunden, alao nicht in ihren Ebenen gelegen. 
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verbunden. Also ist in der That 6 2435 ein Fünfeck, dessen Seiten 
Strahlen der Q sind. 

Es bleibt nocli zu beweisen, dass 1 allen 5 Ecken nicht ver- 
bunden ist. Die zu 2 und 5 gehörigen Ebenen 246, 536 enthalten 
uieht 1, denn 241, 531 sind überhaupt keine ff; die zu 4 und 3 ge- 
hörigen Ebenen sind 243, 435 und enthalten, da 12345 windschief 
ist, nicht 1; endlich aucb die 6 zugehörige Ebene 625 enthält nicht 1, 
weil sonst 6 in 125 fiele und in Bezug auf Q dem 1 verbunden wäre. 

Ordnen wir nun weiter dem 6 bezw. die Ebenen 136, 246, 356, 
416 zu, so erhalten wir die 4 weitern Congruenzen und in ihnen die 
Fünfecke oder besser Fünfseite 

16354, 52641, 21365, 13246, 
und ihren Ecken nicht verbunden bezw. die Punkte 2, 3, 4, 5. 

Da also die Weber'sche Gruppe 123456 aus jedem ihrer Punkte 
abgeleitet werden kann, so aber, dass das Füofseit der 5 übrigen 
Punkte jedesmal zu einer andern von den 6 Congruenzen gehört, so 
giebt es so viele Weber'sche Gruppen, a(s bei einer Congriiens Fütifeclce 
mit SU ihr gehörigm Seiten möglich sind, also 192 (_Nr. 371). 

Bei Bevorzugung von 6 werden die 10 übrigen Punkte in zwei 
Gruppen von je 5, nämlich der S" und der S' , construirt als die 
Schnitte: 
S"; (123, 451, 256), (234, 512, 316), (345, 123, 426), (451, 234, 536), 

(512, 345, 146), 
S' : (123, 356, 416), (234, 416, 526), (345, 526, 136), (451, 136, 246), 

(512, 246, 356); 
denn (Nr. 371) z. B. 

S," = ffsff;,«," =- (123, 451, 256), S,' ~: ö,ff/'ff,r ~ (512, 246, 356). 

Ersetzt man die Reihenfolge 12 3 4 5 6 durch 6 2 4 3 51 oder 
vertauscht 6 und 1, 3 und 4, so giebt die erste Zeile: 
(624, 356, 251), (243, 562, 461), (435, 624, 321), (356, 243, 541), 

(562, 435, 631), 
worin 2 Punkte S" und 3 Punkte S' sich befinden. 

Werden ebenso die 4 -weiteren Vertauschungen vorgenommen, so 
erhält man alle 10 Punkte allein aus der ersten (oder zweiten) Zeile, 
jeden 3mal. 

Man beachte, dass bei diesen V^ertauschungen die 10 Ebenen, 
welche die Nachharseiten des Pünfecks 1 2 ,^5 4 5 und die Diagonalen 
mit dem „äusseren Punkte" 6 verbinden, sich unter einander austauschen. 
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doDn z. B. hei Afn ersten Vertauschung bleiben 234, 345 und 136, 
416 von derselben Art, die 6 übrigen geben je in die andere Art über. 

Es ist dies eine bemerken swertbe Eigenschaft des räumlichen 
Fünfecks, dem ein sechster Punkt adjungirt wird. 

In jeder dieser 10 Ebenen liegen 3 Punkte der Weber'schen 
Gruppe, 2 Punkte S", 1 Punkt 8'. 

Die 6 übrigen Ebenen siiid die, in denen sich bei jeder der 6 
Constnictionen die 5 Punkte S" und der jeweilige äussere Punkt 
befinden. 

Durch jeden der 6 Punkte der Weber'schen Gruppe gehen 5 
von den 10 ersten Ebenen und 1 von den 6 andern, durch jeden der 
10 weiteren Punkte je 3 von jenen und von diesen.*) 

Schröter hat noch auf Zwölfer-Gruppen in der Kummer'schen 3f 
Configuration aufmerksam gemacht, deren lä Funkte je derselben Fläche 
2. Grades angehören. 

In der Ebene (1) z. B. hegen die 6 Punkte 0, 12, 13, 14, 15, 16; 
wir bilden aus ihnen 3 Paare, welche alle 6 Punkte umfassen, etwa.: 

12; 13 14; 15 16. 

Die 3 zweiten Ebenen ö durah die Verbindungslinien sind bezw. 
(2), (134) = (256) und (156) = (234). Deren 3 Schnittlinien haben 
jede ihre zwei besonderen Punkte S, nämlich 25, 26; 23, 24; 34, 56. 
Diese 12 Punkte vertheilen sich zu je 6 auf die 4 Kegelschnitte der 
4 Ebenen so, das dieselben sieh zu je zweien in 2 Punkten begegnen 
und infolge dessen auf der nämlichen Fläche 2. Grades liegen. Letztere 
bestimmt man am einfachsten durch die 6 zuletzt gewonnenen Punkte 
und 3 in der Ebene (1) zu verschiedenen Paaren gehörige; denn da- 
mit kommen die 3 Kegelschnitte in (2), (134), (156) auf die Fläche 
und, wegen seiner 6 Begegnungspnnkte mit ihnen, auch derjenige in (1). 

Da man nun die Punkte in (1) auf 15 Weisen in 3 Paare zer- 
legen kann, so giebt es ^ . 16 . 15 =- 60 Zwölfer-Gruppen in der Con- 
figuration. Jede ixm ihnen enthält 6 Gruppen assodirter Punkte, nämlich 
je die 2.4 Punkte in 2 von den 4 Ebenen, welche nicht auf der 
Schnittlinie liegen (Nr 383) 

Umgekehrt heßndet sit.h jede Gruppe atssocürfer Punkte S in 
60 . G : 30 = 12 Ztvölfergruppen in der That, aus jedem der 4 Ebenen- 



*) Vergl. Schrötar Journal fui Matheaatik Bd. 100 S. 23i , wo die 
Kummer 'sehe Configura,tion durct elementite ati, eometrisohe Betrachtungen 
ohne Bezugnahme auf die Congruena 1,2 2) unter Uüht lat. 
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paare, die durch sie gehen, kann man 3 Zwölfer- Gruppen ableiteHj 
indem in einer der beiden Ebenen die 4 Punkte, die nicht auf der 
Schnittlinie liegen, in 3 Weisen 2 Paare bilden. 



VL 

3 Es aoll im Folgenden die Frage erörtert werden, ob bei einer 

Fiaclw 4 Oidnung I* mit 10 comscken Doppelpunkten {Kummer' sehen 
Flache) die müit m conisclie Boppel-Berührungsebenen fallenden Doppd- 
taiigenteii noßinenäig melitere getrennte Congrvengen bilden. Dazu müssen 
m Kurze die wichtigsten Eigenschaften dieser Fläche abgeleitet werden. 

Die 16 Doppelpunkte bringen die Klasse der Fläche von 4 . 3^ = 36 
auf 36 — 2 16 = 4 herab 

Wenn dei Tangentialkegel einer Fläche die Ordnung r und die 
Masse m hat, so bedeutet ersteres, dass in einer Ebene durch die 
Spitze von diesei an die ausgeschnittene Curve r Tangenten gehen 
odei / die Klasse dieses Schnitts ist. Fällt aber die Spitze in einen 
Knotönpunkt, so vermindert sieh zunächst, wegen des Doppelpunktes, 
den der Schnitt frhalt, diese Klasse um 2; die Zahl der Tangenten, 
welche an eine Cuive von einem Doppelpunkte derselben kommen und 
anderwärts berühren, ist bekanntlich wiederum um 4 kleiner als die 
Klasse, also in unserm Falle r — 6. 

Aus einein Snotenpimhie kommt, ausser dessen Änschmiegungshegel, 
noch ein Tangentialkegel (r — 6)*™ Ordnung. 

Die Klasse m des Tangentialkegels, zugleich die der Fläche, aber 
bedeutet, dass von einer dnreh die Spitze gehenden Geraden m Be- 
röhrungsebenen an ihn kommen; wenn die Gferade aber in einer Be- 
ruh rungsebene durch den Berührungspunkt geht, so zählt diese Ebene 
doppelt; liegt also wiederum die Spitze in einem Knotenpunkte, so 
hat jede durch die Spitze gehende Gerade zweimal diese Eigenschaft, 
weil alle Tangentialebenen des Anschmiegungskegels in dem Knoten- 
punkte die Fläche berühren. Folglich kommen an den weiteren Tan- 
gentialkegel nur nocft m — 4 Beriihrwngsebenen, er ist (m — 4)"^ Klasse. 
Dass, dual, der Berührungs-Kegelschnitt einer Doppel-Beröhrungsebene 
einen Schnitt 4. Ordnung darstellt, ist unmittelbar ersichtlich.*) Ist 
die Ordnung der Fläche n, so hat der fernere Schnitt die Ordnung 
n — 4 und die Klasse r — 6; wie die duale Ueberlegung zeigt. 

Bei der Kummer'schen Fläche ist nun m = 4, r ^ 12, Folglich 
ist der weitere Tangentialkegel aus jedem der Knotenpunkte N ein 

*) Weil uns die Vorstellung einer Flaolie ab Ort TOn PwnJcten geläufiger ist. 
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Kegel 6, Ordnung und 0. Klasse; d. h. er besteht aus 6 Ebenen. Jeder 
Strahl in eiuer von diesen Ebenen v durch unsein Knotenpunkt N 
berührt in einem Punkte, der im allgemeinen von N verschieden ist; 
die beiden Strahlen aber, in denen v den Änachmiegungskegel \N\^ 
yon N sehneidet, haben 3 vereinigte Schnitte in N mit der Fläche 
jF*; also kann, wegen der Ordnung der Fläche, kein von JV" ver- 
schiedener Berührungspunkt vorhanden sein; wären aber diese beiden 
Strahlen verschieden, so würden wir erhalten, dass die Curve der Be- 
rührungspunkte in der Ebene v 3. Ordnung (mit einem Doppelpunkte) 
ist, was die Ordnung die Fläche auch nicht zulässt. Also berühren 
alle 6 Ehenm v dm Kegel |^|* und zwar längs der 6 Geraden, welche 
vier vereinigte Schnitte in N haben (Nr. 313). Und jede von ihnen 
tangirt F^ längs eines Kegelschnitts \v\^, welcher die eben erwähnte 
Berübrungskante in N berührt. 

Der vollständige Beruh rungakegel 12. Ordnung aus einem be- 
liebigen Punkte hat die Strahlen nach den 16 Knotenpunkten zu 
Doppelkanten, weil die erste Polarfläche dea Punktes die Knotenpunkte 
einfach enthält und ihre Schnittcurve mit F* also zweimal durch 
sie geht. 

Fällt der Punkt wiederum in einen Knotenpunkt N, so ersieht 
man sofort, dass die 15 Schnittlinien der 6 Ebenen nach den 15 
übrigen Knotenpunkten gehen; in der That haben wir ja auch in dem 
Punkte, wo eine von diesen Linien die F^ „berührt", 3 Tangenten 
der Fläche, die nicht in eine Ebene fallen, die Schnittlinie und die 
Tangenten an die beiden ;v[^ 

Jede von den v gehört in der nämlichen Weise zu ihren 5 andern 
Punkten N und wir erhalten ao — ~— = 16 Ebenen v, und damit also 
folgende Grün de igen Schäften der Kummer' sehen Fläche, die in sich 
dual ist. 

Sie ist 4. Ordnung und 4. Klasse, hat 16 conische KnotenpunJäe N 
und ebenso viele conische Beiührungsebenm v. Durch jeden Punkt N 
gehen 6 Ebenen v, tvelche den Änschmiegvmgskegel |J?"|* des Ftmhks be- 
riihreit, in jeder Ebene v liegen 6 Funhte N, welche auf dem Berührungs- 
Kegelschnitte \v\^ der V Hegen*) Jede Schnittlinie zweier v' enthält 
zwei N, durch jede Yerbinäur^slinie sweter N gehen zwei v. 

*) Diese 6 Knotenpunkte entspreclieii dem „weiteren" Schnitte der v mit 
der Fläclie, welcher ja 0"'^ Ordnung und (12 — 6)*™ Klasse ist. Wie jede der 
e Ebenen v durch einen N zu einem Strahlenbüsohe! aua diesem Punkte führt, 
dessen Strahlen auf dem Kegelscknitte ' v p der v vertbeilte Beräliningspunkte 
mit F* haben, so führt jeder der 6 Punkte N in einer v zu einem Strahlen- 



y Google 



172 Die Congruenz (2, 3). 

Einer weitem Bedingung, ala auf einem Kegelschnitte zu liegen, 
sind jedoch die 6 Punkte N einer Ebene nicht unterworfen; sie bilden 
also z. B. nicht zugleich auch noch ein BriancJioir'sches Sechseck. 

Der Kegelschnitt \vY m emer Ebene v und die Spur n^ des Kegels 
\N\^ aus irgmd einem der 10 ausserhalb v gelegenen ÄwÄfe N liegen 
so SU einander, dass es oo^ Dreiecke gieht, welche dem ersten ein- und 
dem mveiten umgeschrieien sind (Nr. 25). 

Die Spuren der 6 Ebenen v durch den Punkt, aus welchem \N'.^ 
kommt, tangiren den n^ und verbinden zwei von den Punkten JV auf 
\v\^. Wir wollen diese 1, 2, ... 6 nennen; 12 sei eine der Spuren. 
Wollten wir annehmen, dass die zweiten Tangenten aus 1 und 2 an 
w'' den \v\^ in zwei verschiedenen Punkten 3, 4 treffen, so würden 
wiederum die zweiten Tangenten aus 3 und 4 zwei weitere Spuren 
sein und ihre zweiten Schnitte 5, 6 die beiden noch übrigen Punkte 
N; ihre Verbindungslinie wäre dann die letzte Spur und ebcüfalla 
Tangente von n^. Also würde 135642 ein ßrianchon'sches Sechseck 
sein. Demnach treffen die beiden Tangenten aus 1 und 2 an n^ den 
Kegelschnitt | v j^ in dem nämlichen Punkte 3, und das Dreieck 12 3 
ist l^l^ ein- und n^ umgeschrieben und damit die behauptete Lage 
der beiden Curven bewiesen. 

Die Seiten des Dreiecks 4 5 6 sind die Spuren der 3 übrigen 
Ebenen v, welche \N\^ berühren. 

Die 6 Seiten zweier dem nämlichen Kegelschnitte eingeschriebener 
Dreiecke berühren bekanntlich einen andern Kegelschnitt. Die 10 
Dreieckspaare, welche man aus den 6 Punkten 1, 2, ... 6 bilden 
kann, führen so zu den Spuren der 10 Kegel \N\^ aus den 10 nicht 
in der Ebene v gelegenen Punkten JSf. 

390 Wir ietracMen nun 3 Ebenen v und Vj; 5, 6 seien die Ftinkk N 

auf ihrer Schnittlinie, 1, 2, 3, 4 die weiteren in v, 1^, 3^, 3^, 4^ die- 
jenigen in v^. Von dem Kegelschnitte, den der Kegel |li|* in v ein- 
schneidet, ist 56 eine Tangente, und die Spuren der zweiten Ebenen 
V durch lj5, lj6 sind die zweiten Tangenten aus 5, 6 au ihn, welche, 
wie wir eben fanden, sich in einem der Punkte 1, 2, 3, 4, etwa in 
1 treffen, so dase die Ebenen sieh in 11^ sehneiden. Die Spuren 
der 3 übrigen Ebenen v durch \^, d. i. der zweiten Ebenen durch 
li{^ii ^n ^i) gehen durch die Seiten des Dreiecks ,2 3 4; wir können, 



büschol in dieser Ebene, dessen Strahlen in Beriüiruags ebenen der F' liegen, die 
den IJ^'I' imhüllen. 

Die jetäigö Zahl 6 ist von der Klasse der F' unabhängig. 
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da diese Punkte 2, 3, 4 noch nicht unterschieden sind, annehmen, 
durch 3 4, 4 2, 2 3, Da nun also die zweite Ebene ans 2^1^ durch 3 4 
und durch 1 schon die zweiten Ebenen aus 1^5, 1^6 gehen, so können 
diejenigen aus S^Ö, 2,6 nur durch 2 gehen; die von 2^31 und 2^4; 
kommenden müssen also die beiden noch übrigen Seiten von 3 41 
(ausser 3 4) enthalten oder, kürzer ausgedrückt, diese Seiten müssen 
den 2^3i, 2[4i entsprechen, und zwar 41 der 2i3j und 31 der 2[4i; 
denn geschähe es umgekehrt, so würden, weil nun der letzten Seite 
3^4j von 1^2j^3i4j nur noch 12 entsprechen kann, den 3i(4i, 1,, 2^) 
oder 4i(lj, 2^, 3i) nicht 3 Seiten eines Dreiecks von 1234 ent- 
sprechen. Bei der obigen Annahme aber entsprechen jenen die 12, 
24, 14, diesen die 23, 13, 12. Ferner correapondiren den 3[5, 3,6, 
4i5, 4,6 die 35, 36, 45, 46. 

Damit ist erbannt, dass die 6 Punkte 1, 3, 3, 4, ly, 3^, 3,, 4^ 
noch dreimal, also im Ganzen viermal mi je vieren in 2 Ebenen liegen, 
nämlich : 



1, 2, 3, 4; 1,, 2,, 3i, 



, 2, 3i, 4, 



1, 4, 2,, 3i 



3, 4, li, 2, 
2, 4, li, 3, 
2, 3, li, 4,. 



(u) 



Folglich bilden sie eine Gruppe von 8 associirten Punkten und, wie 
in Nr. 383, folgern wir, dass es solcher Gruppen, die wir hier [N]g 
nennen wollen, ^ . ^ . 16 . 15 = 30 giebt. 

Bemerken wir, dass, wenn eine solche Gruppe in 2 ebene Vier- 
ecke zerlegt ist, was, wie eben gefunden, auf 4 Weisen möglich ist, 
die zweiten Ebenen v aus zwei Gegenseiten des einen Vierecks durch 
zwei Gegenseiten des andern gehen. 

Die beiden Ebenen v, welche sich in ll£ schneiden, gehen, wie 
wir oben zeigten, durch 15, 1^5, bezw. 16, 1^6 und enthalten also von 
unserer Gruppe 1, 2, . . . i, nur die ihnen gemeinsamen Punkte 1, 1,; 
daher sind die 2 . 4 übrigen Punkte in ihnen associirt. 

Wenn also mis den 16 Knotenpunkten einer Kummer' sehen Fläche 
eine Gruppe assocürter Funkte [N}s herausgenommen wird, so bilden die 
8 übrigen Funkte eine ebensolche Gruppe. 

Zur zweiten Gruppe gehören 5, 6 und die 3 Punktepaare auf den 
Schnittlinien der 3 andern Ebenenpaare in (a). 

Die 4 Ebeneupaare, welche durch diese neue Gruppe gehen, be- 
stehen aus den Ebenen v durch 1, Ij; 2, 2^; 3, S,; 4, 4j, also gerade 
den 8 übrigen Ebenen v, welche nicht zu den Ebenenpaaren durch 
die erste Gruppe gehören. 
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Die einen und die andern 8 Ebenen bilden auch 2 Gruppen asso- 
ciirter Ebenen {v\; denn sie gehen auf 4 Weisen durch 2 Punkte zu 
je vieren; für die erste Gruppe sind dies die Punkte 1,1,; 2,2^; 3,3j; 
4,4j; wie aus der obigen Tabelle (a) sofort zu erkennen ist. 

Jede Ebene der er'^ten Gruppe entbält von der ersten Punkt- 
gruppe, also derjenigen, zu der sie gekört, 4 Punkte, jede Ebene der 
zweiten Gruppe von der nämlichen Puiiktgruppe nur 2 Punkte. 

391 Ztvei solche Pmilcfgynppen [N]g und [J^l^' Mnnen 3 verschiedene 
Lagen haben. Sie Icönnen sich erstens ganz amschliessm; die zugehörigen 
{v]g und [v]g' thun es dann auch, und umgekehrt. 

Schliessen sieh die Punkt- Gruppen, so wie die zugehörigea Ebenen- 
Gruppen nicht Tollatäudig aus, so sei v eine gemeinsame Ebene der 
letzteren Gruppen und v^, vi seien diejenigen die bezw. in der einen 
und der andern Gruppe mit v ein Paar bilden, so dass die beiden 
Gruppen [iV]g und [A']g' je die 2 . 4 nicht auf der Schnittlinie ge- 
legenen Punkte iV auf v nnd v^, bezw. v und vi sind. Hun sind 
zwei Fälle m unte> bcheiden , je nachdem vv^ und vvl einen Funht N 
gemein haben oder nicht. 

Im ersteren Falle liegen in v ausserhalb dieser beiden Geraden 
noch 3 Punkte N; diese und der zweite Punkt N auf v,vl, ausser 
dem gemeinsamen Pußkte von vvi und vvl, ^^"^ beiden Gruppen 



Im andern Falle liegen in v ausserhalb vv^, vvl ^"^ noch 2 
Punkte; diese und die beiden Punkte N a.ai' v^vl sind beiden Gruppen 
gemeinsam. 

Wenn also gwei Gruppen [JV]g sich nicht völlig ausschliessen, so 
haben sie 4 Punkte gemein. 

Die 3 zweiten Ebenen v, welche durch die Seiten des Dreiecks 
der 3 gemeinsamen Punkte des ersten Falles, die in der Ebene v 
liegen, hindurchgehen, sehneiden sich nach der obigen Erörterung in 
einem Punkte der ersten Gruppe, der in v^ liegt, und ebenso in einem 
der zweiten, der auf vi liegt, also in dem vierten gemeinsamen Punkte, 
und die Ebenen des Tetraeders der vier gemeinsamen Punkte sind 
gemeinsame Ebenen der beiden den Puuktgruppen zugehörigen Ebenen- 
gruppen, derartig, dass zu jedem der 4 Ebeuenpaare der einen und 
der andern eine von ihnen gehört. 

Nennen wir im zweiten Falle die Punkte N auf vvl, ""n '"i'^l 
bezw. 3, 4; 3', 4'; 1,, 2^ und die weiteren in v, v,, vi bezw. 1, 2; 
3,, 4,; 3,', 41, so dass 12 1^21 34 3i4,, 12 1,21 3' 4' 3/4/ die 
beiden Gruppen sind; so sind in v und v^ im obigen Sinne ent- 
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sprechend 34 und 1^2i, weil durch sie r/ geht, also auch 12 und Q^4., 
und ebenso in v und v,' 12 und 3j'4j'; d. h. die zweite Ebene v* 
durch 12 geht durch 3i4j und 3i'4i', Damit wird Vi'v* ein Ebenen- 
paar durch die erste und ViV* eins durch die zweite Gruppe, Die 
beiden Ehenengmppejt haben auch 4 Ebenen gemein (wie das in beiden 
Fällen ja auch die Dualität fordert), aber diesmal bilden diese 4 Ebenen 
sowohl 2 Ebenenpaare der einen, als (in anderer Paarung) 2 Ebenen- 
paare der andern Gruppe, 

Währmd im vorigen Falle jede der gemeinsamen Ebenen 3 von den 
gemeinsamen Punkten enthäU, sodass die Ebenen und die Funkte das 
nämliche Tetraeder bilden; enthält in diesem Falle jede der gemeinsamen 
Ebenen nur zwei von am gemeinsamen Funkten, und swar gehen zwei 
von diesen Ebenen durch dieselben und die andern durch die übrigen 
zwei Funkte. 

Die zweite Ebene, weiche eine dieser gemeinsamen Ebenen zu 
einem Ebenenpaare ergänzt, enthält also 1, bezw. 2 von den gemein- 
samen Punkten. Es empfiehlt sieh daher, diese beiden Lagen jS, 1| 
und I 2, 2 ! zu nennen. 

Ist nun eine Gruppe gegeben und vv^ ein durchgehendes Ebenen- 
paar, so kann man in v die vv,' auf die erste Art in 2 , 4 Weisen, 
anf die zweite in ^.4.3 Weisen legen. 

Folglich giebt es J- , 8 , 8 = 16 Gruppen \N\, die su einer gegebenen 
die Lage | 3, 1 1, und } . 8 , 6 = 12, welche su ihr. die Lage 1 2, 2 [ hc^tn. 

Die ■29*^ ist die Ton der gegebenen ausgeschlossene. 

Da von einem Doppelpunkte einer Curve 4. Ordnung, die keinen 392 
anderen Doppelpunkt hat, 6 anderwärts berührende Tangenten aus- 
gehen, so haben in jedem Fujtkte der Kummer' sckett Fläche 6 Doppel- 
ta/ngenten ihren einen Berührungspunlit. Es kommt nun darauf an, 
diese von einander zu trennen. 

Vermittelst einer Gruppe \_N\ können wir zunächst 2 von der 
andern trennen. 

Das Fiäehennetz durch \N\ enthält oo^ Eaumcurven 4. Ordnung 
1. Art und durch jeden Punkt des Raumes geht eine. Diejenige r, 
welche durch einen beliebigen Punkt X der F^ gelegt ist, hat mit 
ihr 2.8+ 1, also 17 Punkte gemein und liegt ganz auf ihr. Von 
der Tangentialebene des S. wird sie in diesem Punkte berührt und 
also noch zweimal, in Xj, X^, geschnitten. Die Fläche f 2. Grades 
durch r, welche XX^ enthält, schneidet F* noch in einer Raumcurve 
4. Ordnung, die ebenfalls von alJen Geraden der f zweimal getroffen 
wird, also auch 1. Art ist; sie geht durch die l-iVJ^ und, weil X'X-^ 
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die F* IQ X. berührt, durch den Nach bar puiikt des X auf dieser Ge- 
raden, sie ist daher der r unendlich nahe. Demnach tangirt f die F^ 
längs r; alle Geraden der f aus der einen oder andern Schaar q^, p^ 
berühren F*' doppelt auf r. Zur andern Schaar ß^ gehört XXg, weil 
sie /■ in 2 berührt und auch noch in X^ trifft, und ist also auch 
Doppeltangente von F^. 

Somit sdieidet [JV]g in der That aus den 6 DoppeUangenten von 
X 0wei XXi, XX^ aus. Durch iN\ geht auf der Fläche eine Saum- 
curve 4. Ordnung 1. Art, welche die 3 Berührungspunkte X, Xi, X^ 
enthält und längs deren eine Fläche 2. Grades die Kummer'scke Fläche 
berührt; die beiden Doppeltangenten gehören zu verschiedenen Schaaren 



Die 8 Ebenen v, welche die zu [N]g gehörige Gruppe bilden, 
werden von der Curve r in den 4 je in ihnen gelegenen Punkten von 
{N~}g geschnitten, die 8 übrigen Ebenen v aber nur in 2 Punkten der 
[JVJä- Da in jedem der beiden übrigen Schnittpunkte, die auf dem | v "^ 
einer solchen v liegen, diese Ebene v die Be ruh rungs ebene ist, welche 
also auch r berührt, so fallen diese beiden Punkte zusammen und die 
beiden in diesem Punkte berührenden Doppeltangenten gehen nach 
den beiden weiteren Schnitten der Ebene v mit der Curve r, also 
nach den beiden Punkten N unserer Gruppe, welche in v liegen. 
Hieraus entnehmen wir, dass die Fläche f die 8 Ebenen der Grtippe 
[vjg, welche von der 011 [N\ gehörigen Gruppe [v\ ausgeschlossen wird, 
berührt, so wie dass, wenn-d^ Funlct X steh auf der Fläche bewegt, 
die 6 in ihm berührenden Doppeltangenien, sobald X auf einen der 16 
Kegelschnitte \v\^ gelangt, in die Geraden nach den 6 PtmMen N in der 
zugehörigen Ebene v übergehen. 

Jede Gruppe [N\ führt uns also zu einem einfach unendliehen 
Systeme von Haumcurven 4. Ordnung 1. Art r, welche alle auf der 
Fläche F* liegen, durch die Punkte von [Njg gehen und die Fläche nur 
einfach übemi^ien; d. h. durch einen Punkt der JP* geht nur eine von 
diesen Raunjcurven. Längs jeder von ihnen tvird F* von einer Fläche 
3. Grades f tangirt, und wir erhalten so ein ao'^-Spstein von f, welche 
nicht blos alle durch die 8 Punkte der [N]^ gehen und also dem durch 
sie bestimmlett Netze angehören, sondern auch alle die 8 Ebenen von 
[v]^' berühren und also aiick einer Schaarschaar angehören. Dieses 
System ist in sich dual; wir können zu ihm auch gelangen, indem 
wir, statt der Curven r, die abwickelbaren Flächen 4. Klasse con- 
struiren, welche die 8 Ebenen von [v]^' und eine beliebige Tangential- 
ebene von F^ berühren. 

F* ist die Enveloppe der E'lächen f und die Raumcurven r 
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sind die Schnittlinien zweier auf einander folgender einhüllenden 
Flächen. 

Durch einen beliebigen Punkt Y des Raumes wird aus dem Netze 
durch [ JTIä ein Böschel B ausgeschieden ; jede Curve i- unseres Sjstemes, 
als Grundcurve eines ebenfalls zu diesem Netze gehörigen Büschels, 
liegt auf einer Fläche dieses Büschels B, da zwei Büschel eines Netzes 
stets eine Fläche gemeinsam haben, und diese Fläche schneidet F* 
noch in einer zweiten Raumcurve 4. Ordnung /; beide verbinden wir 
durch Flächen 2. Grades mit einer festen r^ unter den r, so entsteht 
im Büschel durch r,, eine Involution, und die Doppelelemente derselben 
lehren, dass es im Büschel B oder durch den Punkt Y zwei Flächen 
f ans dem Net^e giebt, welche die F^ längs einer Raumcurve r 
berühren. 

Von dem Systeme der Flächm, f gehen also 3 Flächen durch jeden 
Punkt und 3 berühren jede Ebene. 

Zu ihm gehören die 4 Ebenenpaare (oder genauer: Ebenen-Punkte- 
Paare), welche durch [if]g gehen und die zugehörige Gruppe [v]g 
bilden; die Berührnugscurven r derselben zerfallen je in 2 Kegel- 
schnitte j V j^. 

Daraus folgt, mit Hilfe der Formeln (3) von Nr. 20, dass es in 
diesem Systeme keine zu Kegeln oder Kegelschnitten ausgearteten 
Flächen giebt. 

In der That, wenn z. B. ein Kegel im Systeme vorhanden wäre, 
so würden nicht blos seine Kanten doppelt berühren, sondern, weil 
er längs einer Kante dieselbe Berührungsebene hat, auch alle seine 
Berührungsebenen je in denselben Punkten tangiren, wie die zu- 
gehörigen Kanten. Die Kuramer'sche Fläche hat aber keine Tan- 
gentialebenen , welche in 2 Punkten berühren. Die 16 conischen 
Doppel -Tangential ebenen allein bewirken bei ihr, als Fläche 4. Klasse, 
die Erniedrigung der Ordnung von 36 auf 4 und schliessen also eine 
continuirliehe Folge von in zwei Punkten berührenden Ebenen, die ja 
eine weitere Erniedrigung der Ordnung bewirken würde, aus; ebenso 
wie die Flache keine Doppelpunkts -Curve besitzt. 

Wir haben dem sufolge im Systeme der f Iceine Flächm, deren heiäe 
Schaaren pj, p^ sich vermischt habend, durchweg ist die eine Eegelsehaar 
von der andern getrennt. 

Die zwei vermittelst einer Gruppe [N]g abgetrennten Doppel- 
tangenten der verschiedenen Punkte X von F^ erzeugen, weil sie beide 
Schaaren auf den Flächen unseres Systems erfüllen, von denen 2 
durch einen Punkt gehen und 2 eine Ebene berühren, eine Con- 
gruenz (4, 4). 
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Es giebt ein einfaches Mittel, um bei zwei verschiedeneu Flächen 
f des Systems die entsprechenden Regelschaaren anzugeben, d. h. die- 
jenigen, welche contiuuirlich in einander übergehen. Wir fanden obeu, 
dass jede von den f in jede der 8 Ebenen von [v]/ 2 Gerade aus 
verschiedenen Schaaren sendet, von denen die eine nach dem einen, 
die andere nach dem andern von den 2 Punkten JV aus der Gruppe 
[JV]g geht, welche in dieser Ebene liegen. Es ist tlar, dass die nach 
demselben von diesen 2 Punkten hingehenden Geraden stetig in ein- 
ander übergehen. Also entsprechen bei zwei von unsern Flächen sich 
solche Regelschaaren, deren in eine von diesen Ebenen fallende Ge- 
raden durch denselben N gehen. Somit ist es möglich, die einen ßegel- 
sehaaren von den andern zu trennen und für sich zu verfolgen; und 
dadurch isoliren wir von den 5 Doppeltangenten, welche durch [N]^ ab- 
getrennt sind, noch jede für sich in folgender Weise: 

Der Gruppe [N]^ adjungiren wir irgend eine Vf, der 8 Ebenen v, 
welche zu keinem der 4 durch [N\ gehenden Ebenenpaare gehören. 
Sodann wird durch einen Punkt X der F^ die durch [N\ gehende 
Curve r gelegt; längs ihr berührt eine Fläche 2. Grades f. Die beiden 
Geraden derselben durch X sind 2 von den 6 Doppeltangenteu ; x^ sei 
eine von ihnen, die Schaar, zu der sie gehört, bat eine Gerade in der 
Ebene v^ und N^ sei der Punkt von [N\, durch den sie geht. Wir 
construiren für einen beliebigen tndern Punkt 1 der Eliche F^ die 
Curve r und Fläche /'; von letzterer nehmen wir diejenige Eegel 
schaar, deren in die v^ fallende Geidde ebentalls duich Nf, geht, und 
dann die im Punkte Y tangirende Doppeltangente aus dieser Schaar 

Damit haben wir eine Conslmdion ethaUen, dwch welche m tiw 
meiäeutiger Weise in jedem Punkte {odei m jedet Beruhnmgbeiene) %on 
F* eine von den 6 Doppdtangentm iebttmmt uird, wwd der IrAeguff 
dller dieser so construirten Doppeltangenten ist eine üdhatandige Con 
grtieng (2, 2), 

Die 6 Doppeltangmiten der vetschiedetien Punlte dei Kummet sehen 
Fläche erzeugen demnach 6 getrennte Congtiiemtn (2, 2), uelcke diese 
Fläche sur gemeinsamen Btennfluclie haii-n 

393 Wir fanden, dass zu einer bestimmten Giuppe [i\Jg eine vorhan- 

den ist, die von ihr ausgeschlossen ist, 16 zu ihr die Lage 1 3, 1 1 und 
12 die Lage \2, 2| haben (Nr. 391). Andererseits giebt es zu einem 
bestimmten Paare von Doppeltangenten in einem Punkte der F* 8 
Paare, welche mit ihm die eine Doppeltangente, und 6 Paare, welche 
mit ihm keine seiner Doppeltangenten gemeinsam haben. 

Dies lässt vermuthen, dass zwei sich ausschliessende Gruppen zu 
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demselben Paare, zwei Gruppen in der Lage | 3, 1 j zu zwei Paaren 
mit einem gemeinsamen Strahle und zwei Gruppen in der Lage , 2, 2 | 
zu zwei Paaren ohne gemeinsamen Strahl führen. Im zweiten Falle 
liefern die einen 8 Gruppen, welche zu einer gegebenen Gruppe die 
Lage I 3, 1 1 haben, Paare, welche mit dem dieser Gruppe zugehörigen 
Paare den einen Strahl, und die andern 8 führen zu Paaren, die mit 
ihm den andern Strahl gemeinsam haben. Im dritten Falle zerlegen 
sich die 12 Gruppen, welche zu einer gegebenen Gruppe die Lage 
|2, 2| haben, in 6 Paare sich aussehliessender, die je dasselbe Paar 
liefern; was man leicht bestätigen feann: man darf nur oben (Nr. 391) 
die Ebenen v-^ und v* vertauschen. 

Jede Gruppe [JYjg führt zu zwei Congruenzen (2, 2); fassen wir 
eine, C,, von ihnen ins Auge, so ist \_N\ eine der 10 Gruppen \ß\, 
die wir früher (Nr. 368) bei der Betrachtung einer einzelnen Con- 
gruenz (2, 2) besprochen haben, durch welche die Trägerflächen der 
in der Congruenz enthaltenen Kegel schaar-Systeme gehen; sie gehört 
auch zur zweiten der beiden Congruenzen und zu beiden gehört, wie 
wir wissen (Nr. 370), auch die ergänzende Gruppe. Die 8 übrigen 
\ß\, welche [S\ für die C, sind, führen zu ihr und den 4 weitern 
confocalen Congruenzen, d. h. bestimmen in jedem Punkte von F^ ein 
Paar von Doppeltangenteu, von denen die eine die zu Cj gehörige ist. 
In Nr. 369 aber wurde gefunden, dass zwei Gruppen \ß\ einer (2, 2), 
die eich nicht aus schli essen, also nicht in zusammengehörigen Zeilen 
der Tabelle von Nr. 368 stehen, die Eigenschaft haben, dass von den 
4 gemeinsamen Ebenen der Ebenenpaare durch die eine und durch 
die andere Gruppe, jede 3 von den 4 gemeinsamen Punkten enthält; 
d. h. die beiden Gruppen haben die Lage '3, 1 j. 

Je nachdein also swei Ontppen [Njg und [iV]g', welche sicft nidd 
ausschliessen, die Lage ! 3, 1 1 oder 1 2, 2 | haben, ist de» beiden Flächen 
f und f, die sich mit ihrer Silfe bei demselben Pmikte X von F* er- 
gehen, eine Gerade gemeinsam oder nicht. Dies gilt also auch, wenn X 
auf den Kegelschnitt l^j^ in einer der 4 Ebenen v zu Hegen kommt, 
die sowohl zu keinem Ebenenpaare durch [iV"]g, als zu keinem durch 
[JV]g' gehören; es lässt sich leicht darthun, dass eine solche Ebene 
im ersten Falle einen (und nur einen) von den 4 gemeinsamen 
Punkten der beiden Gruppen enthalt, im zweiten aber keiuen. Die 
Gerade von X. nach diesem Punkte ist im ersten Falle die gemein- 
same Gerade. 
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j)94 Die eindeutige Abbildung der (.'ungiuen? (2 2) in die cubische 

Fläche gestattet, äte Satze über die Beahtiit da Geraden dieser Fläche 
vmd die darauf he:}vJiende Einßtedung d&i Flachen 3 Ordmmg*) cmf die 
Ckmgruens gv, vbertmgen 

Obwohl die Congruenz (2, 2) unmittelbar m die cubische Fläche 
abgebildet werden kann, ist es, weil die Abbildung in die Fläche 
4, Ordnung mit Doppel-Kegelscbnitt einfacher ist, wohl geeigneter 
und anschaulicher, zwei Schritte zu thun, zuerst die Sätae von der 
eubischen Fläche auf die genannte Fläche 4. Ordnung und von dieser 
auf die Congruenn zu übertragen. 

Die eindeutige Abbildung der einen der beiden Flächen in die 
andere hat, wie schon erwähnt, Geiser gelehrt: sie ist die quadratische 
Inversion von Hirst,**) auf den Raum ausgedehnt 

Wenn eine Fläche 2. Grades F^ und ein Punkt K gegeben sind, 
so entsprechen in dieser Abbildung einander (involutorisch) zwei 
Punkte, welche auf einem Strahle durch K liegen, und in Bezug auf 
jF^ conjugirt sind. Vom eindeutigen Entsprechen sind ausgenommen 
der Punkt K, dem alle Punkte seiner Polarebene x^ nach F^, und 
jeder Punkt des Schnitts h^ dieser Ebene mit F^, dem alle Punkte 
seiner Verbindungslinie mit K correspondiren. 

Einer beliebigen Geraden x entspricht ein in der Ebene Kx ge- 
legener Kegelschnitt, welcher Iz^ zweimal trifft und durch K geht; 
wenn aber x den h^ selbst trifft, so entspricht ihr, abgesehen von 
der durch den Treffpunkt gehenden Kante des Kegels Klt^, eine Ge- 
rade in der Ebene Kx, welche h^ trifft. 

Einer Ebene correspondirt eine durch K und Tc^ gehende Fläche 
2. Grades, einer Fläche w"™ Ordnung eine Fläche 2n^' Ordnung, welche 
K zum M-fachen Punkte und h^ zur n-fachen Curve hat; geht aber 
die Fläche w**' Ordnung (t-mal durch li^ und hat sie K zum f-fachen 
Punkte, ao sondert sieh der Kegel Kh^ ft-mal und die Ebene y.^ v-mal 
ab und die übrigbleibende Fläche von der Ordnung 2 w — 2 fi ■ — v, 
das eigentliche entsprechende Gebilde, hat AT zum (w — 2 fi)- fachen 
Punkte und h^ zur (« — ft — i/^fachen Curve. 

Eine cubische Fläche, welche den ky^ enthält, geht also in eine 



*) Man vergl. z. B. das 7. Kapitel meines Buchs: Synthetisolin Untei-siiobungfin 
übet Flächen dritter Ordnung (Leipzig 1867). 
'**) Annali di Matematica Ser. I Bd. 7 S. 49. 
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Fläche 4, Onüming über, auf welcher h^ doppelt, der Punkt K aber 
einfach ist. Der Geraden der cubischen Fläche in der Ebene «^ ent- 
spricht K, den 10 Geraden, welche sie treffen und also h^ nicht 
schneiden, entsprechen Kegelschnitte, den 16 Geraden aber der cubischoii 
Fläche, welche h^ treffen, correapondiren die 16 Geraden der Fläche 
4. Ordnung, welche aich hinsichtlich ihres Schneidens und Nicht- 
schneidens wie jene verhalten. 

Umgebehrt, einer Fläche 4. Ordnung, welche h^ zur Doppeicurve 
hat und durch K geht, entspricht eine Fläche 3, Ordnung, auf welcher 
Ti^ einfach ist, K aber nicht liegt. 

Damit die Transformation reell sei, ist erforderlich, dass der 
Punkt K und das Polarsystem von F^ reell ist; dann ist auch die 
Ebene «j und das Polaraystem von l!^ reell. 

Jede reelle Fläche 3. Ordnung hat mindestens 3 reelle Geraden 
und das Polarsystem des Kegelschnitts, in dem eine reelle Ebene 
durch eine solche Gerade die Fläche schneidet, ist reell. Durch einen 
Kegelschnitt mit reellem Polarsysteme gehen c»* Flächen 2. Grades 
mit reellem Polarsysteme; also kann eine reelle cubiache Fläche stets 
in eine reelle Fläche 4. Ordnung mit Doppel-Kegelschnitt transformirt 
werden. 

umgekehrt, wenn eine Fläche 4. Ordnung mit doppeltem Kegel- 
schnitte reell ist, so ist die Ebene und das Polarsystem desselben 
reell; aber es ist möglich, dasa die Fläche blos reell-imaginär oder 
KU sich selbst coujugirt ist; d. h, daas von ihren einfachen Punkten 
kein einziger reell ist und je zwei eonjugirt imaginäre der Fläche 
stets zugleich angehören. 

Behufa der Transformation in eine cubische Fläche muss aber 
der reelle Punkt K auf sie gelegt werden; und ein reeller einfacher 
Pimkfc der Fläche aiebt auf allen Strahlen durch ihn mindestens einen 
zweiten der Fläche angehörigen reellen Punkt nach sich. Also ist es 
nur möglich, eine Fläche 4. Ordnung mit Doppel-Kegelschnitt, welche 
im engern Sinne reell ist, d. h. oo^ reelle Punkte enthält, in eine reelle 
cubische Fläche überzuführen; wie das ja auch unmittelbar klar ist. 
Die 16 Geraden einer solchen Fläche verhalten sich hinsichtlich der 
Eeahtät ebenso wie die 16 Geraden einer reellen Fläche 3, Ordnung, 
welche gegen eine reelle Gerade derselben windschief sind. 

An sich zerfallen die (reellen) cubischen Flächen, wenn sie nach 395 
der Realität ihrer 27 Geraden eingetheilt werden, in 5 Gattungen; 
aber, wenn wir wie für unsere Transformation, eine der reellen Ge- 
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raden auszeiclmeii, dann giebt die eine Gattung zwei verschiedeue 
Fülle.*) 

I. Alle Geraden der Fläche sind reell. 

II. 15 Gerade sind reell, die 12 übrigen imaginär. Jede reelle 
wird von 6 reellen und 4 imaginären Geraden getroffen. Folglich 
sind unter den gegen sie windschiefen 8 reelle und 8 imaginäre. 

Von diesen 16 Geraden wird jede reeile von 3 reellen und 2 
imaginären auch zu ihnen gehörigen, jede imaginäre von 2 reellen 
und 3 imaginären geschnitten. 

in. 1 Gerade sind reell, 4 punktirt (d. h. nur einen reellen Punkt 
enthaltend und nur in einer reellen Ebene gelegen) und 16 imaginär. 
Von den 7 reellen Geraden verhält sich eine gegen die übrigen Ge- 
raden anders als die 6 weiteren. 

a) Jede von diesen 6 wird von 2 reellen und 8 imaginären Ge- 
raden getroffen. Von den 16, welche sie nicht schneiden, sind 4 
leell, 4 punktirt, '^ imaginai Eine reelle unter ihnen wird von 1 
reellen und 4 imagmäien aus den Id, eine punktirte von 1 punktirten 
und 4 imagindien, eine imaginire von 2 reellen, 2 punktirten und 
1 imaginaien getiolfen 

b) Die eistgenannte von den 7 reellen Geraden aber trifft alle 
übrigen reellen und alle punktirten. Die IG gegen sie windschiefen 
sind sämmtlich imaginär. 

IV. 3 Gerade sind reell, alle übrigen punktirt. Jede der reellen 
schneidet die beiden andern; die 16 gegen sie windschiefen sind also 
sämmtlich punktirt. 

V 3 Gerade der Fläche sind reell, 12 punktirt, 12 imaginär 
Jede der leeilen schneidet die beiden andern 4 punkfirte, 4 imaginire 
Folglich sind gegen sie 8 punktiite und 8 imaginäre windachiet, jede 
von jenen wird von i punktirten und 2 imaginären untei den 16, 
jede von diesen von 2 punktirten und ^ imaginären getroffen **) 

* Be dei Lirieugung ilti cubi'ichen Flvclie durch einen LLenenbüschil und 
einen zu ihm preju-ti^en Flachenbuacliel 2 Ordnung — aweite Steiner sthe 
ErBuuguMijBart — -wild ebenfalls eine leeüe Gerade dei Fl n,he auagesen-hnet die 
Ase des Ebpiieubüscbela D^iher ergebm sich wenn auf brund dieser Br<.PUgang 
die Biealüi.t der Geiaden unteiBUcbt w.id, zunutlist o (jattnngen, \on denen al ei 
zwei als identisch sich htriuastellen — Die Geraden welche in meinem Buctc 
tap I Abschn II und Kip Vil mit i und q bfzeiolinet smd smd gerade die Ib 
gegen die au'^gezeichnete Gerade — dort A. genannt — ■ winds hiefei die uno 
jetzt lesindeiB interessiren 

**) Vergl. hierzQ a. a. 0. Kap. YU b. 2J7 fP. Fall 1 1), II 1), III, 1 2), I 3), II S). 
— Tafel (7) 8. 16 giebt Auskunft über das Schneiden und Mchtscbneiden der 16 
Geraden r und e; die sich, schneidenden sind dort zu Paaren z usamm enge b teilt. 
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Zwoi sich treffende punktirte Geraden sind stets coiijugirt; der 
Schnittpuiikt ist der gemeinsame reelle Punkt, die Verbiadungsebene 
die gemeinsame reelle Ebene; jede punktirte Gerade wird also von 
ihrer conjugirten getroffen. 

Zwei coujugirte (rein) imaginäre Geraden sind windschief gegen 
einander. Weil die 5 von den 16 Geraden, welche eine von ihnen 
treffen, gegen einander windschief sind, so können, innerhalb des 
Systems der 16 Geraden, keine zwei conjugirt punktirte die nämliche 
Gerade schneiden; trifEt hingegen eine reelle Gerade eine imaginäre, 
so trifft sie auch die conjugirte. 

Demnach haben wir bei der Fläche 4. Ordnung mit Doppel-Kegel- 
schnitt, welche im engern Sinne reell ist, 6 verschiedene Gattungen, 
nämlich (in anderer Reihenfolge): 

Ä, Alle 16 Geraden sind reell. 

B. 8 sind reell, 8 imaginär; jede trifft 3 gleichartige und 2 un- 
gleichartige. 

C. 4 sind reell, 4 punktirt, 8 imaginär; jede der reellen und 
pnnktirten trifft eine gleichartige und 4 imaginäre, jede der imaginären 
2 reelle, 2 punktirte, 1 imaginäre. 

D. Alle 16 sind punktirt. 

B. 8 sind punktirt, 8 imaginär; jede trift't 3 gleichartige und 2 
ungleichartige. 

F. Alle 16 sind imaginär. 

Man sieht, dass die Ergebnisse viel einfacher sind als auf der 
cubi sehen Fläche, 

Unter F. fällt auch die reell-imaginäre Fläche, welche ja ebenfalls 
16 imaginäre Geraden hat. 

Nun war (Nr. 202) für die Realität der eindeutigen Abbildung 
des Gewindes in den Punktraum erforderlich, dass ft^^ reell ist im 
engern Sinne oder reell-punktig, wenn wir so sagen wollen. 

Zweifellos kann man bei jeder reellen Fläche 3. Ordnung durch 
eine reelle Gerade Ebenen legen, welche in einem reell-pnnktigen 
Kegelschnitte schneiden; jede B er tibrungs ebene in einem Punkte der 
Geraden thut es. Also treten alle 6 Gattungen schon bei den reellen 
Flächen 4. Ordnung mit reell- punktigem Doppel- Kegel schnitte anf, auch 
der zweite Fall von F., die reell-imaginäre Fläche. 

Daher können wir die Ergebnisse auf die 16 Strahlenbüschel 396 
einer reeller; Congruenz (2, 2) übertragen. 



In Kap. VII ist für sie einzeln angegeben, welohe reell, punktirt und i 
ginär sind. 



y Google 



184 Die CongfueDz (2, 3). 

Das bfci ahleiij,en lüde F m dem eiie leeüe Ooii^r onz (' ) ein 
schliesah b dei leell imaginären silIi behi let i t reell und dcmiiacl 
ind der Scheitel unl die Ebene eme'i fetiablenbii&chela 1er Coiioi lenz 
zugleich reell oder imaginir 

Em imagmarej St) aMmlmscl el abet l.anii mnm reellen Sttahl le 
it en den er dann mit dein conjugirten meinem hat wii nennen einen 
solchen BuBi,hel hieiif im andern Falle fiein) imagiuii Zwei on 
jugirt imaginäre Bu«chel haben keinen Shahl gemeinsam schnellen 
sich nicht 

Somit ergeben stvh hmstchtbch iei Ib bf ahlenhisclid c)e> tedlc 
Congnten (2 2) folgend G Gattungen 

% Alle 10 StrahlenhUiChel sind leeU 

B ö BuiiOid sind itell S imagmai jedet wad ton ^ qleichait jen 
und 2 imgleuthartigen ges<^itten 

E 4 Büschel sind reeü 4 Imeirt, b imaginat jfider tCPÜe odei J 
neirte itmd lon 1 gleichartigen und ^ imagtnaien, jfdci magtnaie t t 
^ feellen 5 lineiiten 1 imagmaten getchnUien 

®. AMe Ib Busdtel »md Imeirt. 

a. 8 Büschel sind Imeirt, 8 imaginär; jeder ivird von 3 gletch- 
ariigen und S ungleichartigen gesehnitten. 

%. Alle 16 Büschel sind imaginär. 

In 5. haben wir die S Fälle, dass die Congruenz noch reelle Strahlen 
hat {und dann oo^) oder dass sie reell-imaginär ist.*) 

Zu einer ^okhen reell im'igindren Con},iüenB (2 2) ^elangt man 
am einfachsten, wenn mau eine reell imaginäre Ildcbe 2 Grades — 
dargestellt duieh ein Polarsjstem I Äit nach Schrotei s Aufzäh- 
lung**) — durch die einzweideutige Abbildung transformut (Nr, 375). 

397 Wir wollen diese Gattungen aii), dei Enktehung de) üongruens 

(2, 2) als Schnitt eincb tettaedralen Complexes T mii einem Stralden- 
gewinde F ableiten, wobei wn die Bezeichnungen von Nr (563 benutzen. 
Es sei das Tetraeder T von T voUständig reell; dann sind die 
8 Büschel (A, «'), ... (ly, d) reell. Die Büschel {A,, a^) und (A„ or^) 
sind entweder beide reell oder conjngirt-imagiuär; in beiden Fällen 
sind die andern Paare (If,, /5,), (B^, ß^)^ . . . mit ihnen gleichartig. 
In ttj liegt JSjj ist % imaginär, so ist a^ conjugirt zu ihr, Kj«g die 
reelle Gerade in limen, welche A, A' enthält, also ist B^ imaginär; 
ebenso ist A^ imaginär, i^enn B^ es ist. 

*} DaaB jede reelle Congiacna 2. Ordnung (oder 2. Klaase), die einen reellen 
einfachen Stralil enthält, deren (Xj' besitzt, ist unmittelbar einleuchtend. 
**) Oberflächen ^ Or Inung ^ 166. 
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Deiimaeh sind die Büsohel (Ä^, cc^), ... {B.^, d^) aUe 8 reell 
oder alle 8 imaginär; im letztereu Falle nicht liueirt. Denii die con- 
jugirten Büschel haben keinen Strahl gemein; a^a^ ist nicht zugleich 
Ä^Ä^, sondern AÄ'. 

Wir erhalten also, wmn das Grundktraeder des T vollständig reell 
ist, nur die beiden Gattungen %. und ^. 

Wir nehmen zweitens an, daas Yom Tetraeder T nur A und U, 
a und ß reell sind und C und D, y und d conjugirt imaginär. A\ 
B' u. s. w. sind von derselben Art. Also sind die 4 Büschel (j4, a), 
{A', a), {B, ß-), {B', ß) reell und (C, /), (D, S'); (C, y), {U, d) con- 
jugirt imaginär, aber nicht lineirt, da Gl) von y ö' -^^ A' B' , C'B' 
von yd^EAB verschieden ist. 

Da AA' und au reell sind, so sind (A^, Kj) und {A,^, %), ebenso 
{B^, ßj) und (Bg, jSg) reell oder conjugirt imaginär. Sie sind alle 4 
gleichartig. Ist nämlich (A,, a,) reell, so ist es auch ßj^^BB'Ai- 

Conjugirt imaginär ferner sind CC und BD\ yy und SS', also 
muss (Cj^, y^) zu einem der Büschel (D^, S^), {D^, S^) conjugirt sein; 
die reelle Gerade A^B^ von y^ liegt auch in Sy, also sind (C,, y^), 
(Dl, "Si); (C^, ^a), {-Dsj ^a) conjugirt imaginär und wiederum nicht 
lineirt, da y^S^^^ A^B^ von CiB^ verschieden ist. 

Wenn aber {A^, a^) imaginär und (^, a^) zu ihm conjugirt ist, 
(ohne gemeinsamen Strahl), so sind auch {B^, ß-^, (B^, ß^) conjugirt; 
denn ihre Realität zöge die der beiden ersteren nach sich. 

In diesem Falle ist aber (C, , y,) zu {B^, d^) conjugirt, denn tf^ 
enthält die Punkte A^, B,, D, D', die zu den Punkten A^, B^, G, C 
von j-i conjugirt sind. Diese beiden Büschel sind aber lineirt, da 
y^d^ EE CiDs und reell ist. 

Mithin ergeben sich, wenn das Tetraeder T swei reelle und swei 
conjugirt imaginäre Echen hat, die Gaitmtgen 93. und ®. 

Nun seien alle 4 Ecken imaginär und zwar A und B, C und B 
conjugirt, also ebenso die c, . . ., A', , . ., a, .... 

Es sind dann {A, a), (B, ß'); (A', a), (B', ß); (C, /), {D, S'); 
(C', y), {!>', S) conjugirt imaginär und nicht lineirt. 

Nehmen wir an, dass (^j, «J zu (S^, ß,) und also (A^, «;) zu 
(Ba, ^s) conjugirt sind, so sind sie lineirt, da a^ß^^^A^By, «j/Sg^j^^Bg 
je gemeinsam und reell ist. Den Punkten A^, A, Ä, B, von a, sind 
conjugirt die Punkte B^, B, B', A^ von ß^. Es bleiben noch C^, B, 
in a^, Cj und B^ in ß^. C^ und C^ sind nicht conjugirt, da ihre Ver- 
bindungslinie yy zu SS' conjugirt und nicht reell ist; also ist C, zu 
Dj, Bj zu C4 conjugirt. Die Büschel {C^, y^), (D^, S^); (G^, y^), 
(Bj, ^i) sind daher conjugirt uud zwar lineirt, weil y^d^ ^ QBjj, . , ,. 
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Nimmt man aber (A^, «j) zu (Bjj ßs)> {-^d «s) zu (B,, ß^) con- 
jugirt, so erhält man, da a^ß^^^CiD^, ..., nicht lineirte conjugirte 
imaginäre Büscheh Wir finden aus den conjugirten Ebenen ßj, ß^, 
daas C^ und D^ — die auf ihrer reellen Schnittlinie liegen — con- 
jugirt sind und ebenso 0^, D^. Somit ergeben sieh (0^, yj, {D^, tf,); 
(Cg, ^j), (i*^, Äg) als conjugirt imaginär und ebenfalls nicht lineirt: 

Der Fall eines Tetraeders mit gweimal mvei conjugirt imaginären 
Edien führt daher m den Gattungen @, und g. 

Die Gattung S). habeti wir auf diese Weise nicht erhälfen.*) 

Durch eine Congruens (2, 2) von dieser Gattung geht Icein reeller 
tetraedraler Complex. 

Das Tetraeder A'B'G'D', das zu ABGD in Bezug auf das Ge- 
winde r polar ist, ist ebenfalls ein Complex -Tetraeder der Congruenz. 
Setzen wir nun voraus, dass die beiden Tetraeder ABGD und A' B' 
G'D' SU einander conjugirt imaginär sind und zwar A, B, G, D zu 
B', A', If, C und dem entsprechend auch die Ebenen, so haben wir 
schon sofort 4 Paare conjugirt lineirter Büschel (A, a), (B', ß)\ ..., 
da a'ß^AB', ... 

Je nachdem {A^, a^) zu {B^, ß^) oder zu (B^, ß^) conjugirt ist, 
sind die 8 übrigen Büschel lineirt und zwar (A^, «,), (B^, ß^); {A^, a^), 
(B^, ß^); (Gl, yi), (A. ^s); (f^s. 72)1 (Aj ^0 conjugirt, oder imaginär 

mit {A„ «0, (A, ft); {A„ «,), (A, ^0; (Ci- n), (A. s,)-, (c„ y,), 

(Ai ^a) ^'s conjugirten. 

Man hat also die GaMungen 2), und @. — 

Wenn hei der Erzeugung der Gongrums durch 3 pnyeetive Strahlen- 
biischel, von denen swei einen gemeinsamen umd sich selbst entsprechenden 
Strahl haben (Nr. 364), diese 3 Büschel {A, k), (B, ß), (G, y) und die 
projective Beziehung und demnach auch der Büschel (D, S) reell an- 
genommen werden, so ergeben sich nur die 3 Gattungen 9t., 99, und S. 

1} Es seien A^, A^, B^, A reell; dann sind es auch alie übrigen 
singulären Elemente, 

2) Wenn A^, A^ reell, Ai A ^^^'^ conjugirt imaginär sind, so 
kommen zu den reellen Büscheln {A, ß), (B, k), (C, ö), (D, y) noch 
die 4 weitern reellen: (A^, ß^'), {A^, ß{), (A'. «i)j (A', «s)- Con- 
jugirt imaginär eind (A, <), (A- 0\ {^z, ß^), CA'. ßi)\ l'As' ^2i), 
(2'u, %)i (T,„ r J, (T,,, t,,). 

*) Ihre entepreclieiide bei der cubischen FläcKe — mit 3 reellen und 24 
punktirten Geraden — hat die ähnliclie Eigenschaft, dass sie bei der Grass- 
mann'scben Erzeugung durch 3 collineare Ebenenbündel sich auch nicbt ergiebt 
(„Flächen dritter Ordnung" B. 317). 
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3) Sind Äj^, A,^; B^, ü^ conjugirt imaginär, (Janii sind die Bfisehel 
{A, ß), . .. (D, Y) die einzigen reellen; die Büschel (T,g, t^^), (T^^, t,^); 
i^2Si '^ii)i (^141 ^23) siii'' coujugirt lineirt, denn ^^4X1^^= ^u ^23- Con- 
jugirt imaginär sind {A^, ft'), {A^, (3/); {B^, a^'), (B^, «/); (-^i'. «1); 
(B;, «,); (A,', ft), (A:, ß,). 

Sowohl die 8 reellen Slrahlenhiischel dei Gattung S9, (A die 398 
Uneirten der Gattung ©., so me in beiden Fallen die 8 uhigen imagi- 
nären Sirahlenbüschel bilden eine solche Gru^e, dast jedet von den 8 
Büscheln 3 andere schneidet. Es fragt sich, was fiir eine Achter Gtuppe 
die 8 Scheitel (oder die 8 Ebenen) hüden. 

Jedem von den 8 Scheiteln sind 3 andeie veibuiiden*) 

Es sei 0^^ 11 einer von ihnen; in Bezug auf Q sind ihm ver- 
bunden 12, 13, 14, 15, 16; es seien 12, 13, 14 die 3, welche auch 
zur Gruppe gehören. Ihnen sind verbunden (ausser 0): 

12: 23, 24, 25, 2f.; 13: 23, 34, 35, 36; 14: 24, 34, 45, 46. 

Aus jedem dieser 3 Quadrupel müssen wir 2 herausnehmen, so 
jedoch, dass wir im Ganzen höchstens 4 Punkte bekommen. 

Die einfachste Art, dies zu thun, ist, dass wir die 3 Punkte 23, 
24, 34, von denen je zwei zu jedem Quadrupel gehören, herausnehmen. 

Wenn wir aber blos aus einem Quadrupel diese beiden heraus- 
nehmen, und aus den beiden andern den einen und einen dritten (bei- 
spielsweise 23, 24, 35, 45 oder 46), so haben wir — und nur noch 
bei dieser Auswahl — die Zahl 8 zwar noch nicht Überschritten, aber 
jeder von diesen 4 neuen Punkten hat unter den 7 übrigen nicht, wie 
unsere Gruppe erfordert, 3 verbundene. Also kann nur der vorige 
Fall zum Ziele führen; in der That, die 3 neuen Punkte 23, 24, 34 
haben ■ erstens unter den 4 früheren 0, 12, 13, 14 schon je 2 ver- 
bundene und zweitens ist ihnen gemeinsam verbunden 56, der also 
die Achter-Gruppe vervollständigt. 

Folglich Mlden die Scheitel ilet ieellen l-^tt ahlenbüschel hei der Gat- 
ttmg SS., der Uneirten bei @ und der imaginären in beiden Fällen eine 
Gruppe von der Art, -wie: 

0, 12, 13, 14, 23, 24, 34, 56. 

Sie kann auf 3 Weisen in 2 Dupel von 2 Paaren verbundener 
Punkte zerlegt werden, nämlich: 

*) Es braucht kaum erwähnt au werden, dass wir im Folgenden die An- 
wendung von „coDJngirt" in gleicher Bedeutung mit „verbünden" (Nr, 327) ver- 
meiden. 
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0, 12; 34, 56 0, 13; 24, 56 0, 14; 23, 56 
13,23; 14,24 12,23; 14,34 12,24; 13,34. 

Man erkennt leicht, dass daa eine Dupel zu einer von zwei sich 
ergänzenden [S\, das andere zur andern gehört. Wir finden sie in 
der That in den Doppelzeilen II, III, IV der Tabelle von Nr. 368. 

Gehen wir also Ton C, zu Cg, Q, Q über, so tauscht jeder von 
den 8 Punkten seine Ebene mit den gepaarten aus, also z. B. bezw. 
mit 12, 13, 14. Reelle Büschel gehen daher jedenfalls in ebensolche 
über. Aber in Bezug auf lineirte und imaginäre bedarf es eingehen- 
der Untersuchung, ob sie von derselben Art bleiben, oder iu die an- 
dere übergehen. Vertauschen zwei conjugirt lineirte oder imaginäre 
Punkte ihre Ebenen, so erhält man wieder lineirte oder imaginäre 
Büscheh Wenn aber z. B. der Scheitel eines bisher imaginären Büschels 
eine durch den conjugirten Punkt gehende Ebene erhalt, so wird der 
Büschel liaeirt. 

Ehe wir aber an die genauere Untersuchung der einzelnen Fälle 
gehen, wollen wir noch Mar stellen, was hei der Gattung K. die Sclieikl 
der reellen und der Uneirten Büschel, so tvie die der imaginären für eine 
Achter-Gruppe bilden. Jeder ist nur einem Punkte aus der Gruppe 
verbunden. Wir wissen aber, dasa die 6 Punkte S, welche zwei ver- 
bundenen nicht verbunden sind, 3 Paare bilden, und jene zu einer 
[S]g vervollständigen. Also erhellt, dass unsere beiden ÄcJiter- Gruppen 
zwei sich atisschUessende [S\ sind. 

399 Untersuchen wir nun die Gatttmgen der 5 Congruenzen, die sti einer 

(hngruenz C^ gegebener Gattung eonfocal sind. 

Ohne weiteres iat klar, daas, u>enn C^ von der Gattimg ?[. ist, dies 
auch für die confocalen Q gilt 

Cj sei nun von der Gattung SS. und die Scheitel der reellen 
Büschel seien: 

0, 12, 13, 14, 23, 24, 34, 56. 

Da in der reellen Ebene (1) die Punkte 0, 12, 13, 14, 15, 16 
liegen, so sind 15 und 16 conjugirt. Alao aind die Scheitel der imagi- 
nären Büschel In folgender Weise conjugirt: 

15, 16; 25, 26; 35, 36; 45, 46. 

Wir wissen schon, dass die 8 reellen Punkte auch in Q, Q, C,^ 
reelle Ebenen nnd also die imaginären imaginäre bekommen. Diese 
Congruenzen sind also auch von der Gattung ^. Der Punkt 15 
tauscht seine Ebene bezw. mit 25, 35, 45 aus; d. h. erhält in Q, Q, Q 
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die Ebenen, die zu diesen Punkten in Cj gehörten, also (125), (135), 
(145), welche alle nicht den conjugirtcn Punkt 16 enthalten. 

In den Doppelzeilen V, VI ist jeder der 8 reellen Punkte mit 
einem imaginären gepaart, also erhält in Q, Q jeder reelle S eine 
imaginäre 6, jeder imaginäre eine reelle; mithin sind Q, Q imaginär 
und zwar conjcgirt; denn z. B. die heiden zu gehörigen Ebenen (5), 
(6), welche in C^ zu 15, 16 gehörten, sind conjugirt. 

Zu einer Congrumz C^ von der Gattung 58. sind 3 ebensolche und 
3 conjugirt imaginäre confocal. 

C, sei nun von der Gattung S. Die Scheitel der reellen und der 
lineirten Böschel bilden eine [S\, jene zu je zweien verbunden und 
diese zu je zweien. Nehmen wir die erste Zeile ¥on II der mehrfach 
erwähnten Tabelle, so seien 

0, 12; .54, 56 
die Scheitel der reellen Büschel und 

35, 4ß; 36, 45 
diejenigen der lineirten, so dass die Geraden 35, 46; 36, 45 reell sind. 

Die zugehörigen Ebenen sind 

(1), (2); (134), (156); 
(135), (146); (136), (145). 

Die Seheitel der imaginären Büschel stehen in der zweiten Zeile 
von II, aber conjugirte sind nicht verbunden oder gepaart; vieimchr 
sind z. B, 13 und 14 conjugirt imaginär; denn ihre Verbindungslinie 
ist polar, in Bezug auf V^, zu der reellen Linie (3)(4)f=0, 34, oder 
auch: 13, der Schnitt ("i)7(i35X("l36), ist conjugirt zu 14, dem Schnitte 



(1), (146), (145). Conjugirt sind also: 

13,14; 23,24; 15, 16; 25, 2(j. 
Verbunden sind 13, 23; . . . 

Beim Uebergange von Q zu Q vertauschen zwei verbundene 
reelle, zwei verbundene Scheite! von lineirten Büscheln, die zudem 
auch conjugirt sind, ihre Ebenen und ebenso zwei verbundene Scheitel 
von imaginären, die nicht conjugirt sind; d. h. C^ ist ebenfalls von 
der Gattung (J. 

Die übrigen Congruenzen sind imaginär, weil jeder von den reellen 
Punkten (Ebenen) eine imaginäre Ebene (Punkt) erhält. Conjugirt 
sind Q, Q; Q, Q; denn z. B. zu gehören in Bezug auf Cj, Q die 
Ebenen (3), (4), welche, in Bezug auf C,, zu den conjugirt imaginären 
Punkten 13, 14 gehören. 
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Zu einer Congruen^ Cj von äer Gattung ®. sind eine ebensolche und 
ewei Faare conjngirt imaginärer confocal. 

Wena Q vou der Gattung ©. ist, so sind die Seheitel conjugirter 
yoa den 16 liüeirten Strahlen büscheln verbunden; die 16 Punkte S 
zerlegen sich also in 8 Paare verbundener, also so wie sie in einer 
der Doppelzeilen der Tabelle stehen. Nehmen wir wiederum die II, 
so sind conjugirt imaginär: 

0,12; 34,56; 35,46; 36,45; 
13,23; 14,24; 15,25; 16,26; 
die zugehörigen Ebenen sind; 

(1), (2); (134), (156); (135), (146); (136), (145); 
(3), (123); (4), (124); (5), (123); (6), (126). 

Die Congruenz C^ ist ersichtlich Ton derselben Gattung. 

In C3 erhält die Ebene (3), welche in Q zu 13 gehört; dieselbe 
enthält 12 nicht und demzufolge auch nicht den einzigen durch 
gehenden reellen Strahl 0, 12, den gemeinsamen reellen Strahl der 
beiden conjugirt lineirten Büschel aus und 12 in Q; also ist der 
Büschel (0, (3)) von Q nicht lineirt und dasselbe gilt für die übrigen. 
Dem Punkte ist conjugirt 12, der Ebene (3), welche, in Bezug auf 
Q, zu 13 gehört, die Ebene (123), die in Q zu 23 gehört; beim 
üebergang von C, zu C3 (Doppelzeile 111) vertauschen aber 23 und 12 
ihre Ebenen; also erhält in Q der Punkt 12 die Ebene (123); und so 
befindet sieh der Büschel (12, (123)), der zum Büschel (0, (3)) con- 
jugirt ist, auch in Cg; also ist Q zu sieh selbst conjugirt, reell oder 
reell-imaginär und von der Gattung 3-j dasselbe gilt für Q, Cj, Cg. 

Zu einer Congruem Q von der Gattung ®. sind eine von derselben 
tmd 4 von der Gattung 5- confocal. 

Bei einer Congruenz C, von der Gattung E, mögen die Seheitel 
der lineirten Büschel, welche 4 Paare conjugirter und zugleich ver- 
bundener bilden, die Punkte: 

0,12; 34,56; 13,23; 14,26 
sein. 

So gepaart sind sie auch in II. Wir wissen, dass sie auch 4 
Paare in III und IV geben, in jeder Zeile zwei; aber da sind die ge- 
paarten nicht conjugirt 

Zugehörige Ebenen sind: 

(1),(2); (1M),(156);(3),(123);(4),(126). 
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Wie nun die 8 imaginären conjugirt sind, müssen wir erst noch 
nntersuchen. Die Ebenen (1) und (2) sind conjugirt; 15 liegt in (1), 
also muss der conjugirte in (2) Hegen; in dieser liegen von den 8 
Punkl;en mit imaginären Büscheln nur noch 25 und 26; 25 aber liegt 
in (5), die in Q zu 15 gehört; wäre also 25 zu 15 conjugirt, so 
würde der Büschel (15, (5)) von Q lineirt sein, was er nicht ist. 
Also sind conjugirt imaginär: 

15,26; 16,25; 35,45; 36,46. 

Beim Uebergange von Q zu Q tauschen die Scheitel conjugirter 
und verbundener lineirter Büschel ihre Ebenen aus und behalten also 
die reelle Gerade bei. Dagegen 15 erhält die Ebene (125), welche ia 
C, zu 25 gehört; diese enthält nicht den eonjugirten Punkt 26; folg- 
lich ist der Büschel (15, (125)} imaginär. 

Die Büschel aus den S sind also in Q gleichartig mit denen in C^. 

In C3 erhält die Ebene (3), welche in Cj zu 13 gehört und 
nicht den eonjugirten Punkt 12 enthält; also ist der Büschel (0, (3)) 
imaginär; hingegen erhält 15 die in Q zu 35 gehörige Ebene 
(135) ^ (246), welche den eonjugirten 26 enthält, und der Büschel 
(15, (135)) ist lineirt. 

Demnach gehören zu den Punkten S, welche an C^ lineirte, bezw. 
imaginäre Büschel senden, in Cj und ebenso in Q imaginäre, bezw. 
lineirte Büschel, 

Bei Q und Q gehört zu keinem Punkte jS eine Ebene 0, die 
durch den eonjugirten Punkt geht; da ja von den 6 Ebenen ff, die 
durch einen S gehen und ihm in den Q Congruenzen zugehören, durch 
jeden weiteren und so auch durch den eonjugirten nur 2 Ebenen <J 
gehen. Folglich haben diese beiden Congruenzen lauter imaginäre 
Büschel. Nun erhält in Q der Punkt die Ebene (5) und in Cg der 
conjugirte Punkt 12 die Ebene (126), welche beiden Ebenen in Cj zu 
15, bezw. 26 gehören, also zu zwei eonjugirten Punkten und daher 
selbst conjugirt aind. Daraus folgt, dass Q und Q imaginär und zu 
einander conjugirt sind. 

Zu einer Congruenis C^ von der GaUting E. sind 3 ebensoldie und 
zwei conjugirt imaginäre confocal. 

Endlich sei Q eine (reelle oder reell-imaginäre) Cougrnenz (2, 2) 
von der Gattung %. Die Scheitel von eonjugirten Büscheln sind nicht 
verbünden; nehmen wir etwa und 23 als solche an, so sind alle 
andern Paare conjugirter bestimmt. Die Schnittlinie der beiden zu- 
gehörigen Ebenen (1) und (123) ist reell, also sind die auf ihr ge- 
legenen Punkte 12 und 13 conjugirt. Die beiden eonjugirten Ebenen 
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(1) und (123) enthalten ausserdem noch 14, 15, 16, bezw. 50, 46, 45; 
die einen müssen also zu den andern conjugirt sein; nun sind aber 
4ß, 45 in (4) gelegen, die zu 14 gehört, also dem 14 verbunden, und 
demnach sind 56, 46, 45 bezw. zu 14, 15, 16 eonjugirfc. Die Schnitt- 
linie der zu 14 und 56 gehörigen Ebenen (4) and (156) ^ (234) lehrt, 
dass 24 lind 34 conjugirt sind; desgleichen 25 und 35, 26 und 36. 
Also sind, wenn wir zusammenst-ellen, conjugirt imaginär: 

0,23; 12,13; 14,56; 10,46; 16,45; 24,34; 25,35; 26,36. 

In den Doppelzeilen II und III stehen zwei conjngirte stets in 
verschiedenen Zeilen; da sie also selbst nicht verbunden sind, so ist 
jeder demjenigen verbunden, der ihm in dieser Tabelle gepaart ist; 
denn jeder Punkt einer [S\ ist einem (und nur einem) Punkte aus 
jedem Paare der ergänzenden [S~\g verbunden (Nr. 368). Beim Ueber- 
gange von Q zu Q erhält nun die in C^ zu 12 gehörige Ebene (2), 
welche den 12 verbundenen 23 enthält; also ist der Büschel (0, (2)) 
lineirt und so alle, und ebenso bei C^. 

Die Ebenen, welche jedem der jS in den drei übrigen Congruenzen 
Qf Qi Q zugehören, können nun nicht auch durch den conjugirten 
Punkt gehen; also sind bei ihnen die Strahlenbüschel alle imaginär. 
Den beiden conjugirten Punkten und 23 gehören in Q die Ebenen 
(4) und (156) = (234) zu, die in Q zu 14 und 56 gehören (Doppel- 
aeile IV), also zwei conjngirte Ebenen, da diese Punkte conjugirt sind. 
Folglich ist Q und ebenso Q und Q zu sich selbst conjugirt, also 
reell oder reell -imaginär und von der Gattung %. 

Zu einer Gongrams C^ von der Gattung %. sind 3 ebensolche und 
2 von der Gattung S. confocal. 

Der Inbegriff aller 6 Congruenzen ist somit hier derselbe, als im 
vierten Falle, und wir haben insgesammt mw 5 Falk: 

1) alle 6 confocalen Congruenzen sind von der Gattung §1; 

2) 4 sind von der Gattung S., 2 cotigugirt imaginär; 

3) 3 von der Gattung ©., zweimal 2 conjugirt imaginär; 

4) 2 von der Gattung ®., 4 von der Gattung 5- 

5) 4 von der Gattung ©., 3 conjugirt imaginär. 
Dazu tritt als letzter Fall : 

6) dreimal 2 sind conjugirt imaginär, 

zu dem wir, von einer reellen oder wenigstens reell-iniaginären Con- 
gruenz ausgehend, nicht gelangen konnten. *) 



') Bohn, welcher die gemeinsame Biennfl^che ah Ausgangspunkt genutn- 
men {Math, Annalen Bd. 18 8. 9y), lia,t gezeigt, dass m dei That Pine iBolle oder 
reell -imaginäre Kiimmer'aohe Flache ^ucli Bii'unfliiche tn^ 1 Püare coTnugiit 
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In den '6 ersten fällen giebt es unter den Congruenzoii solche 400 
mit reellen Strahleabüscheln ; die Ebene eines von ihnen berührt die 
Fläche längs eines reell-punktigen Kegelscliuitts, des Ortes der zweiten 
Brennpunkte der Strahlen des Büschels, die nothwendig reell sein 
müssen, weil der gemeinsame erste es ist. Auch der An schmieg ungs- 
kegel aus dem Scheitel ist reell. 

Das Vorhandensein eines aolchen Kegelschnitts (oder Kegels) 
reicht hin, um die Brennfläche, die ja, weil zu einer reellen oder 
reell-imaginären Congriienz gehörig, mindestens reell -imaginär sein 
muas, als reell-punktig zu erkennen, denn jeder reelle Strahl, der den 
Kegelschnitt trifft, muss wenigstens noch einen zweiten reellen Pankt 
der Fläche enthalten. 

Dass überhaupt zu einer Congruen« (2, 2), welche reelle Strahlen 
enthält^ eine reell-punktige Brennfläche gehört, lässt sich durch folgende 
Ueberlegung feststellen. 

Durch unsere eindeutige Abbilduug wird jede derartige Con- 
grueuE (2, 2) in eine reell-punktige Fläche 4. Ordnung mit reell- 
punktigem Doppel-Kegelschnitt k^^ übergeführt und diese durch eine 
räumliebe quadratische Inversion in eine reell-punktige cubische Fläche, 
auf welcher Zc^* liegt. Es sei x ein reeller Strahl von (2, 2), X^ der 
ihm entsprechende reelle Punkt auf der Fläche 4. Ordnung und X,^ 
der wiederum diesem correspon dir ende auf der cubischen Fläche. Die 
beiden x treffenden und ihm unendlich na.hen Congruenzstrahlen be- 
stimmen im Gewinde F, das durch (2, 2) geht, zwei ßösebel, denen 
in ^ zwei Tangenten iu X^ an die Fläche 4. Ordnung entsprechen, 
welche \^ treffen (Nr. 205), uud weil sie dies thun, entsprechen ihnen 
wiederum in der Inversion zwei Tangenten m i/ an die cubische 
Fläche, welche gleichfalls fcj^ treffen. Wenn x reelle Brennpunkte 
hat, so sind jene und diese Tangenten reell und natürlich auch ihre 
Treffpunkte mit k^K 

Umgekehrt, jede reelle Tangente der cubischen Fläche, welche 
den ij^ trifft, giebt in dem ihrem Berührungspunkte entsprechenden 
Strahle der Congrueiiz einen Strahl mit reellem Brennpunkte. Also 
kommt es darauf an, ob es bei jeder reell-punktigen cubischen Fläche 
reelle Tangenten giebt, die einen reell -punktigen Kegelschnitt Ä,^ der- 
selben treffen. Und das ist der Fall. 

Die Berührungsebene in einem beliebigen Punkte P von kj' 
in einer Curre 3. Orduung, welche in jp einen Doppelpunkt 

Congruenzen (2, 2) sein kann (Typus IVa und IVb). Pur iius ist die 
(las Ilauiitübjecl, dei' Betrachtung-, 
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liat, mi^ pr iiun ein ei_,e jtliLher odei ein stliitpi «ein di ■^e CurvL' 
bildet den l eber^ang %un zwei^iigioen zu einzugigen Sthnittcurven, 
also giebt n> m dem Bischpl um die Tangente von P nn Ä^^ Ebenen, 
welche in emei ein7ugig<>n C iive schueideu und wenn wir uns im 
Biiachel liinieKheiid weit \on der Beiuhri ngsebene des P entfernt 
haben, ohne jedoch eine andoie Tangentialebene pa'Sirt 7U luben, so 
aind wir sichei dass eine mas=!ige Vei schiel img der Ebene mit ein- 
zügiger Scbnitteurve aus der Lage, wo sie kj^ berührt, in eine solche, 
wo sie h,^ reell schneidet, die Einzügigkeit bestehen lässt. Von jedem 
reellen Punkte einer einzügigen Curve 3. Ordnung gehen aber bekannt- 
lich stets zwei reelle anderwärts berührende Tangenten aus. 

Besitzt übrigens (2, 2) einen einzigen Strahl mit reellen Breiui- 
punkten (von denen mindestens einer nicht in einen singulären, also 
der Brennfläche doppelt angehÖrigen Punkt f^iilt), so hat die Brenn- 
fläche co^ reelle Punkte, wie jeder Strahl durch einen solchen reellen 
der Fläche einfach angehörigen Brennpunkt beweist. 

Mithin ist die Brennfläclie jeder reell- strahligen Gongrums (2, 2) 
reeU-putiktig. 

VIII. 

401 Wir haben gelegentlich (Nr, 376) gefunden, dass die Congruenz 

(2, 2) auch Doppel strahlen haben kann, die sich wesentlich von den 
nothwendigon Düppelstrahlen unterscheiden, welche in der Zahl 

i(p - 2) (» - 3) 

bei jeder Congruenz 2. Ordnung und n'*'' Klasse, bei der « > 3 ist, 
vorhanden sein müssen. Auch bei (2, 3) sind solche Doppel strahlen 
möglich, und ebenso werden bei den genannten Oongruenzen zn den 
nothwendigen noch mögliche hinzutreten können. Am ei/ngäumästen 
vmllett wir uns mit diesen möglidien Doppelstrahlen hei äear Congnieng 
(2, 2) heschäftigen. Zunächst soll aus der unterscheidenden Eigenschaft 
der nothwendigen und der möglichen, die schon a. a. 0. erwähnt 
wurde, noch eine weitere abgeleitet werden, welche sich auf das ver- 
schiedenartige Verhalten zur Brennfläehe bezieht. 

Jene Eigenschaft war, dass, in dem mr Congruens gehörten NuU- 
systeme (Nr. 289), jeder PunM eines nothwendigen BoppelsiraMs jede 
beliebige 'Eheste dwrdi diesen Strahl nur NuUehene, hingegen ein Tunkt 
eines möglichen DoppelstraMs eine bestimmte Nullebene besitzt. Z. B. bei 
der Congruenz (2, 2) ist dieses NuUsystem das geraeine Nullsystem, 
das zu dem durch die Congruenz gehenden Gewinde gcliört; in diesem 
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Nullsysteme hat ja — so lange das Gewinde allgemein ist — kein 
einziger Puokt eine unbestimmte Nullebene. 

Sei den nothwmdigen Doppelskahlen der Congniensen (2, li) fanden 
wir, dasa sie nicM der Srennfiäcke angehören; sie haben mit derselben 
nur die beiden singulären Punkte — Doppelptmkie dies^ Flädie — ge- 
•mmn, welche sie verbinden. 

Um die Ordnung der Brennfläche einer Congruenz (m, n, r) zu 
ermitteln, wurde (Nr. 293) die involutorische Correspondenz [n(m — 1)] 
in dem Ebenenbüacliel um eine beliebige Gerade l betra.clitet , in 
welcher jeder Ebene | dieses Büschels diejenigen n(_m ~ 1) Ebenen 
entsprechen, welche die Congruenzstrahlen enthalten, die sich mit den 
in I gelegenen auf l begegnen. Von den 2n(m — 1) Coincidenzen 
mussteu 2r abgezogen werden, nämlich die Ebenen der r Strahlen- 
büsehel, in denen l mit 2 Congruenzstrahlen liegt, und zwar doppelt. 
Die übrigen Coincidenzen kommen von den Schnitten der l mit der 
Brennfläche her. 

Es sei nun d zunächst ein nothwendiger Doppelslnih! und l eine 
ihn in dem beliebigen Punkte X treffende Gerade. Zwei von X aus- 
gehende Congruenzstrahlen haben sich in d vereinigt, und jede Ebene 
durch d ist Nullebene von X, d. h. verbindende Ebene dieser beiden 
Strahlen, also auch die Ebene dl; diese Ebene gehört daher zu den r 
Ebenen durch l, welche Coincidenzen der Correspondenz um l sind, 
aber nicht zu den Schnitten mit führen. Also liegt X und somil 
die ganze Gerade d nicht auf O. 

Wenn aber d ein möglicher Doppelstrahl ist, so ist, im all 
gemeinen, die Ebene Id nicht Nullebene des Punktes X^ld, mithin 
gehört sie nicht zu den r Ebenen. Aber eine Coincidenz in der Cor- 
respondenz ist sie; denn es seien d' , d" die beiden in ä vereinigten 
Congruenzstrahlen aus X, so sind sie ja zwei von den n in der Ebene 
Id liegenden Congruenzstrahlen und für d' ist ä" , für d" ist d' einer 
der ihn auf l treffenden Congruenzstrahlen; also hat sich Id mit den 
ihr in der Correspondenz entsprechenden Ebenen Id", Id' vereinigt. 
Bei einer involutorischen Correspondenz bedeutet das aber eine dop- 
pelte Coincidenz (Nr. 18); mithin zählt X unter den Schnitten der / 
mit S doppelt, und da er ein beliebiger Punkt von d und l eine be- 
liebige durch ihn gehende Gerade ist, so beweist dies, dass d zwei- 
fach auf <P ist. 

Ein möglicher Doppdstrahl einer (Jongruens ist eine dojypelte Gerade 
auf der Brennfläche derselben. 

Zn Ci>tigiiienspn (2, 2) mi! {niiJ;iUchen) DojypelstraJilen geloiigl man, 4(12 
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wenn man einen tetraedralm Complex T mit &.nem Sirdklengewinde P 
schneidet, das durch eine Kante d des Grundtetraeders T geht*) Der 
Kegel aus einem Punkte X von d an T zerföUt in zwei Strahlen- 
büschel, welche sich in den in d sieh schneidenden Ebenen von T 
befinden and also d gemeinsam habon; der Büschel aus X an F ent- 
hält ebenfalls d; also habon sich die beiden Strahlen der Sclmittcon- 
grnenz TP aus jedem Punkte von d und ebenso in jeder Ebene durch 
d in die d vereinigt; womit die Zweifachheit von d in der Congruenz 
dargethan ist. 

Weil nun die 3 Kanten des T aus einer Ecke oder in einer 
Ebene nicht demselben Strahlen gewin de angehören können, so erhält 
man folgende 5 Fälle: 

a) Eine Kante des Grundtetraeders T von T, 

b) zwei sich schneidende Kanten, 

c) zwei Gegenkanten, 

d) zwei Gegenkanten und eine dritte, 

e) zweimal zwei Gegenkanten 

gehören zu F und werden Dopi>el6trahlen von TT 

Wit erhaltm auf diese ^^else > u) scluedene Falle, wie die Con- 
gruenz (2, 2) Ihppeht} alilem ielomnim lanri 

a) sie hat einen, 

b) ste hat swet steh sehnmdende, 

c) Sie hat swet windschiefe, 

d) sie hat drei, von denen zuei gii/m anandei uindschief sind und 
bmde die dtttte schnetden, 

e) Sie hit 4 Doppdbttahlen, wclclie em umdächiefes Viersdt biUien. 
Untersuchen wn die fetrahlenbuschel der Congruenz in diesen 5 

Fällen. 

a) Wir benutzen wiedeium die Bezeichnungen von Nr. 363 und 
nehmen an, dass d ^ AB z= yd zu F gehöre, dann gehen a, ß' 
durch d und C, Tf liegen auf ihr; folglich gehört ä zu den 4 Strahlen- 
büscbehi {_A, «'), {B, ß'), (C, y), {IX, ä). Die Strahlenbüschel von T, 
deren Scheitel auf aa liegen, Laben in jeder durch ad gehenden Ebene 
einen Strahl; projicirt man also den Compl ex-Kegelschnitt (e^) des T 
in einer Ebene «„ durch tca' aus A, so hat man den Kegel ^j_, der 
von den Ebenen der genannten Büschel umhüllt wird; die beiden von 
AA' kommenden enthalten die Büschel {J.,, a^), (A^j a^), welche hier 
gemeinschaftlieh und kürzer St heissen mögen. 

•) Auf diese Weise, einen Doppektrahl der Congme-ar, (% 2) zn erhalten, 
liat; mich W. Stahl brieflich aufmerksam gemacht. 
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Im vürliegemlen Falle ^elil «« duicli B also zerHllt dei K.e^pl 
schnitt (in) in ein Pnnktepiar von wekhem B der eine Punkt at 
^A wird ein Ebenenbüacliel Paar dessen eine Axe t? ist Weil c 
durch B geht, liegt A! m /J' welche durch ä gehend auch A und 
somit auch AÄ enthält; folglich ist ^ die eine dei laugentialebeDen 
von AA an ^a oder die Ebene eines dei % und der bcheitel ihi 
Schnitt mit «k', also B. Der Büschel (t /} ) mit dem sicl so nocl 
einer der ?t vereinigt hat, i t bmai geworden und ebeni>i hit silI 
mit {A, ff'), {D', d), {C, y) noch je emei der B i;,chel B S ® vei 
einigt. 

Wir hahm daher, wenn em Doppelsirahl vor) an len ibt J bimu 
Büschel, welche alle durch ihn gehen und 6 unare 

Beachten wir, dass tJte beiden Büschel die %n einen bmatm ~>i 
sammengefallen smd, nicht verbunden smd 

b) Wenn die Kanten AB AC zu F gchtien dann ist n ^d 
D' ^^ A; ferner incidiren C und ß mit ih B und y mit A( 
Also fallen {A, a) und (D d) beide m (A d) Durch iB fe,ehen 
noch (B, ß'), (C, y), durch if nocl (,f, yj, {B", ß) 

Der Kegel 5?^ besteht aus den Ebenenbüscheln um AB und AC; 
an ihn kommen von AA' die Ebenen ß', /; die Büschel 3t sind also 

(B, n (C, r). 

Zum Kegel Si, gehört der Ebeuenböschel AB, an den von BB' 
die Ebene ä kommt, welche ßß' in A sehneidet; also ist {A, S) einer 
der Büschel S9 und ebenso einer der S. 

ÖÖ' ist eine beliebige Gerade in S und der Kegelschnitt (sd) ist 
nicht ausgeartet, er berührt aber y und ß; deshalb sind diese die Be- 
rührungseben en an ^B aus DD' 7^. DA; sie treffen dd' in C, B'i 
denn diese Punkte liegen auf AB und AC und damit in ö, und weil 
y und ß, ihre Nullebenen in Bezug auf T, durch D gehen, auch in ö' 
Polglich haben eich die beiden S) mit (C, y), (B', ß) vereinigt. 

Danach hat eime Congruens (2, 2) mii swei steh sckneidmäen Doppel- 
straklen einen quatemären Büschel (A, d), zu welchem beide gehören, 4 
bmäre {B, ß'), {C, y), (B', ß), (C, y), von denen durch jeden der beiden 
Doppelsbrahlen swei gehen, und 4 wiäre Büschel (B, d'), {A', a) und 
die zweiten Büschel SO und S. 

e) Im Falle zweier windschiefen Doppelstrahlen, die in den Gegeu- 
kanten AB, CD liegen, haben sich die 8 unären Büschel von a) noch 
zu je zweien m 4 binare durch CD gehende vereinigt, so dass die 
Congrumw imgesammt 8 binäre S^aMenMschel , durch jeden der beiden 
Doppelstrahhn 4, hat 

d) Wenn die diei Kanten AB, CD, AG zu F gehören, so ver- 
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einigen sicli in {Ä, (!) die Bü»cbel (^A, «'), {D', *), in (C, |J) die (C, j) 
nnd (b; /i); die «, 8, 6, S) sind be™. (ü, /!'), (f, ß); (Ä, «), (/f, «)i 
{A, «), (D, ä'); (C, ft, (C, ,). 

Folglich hat die Congruenz mit 3 DoppelslraMeii 3 gtiaternäre 
Büschel {A, d), {C, ß), 4 Umre {B, ß'), (Z>, S'\ (A', «), (C, y). 

e) Gehören endlich die 4 Kanten BA, AC, CD, DB zum Ge- 
winde r, so rücken auch noch C und A' nach ß und D, ß' und d' 
nach y und «, ao dasa sich (G', y) und (B, ß') in (ß, ;-), {A', u) und 
(i>, rf') in (D, a) vereinigen. 

Die Congruetiz mit 4 Doppclslrdhlen hat 4 quatemare Büschel 
(A, S), (JJ, n {C; IS), (B, a). 

403 Die Abbildung der Congruens in die Fläche 4. Ordnung mit Doppel- 

Kegelschnitt muss uns diese Eesultate bestätigen. In der That sind bei 
dieser Fläche hinsichtlich ausserhalb der Doppeicurve gelegener Doppel- 
punkte folgende 5 Fälle möglich. 

a) Sie hat einen einzigen Doppelpunkt; durch ihn gehen 4 binäre 
Geraden (welche je 2 Gerade des allgemeinen Falls darstellen) iiud 
ausserdem hat die Fläche noch 8 unäre Geraden. 

b) Die Fläche hat 2 Knotenpunkte, deren Verbindungslinie ihr 
augehört und quaternär auf ihr ist (sie ist eine Torsallinie, d. h. die 
Fläche hat in allen Punkten dieser Geraden die nämliche Berührungs- 
ebeue). Durch jeden Knotenpunkt gehen 2 binäre Geraden und ausser- 
dem sind noch 4 unäre vorhanden. 

e) Die Fläche hat ebenfalls 2 Knotenpunkte, deren Verbindungs- 
linie ihr aber nicht angehört (sie ist dann Schnittlinie zweier coniacher 
doppelter Tangentialebenen der Fläche); durch jeden Knotenpunkt 
gehen 4 binäre Geraden.*) 

d) Die Fläche hat 3 Doppelpunkte, von deren Verbindungslinien 
2 ihr angehören; diese sind quaternär (und torsal). Von den beiden 
Knotenpunkten, welche durch die dritte Linie verbunden werden (durch 
die zwei conisehe Doppel- Berübrungs ebenen gehen), koninieu noch je 
2 binäre Geraden. 

*) Die Verbin dun^almie zweiei DoppelpimLti, einer eubtschen Fluche gehört 
immei der Fläche an und ist aui ihi qn ituinili und torsal (vcgl Sjnthetische 
UntHiBuoliimgea abei Flächen 3 üidnung, Kap VIII) Fuhit mau duieh die 
ränrnhelie quadratische Inveision die cabisohe Flüche in die Fl iche 4 Urdnung 
mit Doppel -Ksgelschaitt nber, ao eigiebt sich Fall b) oder c), je naühdem die 
VetbindungBlinie dei Knotenpunkte den Kegelschnitt Ä,* tnfft odei nictt trillt 
— Wjr ubeilasaen dem Leser, durch diese TransformatiOD die obigen Angaben 
aU6 denen des gemnnten Kapitels abzuleiteu, \ev^l auch Math \nnileu Bd i 
a 2b7, -iDwie Korndoifei ebenda B ( 2 S 41 
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e) Diu Flüche iiat 4 Kiioteu punkte, von ilereii 6 Vurbiiidungs- 
liniei] nur 4, die ein wiudschiefes Vierseit bilden, der Fläche, wiederum 
quaternär und fcorsal, angehören. Weitere Geraileii besikt sie uicht 
(durch die beiden Diagonalen des Vierecks gehen je 2 couiache 
Doppel-Berührungaebcnen). 

Zwei Doppelpunkten der Fläche, deren Verbindungslinie ihr an- 
gehört und infolge dessen den Doppel- Kegelschnitt A^^ trifft, ent^ 
sprechen 2 Doppelstrahlen der Congruenz, die demselben Strahlen- 
büschcl (der sich in die Verbindungslinie abbildet) angehören und 
also sieh schneiden. 

Im Falle a) enthält jede Ebene eines binären Strahlenbüschela 404 
alle 4 binären Punkte Sund zwei unäre: der Kegelschnitt |ej* ist in ein 
Geradenpaar ausgeartet. Die beiden unären PunJite sind die Punkte 
auf der Schnittlinie der beiden nicht verbundenen Ebenen, welche zu- 
sammengefallen sind, oder die gemeinsam verbundenen /,u den beiden 
gegenseitig nicht verbundenen, welche im Seheitel sich vereinigt haben. 

In der Ebene ff eines unären Büschels liegt nur ein binärer 
Punkt, der Schnittpunkt mit dem Doppelatrahl, und da die Ebene sicli 
nicht mit einer andern vereinigt hat, so müssen in diesem Punkte sich 
zwei der 6 Punkte vereinigt haben; also enthält sie nur noch 4 weitere 
Punkte S, die aämmtlich unär sind. 

Nehmen wir also an, dass die nicht verbimdenen Punkte 11 und 
23 in einen binären zusammengerückt sind; gemeinsam verbunden sind 
ihnen 12 und 13, dies sind also die beiden unären in der binären 
Ebene (11) ^ (23). Den weiteren Punkten 14, 15, 16 von (11) sind 
in (23) je nicht verbunden 56, 46, 45; mit ihnen vereinigen sie sich, 
wenn (11) und (23) zusammenfallen. Demnach sind binär: 
11 = 23, 14 = 56, 15 = 46, 16 = 45. 

In den binären Ebenen liegen noch je die beiden unären Punkte: 
12, 13; 24, 34; 25, 35; 26, 36.*) 

In einer unären Ebene liegen ausser dem zugehörigen noch 3 
andere unäre Punkte und ein binärer, wie es die folgende Tahelle zeigt: 
(12): 12, 24, 25, 26, 11 ~ 23; (13): 13, 34, 35, 36, 11 = 23; 
(24): 24, 12, 35, 36, 14^56; (34): 34, 13, 25, 26, 14 = 56; 
(25): 25, 12, 34, 36, 15 = 46; (35): 35, 13, 24, 26, 15 = 46; 
(26): 26, 12, 34, 35, 16 = 45; (36): 36, 13, 24, 25, 16^45. 



•) Diese Punkte stehen in keiner Zeile der Tabelle von Nr. HfiS; sie bilden, 
wie sich in Nr, 419 neigen wird, eine Gruppe iiBsooiirter Punkte, welche jeilocb 
)^u einer wesentlicb iradi;rn CoDgruenz gebort (Ni'. 490). 
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Wenn au dem Doppelsirahle d^, der die 4 binären Punkte trägt, 
noch ein zweiter ihn schneidender «^ hinzukommt, so rücken zwei der 
binären Punkte auf d^, etwa die beiden ersten in den quaternUren 
Punkt dj^d.^ zusammen und die iu ihren Ebenen gelegenen bisher 
unären Punkte vereinigen sieh und zwar nicht verbundene, also 34 
und 24 von (14) ^ (56) bezw. mit 12, 13 von (11) = (23). Demnach 
haben wir einen quaternareu Punkt (?^ (^ ^ 1 1 =^:; 23 ^ 14 E^ 56, 
zwei binäre 15^46, IG ^45 auf (f,, ebenso zwei 12 ^£ 34, 13 ^e 24 
auf d^ und 4 unäre 25, 26, 35, 36. Die quaternUre Ebene rf^i^ ent- 
hält den quaternären und alle binären Punkte, eine binäre, z. B. 
(15)e=(46) den quaternären Punkt, zwei binäre auf demselben Doppel- 
strahle und zwei unäre 25, 35; eine unäre enthält zwei binäre Punkte 
(von jedem Doppelstrahle einen) und zwei unäre, nämlich: 

(25): 25, 36, 15 ^ 46, 12 ~ 34; (36): 36, 25, 16 = 45, 13 = 24; 
(26): 26,35, 16 = 45, 12 = 34; (35): 35,26, 15 = 46, 13 — 24. 

Die 4 iiuaieu Punkte bilden diso ein Viereck 25, 26, 36, 35, von 
dem die Gegeuecktn m Bezug auf die (.ongruenz verbunden sind und 
also die Diagonalen (nicht aber die Seiten) zu ihr gehören. Zwei 
Gegenseiten hegen m den durch d^ gehenden, die andern in den durch 
(^ gehenden biuuen Ebenen 

Tritt hingegen zu 0^ dei zu ihm windschiefe Doppelstrahl t^, so 
rücken die 8 uniien Punkte des ersten Falles zu je zweien zusammen 
und zwar je die beiden in den bisher alleinigen binären Ebenen; 
also erhalten wir zu den 4 biüaien Punkten auf d^ noch die 4 bi- 
nären 12 = 13, 24 = 34, 35 - 35 2b = 36 auf d^. 

Kommt nun zu ä^ und d^ des zweiten Falles der (T^ schneidende 
d^j oder zu d^ und dg des dritten Falles der beide schneidende d^, so 
rücken in jenem Falle die beiden binären Punkte auf d^ in den 
quaternären d^ rfg , in diesem Falle je zwei binäre auf d^ und dg in 
einen quaternären d^ <ij, d^ dg zusammen. Im ersteren Falle haben 
sich die einen Gegenseiten 25, 26, 35, 36 des erwähnten Vierecks in 
den neuen Doppelstrahl dg vereinigt mit den nunmehrigen binären 
Punkten 25 = 35, 26 ~ 36. 

Also sind quaternär<?,(;^:i:i:l 1=23=14=56, «'3(^3=12=13=23=24, 
binär 15 = 46, 16 = 45 auf d^, 25 = 35, 26 = 36 auf dg. 

Im letzten Falle aber erhalten wir nur 4 quaternäre Punkte in 
den Ecken des Vierseita der Doppelstrahten; in dfd^y d^d^, d^ä^, d^d^ 
haben sich je vereinigt: 

11, 23, 14, 56; 12, 13, 24, 34; 25, 35, 26, 36; 15, 16, 46, 45. 
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Die Brennfiäche ^ einet' Congruenz (2, 2) mit einem BoppelstraMe AOf) 
dl ist eine Fläche 4. Ordnung mit emer döbelten Geraden d^, 8 ausser- 
halb derselben hefindlichen conisAen Enofenptm!cten ,'^) den 8 imären 
FunJäen 8, und S eonischen So^i^jelberührungsehenen, den 8 diesen S zu- 
gehörigen Ebenen 0. 

Jede dieser 8 Ebenen 6 enthält, ausser dem ihr zugehörigen 
S, noch 3 andere unäre Punkte oder couisehe Doppeipunkte von 
und einen der binären Punkte auf d^. Diese 5 Punkte liegen auf 
dem Berührungs-Kegelschnitte der Ebene mit <S, dem Orte der zweiten 
Brennpunkte der Strahlen von (8, ff). Weil dieser Kegelschnitt den 
vollen Schnitt bildet und im binaren Punkte nur eine Tangente hat, 
so kann dieser Popkt nicht zwei verschiedene Berührungsebenen haben, 
indem deren Schnitte mit der ff zwei Tangenten an die Schnittcurve 
liefern würden. 

Die 4 binären Punkte 8 sind demnach die (Juspidal- oder Rück- 
Icehrpuniie auf der Doppelgeraden d, von 0. 

Die Ebene eines binären Strahlenbüschels schneidet in i^j und 
berührt sie im Orte der zweiten Brennpunkte der Strahlen des Büschels; 
dieser Ort ist also eine Gerade und da er mit di den Kegelschnitt 
der 6 Punkte darstellt, so ist er die Verbindungslinie der beiden unären 
Punkte in der Ebene. 

Die 8 tmären Punkte 8 oder die 8 KnotenpunJcte von bilden 4 
Paare; die VerbindtmgsUnim derselben sind torsale Geraden der Placke 
und längs ihnen berühren die 4 binären Pbenmt 0. 

Sie sind quaternär und vertreten die 16 Geraden, welche eine 
knotenpunktsfreie Flache 4 Ordnung mit einer Doppelgeraden hat. 

Die Strahlen eines solchen binären Büschels berühren die Fläche 
nicht hlos auf der jeweiligen torsalen Geraden in dem von Strahl zu 
Strahl veränderlichen zweiten Brennpunkte, sondern auch in dem ge- 
meinsamen Brennpunkte, der sich im Scheitel des Büschels befindet. 
Die Fläche ist zu sich selbst dual. Der doppelten Geraden 
als Punktort entspricht dual der Büschel doppelter Berührungsebenen 
um sie; in diesem Büschel haben wir die 4 Ebenen, in denen die tor- 
salen Geraden liegen. Während im allgemeinen eine Ebene des Büschels 
nur in 2 auf d^ gelegenen Punkten tangirt, sind in jeder der genannten 
Ebenen zu diesen zwei — zusammengefallenen — Berührungspunkten 
auf d^ noch 00^ andere hinzugekommen, welche die torsale Gerade 



*) Die Klasse einer Fläche 4. Ordnung mit einer doppelten Geraden , aber 
ohne weitere vielfache Puntte ist 20, wie in Nr. 420 gezeigt werden wird; die 
3 Knote i] punkte erniedrigen sie auf 4. 
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erfüllen. Diefsum dual eu tsp rechend , giebfc es auf der Düppelgeraden 
(1^ 4 Punkte, die Cuspidalpunkte, von denen jeder nicht nur die duriih 
(7, gehende Beruhiungsebeno (m der sich die 2 sonst in tmem Punkte 
von (7^ berührenden Ebenen viieinigt haben) hebitzt, sondern oo', 
welche einen Büschel bilden Äxe desselben ist die m jenet Ebene 
gelegene einzige Gerade, welche im Cuspidalpunkte 4 vereinigte Schnitte 
mit der Fläche hat *) 

Diese Gerade i^t gemeinsd,mt» Tangente au die Beruhrungs-Kegei 
schnitte m den beiden uuaien Ebenen, welche durch dtu Cuspidil 
puiikt ^ehen die beiden in diesen Punkt, ils einen binären siugulaien 
Punkt dei Oongruenz , vereinigten Punkte S imd gemeinsam vei 
bundi,n den beiden Punkten zu denen diese Ebenen gehoien, i B 
11 und 23 den 12 und 13 Also bat m äei Miclituny ifteset ««•> 
gecctchneteit GetatJen ilas Zusammen} ttcJcen m den bmaieii I'unJit statt 
gefunden 

Alle dit, cx>^ Ebenen durch diese Gerade haben den n imlicheu 
Berühiungapunkt, den Ouspidalpunkt, eben&o wie, dual, alle Punkte 
einer der toisalen Geraden die nanihche Bei uhrungs ebene h tben die 
ubiigeu Punkte jener Geiiden sind nicht Punkte dei Fl iche, die ubi gen 
Ebenen durch diese nicht Beiührnngsebeuen derselben **J 

In jedem Cuspidal punkte haben wit also einen Bünde! von lan 
genten, welche alle ihren Berührungspunkt m ihm haben und im denen 
»xi' emen Büschel bildende Tangentialebenen gehören, ihm entspricht 
dual das beld der Stiahleu, welche sieh in emei von den lT,ngs cinei 
torsalen Gei-adcn beiuluenden Ebenen befinden, alle auf dieser Geladen 
Hngnen und &ammtiich die niuiliche zugehoiige Bei uhrungsebene haben 

*> Zu der Congrueng (2, 2) mit 3 steh schneidenden Doppehttahlen ä^, 
i7j iichoit ah Bicnnflaihc * eine FlarJw ^ Otdnvng mit einem Doppel 
Kegehchmtte, det in dm, Geradmpaat d^d^ set fallen ibt, sie hat m den 
4 imaren Punkten S 4 conisrhe Knotenpitrikte*'^ und m den 4 ~m 
gekotigen Jßbenen 6 4 conische Do^jel Beruhnrngsebenen 



*) Daa lot eine allTtmeme Eigenschaft der Cuspid-iij unkte li lei Don el 
cQrvB eicer Flaoh.i' Juicli welche ji iui,h die Berührungscir^en aller lei lU lie 
umgeuchiielieiien 1 in4,entialkegel gehen veigl M ith Annalen Bd 4 "^ 249 au 
rerachie denen Stellen 

**) Streng dual verfahienJ, müsstf ram leide Geraden gleichaitig ali. dei 
Fläolie angehöng oder nicht iHrfehfrig LeieiLlinen von alterther alei .^ewolint 
r die Vorsteilang emei llwhe als Punktort 
**) Diese erniedrigen wiedetunt die Klasse 1' welche zu einer knotenpualti 
1 FUche 4 Mull mg m t Do| j el K g^Lchnitt gehört (lei^l Ni 420), auf 4 
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Der K egelsei] uitt, lüjiga dessen jede dieser Ebenen berührt, ent- 
hält ihre beiden unaren Punkte S uud die beiden binären, in denen 
die Ebene die beiden DoppelgeraiJeii ecbneidet. Die 4 binären Punkte 
sind wiederum die Cuspidalpnnkte von d, und d^ und in jeder der 4 
binären Ebenen haben wir eine torsale zwei unäre Punkte verbindende 
Gerade, längs deren sie berührt. Dies>e 4 torsalen Geraden, welche 
für die ® quaternär sind, sind die Seiten des oben erwähnten Vier- 
&eits, in dessen Ecken die 4 unären Punkte liegen, — 

Hat die Congruenz 2 windschiefe Doppelstrahlen d^, rfg, so entspricht 
ihr eine Breniiflädie ^ mit zwei windschiefen Doppelnerade», also (Nr. 40} 
eine Segelfläche 4. Grades mit swei doppelten Leitgeraden (Art I). Die 
8 imären Funkte S der Congruens sind die 3 . 4 Cuspiddlpunhte der 
beiden Doppelgeraden. Die Ebene d, die einem von ihnen, z. B. auf d, 
gelegenen, zugehört, enthält einen der Ouspidalp unkte auf d^ und also 

beiden unendlich nahen von ihm ausgehenden Erzeugenden, weit 
se die d^ schneiden; sie berührt daher die Fläehf längs einer Cus- 
pidal-Erzeugenden oder Torsallinie. Jedem Cuspidalpunkt von d^ ist 
also eindeutig einer auf d^ zugeordnet, und die Projeetivität der Würfe 
der einen und der andern Cuspi dal punkte folgt hier aus dem NuU- 
systeme des durch (2, 2) gehenden Gewindes.*) 

Die von einem Cuspidalpnnkte ausgehende Cuspidal-Erzeugende 
ist für ihn die ausgezeichnete Gerade, deren simmththe Ebenen die 
Fläche iu ihm berühren, während in ihren übrigen Punkten die ,torsale" 
Ebene tangirt (Nr. 38). 

Im Falle der Congruenn mit 3 Doppelsirahlen uinl deije)uqe d^, 
welcher die heid&i andern schneidet, eine dopjieltc E)zeugende ditset 
Segelfläche (Art VII). Jede der leiden Lettgetaden hat nun nui noch 
2 (hspiddlpimlcte. 

Endlich, wenn die Congruens 4 Doppelst} aUen hesitd, miibb die 
Brennfläche in swei Flächen 2. Chades zerfallen, lul In snh in dem 
Vierseite der Doppelstrahlen durchschneiden 

Untersuchen wir die Anzahl der confocdlm Congmenzen, zunächst 407 
durch Ermitteluntf der Gradzahlen der Congruenien der Doppel 
tangenten der 5 Brennflächen, welche, wie die (jongruenzen (2, 2) und 
die Brennflächen, in sich dual sind. Es genügt also, die Klasse zu 
ermitteln. 

Eine Curve 4, Ordnung mit « Doppelpunkten hat , nach den 



•) Die beiden Specialfillle der Congruenz mit yinein Doppelstvahle und mit 
windsuMefen hat Ktimnitn- a. a. 0. erwühnt. 
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Plficker'aelien Formell], 28 — 14« + Sa* Doppeltangenten , daher 
16, 8, 4, wenn « = 1, 2, 3.. 

Wegen der 8, bezw. 4 oonisclien Doppel-Berührungsebenen (Nr.326) 
sind im ersten Fall (1 Doppelstrahl) 8 von den 16, im zweiten Falle 
(2 sich achneidende Doppelstrahlen) 4 von den 8 abzuziehen. Also 
ist in den vier ersten Fällen die Congruenz der Doppeltangenten der 
Breimfläche bezw. 

(8, 8), (4, 4), (8, 8), (4, 4} 

und im fünften Falle die Congruenz der gemeinsameu Tangenten der 
beiden Flächen 2. Grades ebenfalls (4, 4). 

Daher hat im eisten und dritten Falle die (feifehene Congruenz 3 
confocale Congtmnzeit gkiclur Ait, in den drei übrigen nur 1. 

Die Veiiingeruug der Zahl der confoealen Congruenzen erklärt 
sich nun in folgendei Weit>e. 

Unter den 30 Gruppen associirter Punkte, welche in der Con- 
figuration der 16 Punkte S einer allgemeinen Congruenz (2, 2) vor- 
handen sind, haben 10 Gruppen [S\, welche 5 Paare sich ausschliea- 
sender bilden und die wii in den Doppelzeilen II VI der Tabelle 

von Nr. 36*^ aufgezahlt hiben die Eigenschaft dass durch sie die 
Trägerflächen von Eegelschaaren gehen die zur Congruenz gehören; 
die zugehörigen Teitschaaren erzeugen weil ihie Geladen auch Doppel- 
fcangenten der Brennfldche sind je eine confocale Congruenz, und 
zwar zwei solche Leiisthaaren Sy-teme wekhe durch sich ausschliessende 
Gruppen [S]g gehen die namliclie 

In unseni SpPC%alfaUen smd die GetadfU dei Lnlsc/iamtK nicJd 
immer Doppeltangenten det Biennflache sondern sie tieffen &ie einmal 
auf einer Doppelgeraden und beiuhren sie aUo nur einmil oder sie 
begegnen ihi gar auf zwei Doppelgeraden 

Um dies genauer zu er »rtern bf nutzen wir das Ni 404 be- 
schriebene Anan^emeut dei Punkte b zu den DoppeKtiahlen 

Bei dei Congruenz mit e ncm Doppelsti ahle d^ fanden wir die 4 
binären Punkte in jedei Zeile von II und III dei genannten labelle; 
d. h, die Gerade dj, aut der sie hegen, befandet sich aut allen Trager- 
flächeu / der zigehoiigen Regelachaai Systeme, und weij die Geraden 
eines solchen Systems die ganze Gongiuenz erschöpfen und also nicht 
alle dl treften, so gehört d^ nicht zu len Leitschaaren, &ondeiu zu den 
Regeischaaren selbst und wird dalier von allen Geraden der Leitschaaren 
getroffen, und diese sind nicht Doppeltangenten der O und geben nicht 
eine gleichartige confocale Congruenz. 

Die 4 Zeilen von II und IIJ liefern übrigens nicht 4 zur Con- 
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gruenz gehörige RegelscBaar-Systeme, soudern nur 2. Beide Zeilen 
von II führen nämlich zu denselben Fläch^nnetzen wie die -von III: 
das eine ist durch d^ und die 4 Punkte 12, 34, 35, 36, das andere 
durch (^i und 13, 24, 25, 26 bestimmt. Ein beliebiger Strahl der 
Congruenz gehört nur zu einer Flache des einen oder andern Netzes. 

Diese 2 Systeme von itegelschaaren, welche durch d^ gehen, sind 
alao binär. 

Hinsichtlich der Kegelschaaren und Leitachaaren, welche zu den 
6 Gruppen IV, V, VI gehören, gilt nicht das nämliche; die letzteren 
führen, wie ira allgemeinen Falle, zu confocalen Congruenzen; deun 
wenn auch z. B. die 4 Punkte 11, 23, 14, 56 in der oberen Zeile von 
IV zu je zweien zusammengerückt sind, so hat dieses Zusammenrücken 
nicht in der Richtung von d^ stattgefunden, sondern je in der Richtung 
der in Nr. 405 erwähnten ausgezeichneten Geraden aus dem binären 
Punkte als Cuspi dal punkte der Brennflä.cbe; so dass alle Flächen des 
Netzes in diesen beiden binären Punkten die ausgezeichneten Geraden 
berühren, d^ aber in ihnen nur schneiden und also sie nicht enthalten. 

Bei der Congruenz (2, 2) mit zwei sich schneidenden Doppel- 
strahlen d^, (^ befindet sich ä^ in den zu TI und III gehörigen Kegel- 
schaaren, welche nur noch 2 binäre Systeme bilden, und d^ in denen 
Ton V, VI, welche ebenfalls 2 binäre Systeme bilden. Allein die zu 
IV gehörigen Leitschaaren erzeugen eine confocale Congruenz. 

Hingegen die zwei zu einander windschiefen Doppelstrahlen d,, 
dg des dritten Falles befinden sieh in den Regel seh aar en , die zu II, 
III gehören und ein einziges quaternäres System bilden. Wir erhalten 
noch 3 confocale Congruenzen. 

Im vierten Falle sind (^ und d^ in den Regeischaaren von II, III, 
t^ ist in denen von V, VI enthalten; auf li^ sind z. B,, wenn d^ zu 
(J,, d^ hinzutretend gedacht wird, zwei binäre auf d^ schon gelegene 
Punkte in den quaternären d^d^ zusammengerückt, also hier in der 
Richtung von d^. Wiederum führt nur IV zu einer confocalen Con- 
gruenz. 

Im fünften Falle endlich befindet sich auch d^ in den zu V und 
VI gehörigen Regelschaaren , und hinsichtlich der confocalen Con- 
gruenz ergiebt sich dasselbe Resultat. 

Sme Congruenz (2, 2) mit swei sich schneidenden Doppelstralüen 408 
wwd einer allgemeinen Congruenz (2, 2), die wiederum C heissen möge, 
duich jeden FunM {oder jede Ebene) zugeordnet. Man construire 
naniMi in )edm EJm/f! des Bündels in Hesug auf die idden Strahlen 
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x^, x^ von C, iKclche sie enthalt, äeti vierlm harmonischen Strahl, der 
dem Strahle von XiX^ nach zugeordnet ist. 

Wenn M eine beliebige Ebene ist, so gehen die Nullebenen aller 
ihrer Punkte, in Bezug auf das durch C gehende Gewinde F, durcli 
den Nullpunkt P von ic, der in jt liegt, die dureh gehenden unter 
ihnen also durch OP. Die Paare der Congruenzstrahlen in diesen 
Ebenen rufen, wie wir wissen, auf OP eine involiitorische Punkt- 
Correspondenz [2] hervor; in derselben giebt es (Nr. 23) 2 Paare 
entsprechender Punkte, die zu und P harmonisch sind; also geht 
für die beiden Paare von Congruenzstrahlen, welche diese Paare ein- 
schneiden, der vierte harmonische Strahl durch P und fällt iu m. 

Die dvjrch sämmtliche merten harmonischen Sirahlen erseiigte Con- 
gruens ist ä. Klasse. Die beiden Strahlen in einer Ebene des Bündels 
sind der erzeugende Strahl und ein Strahl des Büschels, der durch 
die beiden von kommenden Strahlen d^, d^ von C bestimmt ist und 
ersichtlich ganz zum Erzeugnisse gehört. 

P ist ebenfalls ein beliebiger Punkt, und der voian(,elienle Beweis 
lehrt, dass durch ihn zwei Strahlen des Erzeugnis es> ..fehen 

Also ist auch die Ordnung 3. 

Man erkennt aber sofort, dass für jeden Punlt auf Lineiii 1 i 
beiden Strahlen d^, d^ oder jede Ebene durch ihn die beiden «zeigen 
den Strahlen in ä^ bezw. d^ fallen. Mithin sind d^ und d^ T>oppcl 
strahlen der neuen Congrueng tmd die hinären Fuiilte auf ihnen, die 
hinären Ebenen dti/reh sie sind die Brennpmikte und Btennebenen dieset 
Sirahlen in der geg^>enen Congruem C, da in diesen Brennebenen der 
erzeugende Strahl in einen ganzen Büschel sich erweiteit Die Schnitt 
linien dieser 4 Ebenen sind die 4 durch gehenden Strihlen die, m 
Bezug auf C, Doppel- Involutionen tragen, welche zum einen Doppel 
punkte haben (Nr. 380); die 4 andern Doppelpunkte sind die 4 
unären Punkte. 

409 Fh) die Congmciu (2, 2) mit cwbi windöcliie/en DopiieJittahlui d, 

(ij etJialt !ii«» eine sehr einfache Erseugung, het welcher me dmdt die 
Peijchchaaten hervorgeh acht wnd, welche swei feste G&adm mü einei 
VLtandejhchen Geladen einet gegebenen Itegelschaai ve^blnde%l^^ 

In dei Thit, jede ßegelschaar, welche einen behebigen Strahl i; 

*) Gebort eine dei beiden festen Gteiailen zur gegpbenen Eegeischaar, so 
löst ^ich vom tiaeagniHBe das Strahlennetz ab, da« die beiden festen Ueraden ?a 
Leitlinien hat, für da'' verbleibende Strahlennpt? Pihalten mir ~ nie fepecialfall 
unserei jet/igen I^rzeu^nng ■— ibf m Nr 12 hespiochene Herstpllungsweisp dps 
fetrahleiintt/es 
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der Gnngmeu/ mit dpn beidpn Doppelstralileii verbindet, gehört ganz 
zu ihr denu sie gehört, wenn wir die Congruenz wieder als Schnitt 
eines (lewindes F und eme^ tetraedraleu Complexes T auffassen, weil 
die 3 Geraden zu F gehören, zu diesem, und weil die 4 Tetraeder- 
Ecken von T, mit d^ und d^, auf der Trägerfläche der Regelschaar 
liegen nnd dahei aus zwei Geraden dei Sühaar durch projectivc Würfe 
projicirt werden, auch vollständig zu T 

Wir haben b Systeme von Re^elschaaren in der Oongruenz, 
welche muht durch d^ und d gehen K&ien wir g eine, p^, von diesen 
Regeischaaren duichlauten, so gehen die erzeugenden Regelschaareu 
(did^g) <x>^ Strahlen und eischoplen damit die ganze Oongruenz. Denn 
es erzeugen d]e=!e Re^elschaaren eine Congruenz (2, 2) mit d^, d^ als 
Doppelstrahlen Diese Entstehung» weise der Congruenz ist zunächst 
in sich dual, dmch einen Punkt gehen 2 Regeischaaren; die Geraden 
von Po welche zu ihnen fuhren, sind die, welche von der durch den 
Punkt gehenden und <7j, d^ treffenden Geraden geschnitten werden. 
Hieraus tigiebt sich «ofort, diss die Biennfiäche die Regelfläehe der- 
jenigen Tangenten der p^ tragenden Flache 2. Grades /„ ist, die sich 
auf (7j, (fg stutzen Dass diese Flache 4 Grades ist, folgt daraus, 
dass, wenn J eine beliebige Gerade ist, es m der Regelschaar [d,, (^, l] 
4 Gerade giebt, welche die bchnittcurve 4 Ordnung ihrer Trägerfiüche 
mit f btiiihien Die andere Regelschaar der Fläche ^ wird daher 
zu einei der Lonfocdlen Congiuenzeii tuhren. 

Weil die Geladen dei eizeu^f-ndeu Uegelschaaren gegen einander 
windschief sind, so giebt es durch einen Punkt von dj (oder d^ uud 
in einer Ebene durch sie keinen von d^ vtischiedenen Stiahl, welcher 
der eizeugten Tongiuenz angehört, dies beweist, dasa d^ und <7j Doppel- 
strahlen dei&plbeu sind 

Die eizeugmde Regelschaar zerfallt viermal, wenn naralich die 
Gerade y von p, eine der von d^ odei d^ getroffenen Geraden dieser 
Schaai ifet m 2 Strahl fnhuschel, von denen dei eint durch (?,, der 
a.ndere durch d^ geht Wenn z B 7j die eine von d^ getioftene Ge- 
rade vjn p, i'^t, dei Punkt d^g^ und die Ebene (/jj/i mit A-^, k^, Punkt 
(üjKj, Ebene d^A^ mit J.j, t, lezeichnet werden, so ist {Ä^, «,), 
(^i'j «j ) tin solches Büschel Paar Man erhält so in einfacher Weise 
die 8 binaren '^trihlenbuschel der Congruenz. 

In das System der etzeu^enden he^elschaaren haben sich die 4 
Systeme welche den /edm von IT, III entsprechen, vereinigt. Diese 4 
Gruppen bestehen jede aus den 8 binaren Punkten und können, weil 
auf 2 Geraden vertheiit, nicht mehr als Gruppen von associirten 
Punkten aufgefasst werden; vielmehr geht durch sie ein Gebüsche von 
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Flächen 2. G-rades, von denen jedoeli nur oo^ ilire einen Regeis chaaron 
ganz in die Congruenz senden. Die andern 6 Gruppen IV, V, VI 
aber bestehen aus viermal 2 Punkten, die in einen binären Punkt 
zusammengerückt sind; z, B. die obere Zeile von IV aus 11, 23; 14, 
56; 25, 35; 26, 36. Von diesen binären Punkten liegen 2 auf d^, 2 auf 
dg ; und Verbindungslinien der so unendlich nahe liegenden Punkte 
sind die Cuspidat-Erzeugenden der Brennfläche in diesen 4 Cuspidal- 
punkten ; so dass keine Unbestimmtheit eingetreten ist und alle 
Flächen des Netaes diese 4 Erzeugenden in den Cuspidalpunkten 
berühren. 

IX. 

410 Die Brennfläehc der Congrueuz (2, 2) mit 4 Doppelstrahlen zer- 

fällt, wie wir gesehen haben, in zvfei Flächen 2. Grades, die sich im 
Vierseite der Doppel strahlen durchschneiden; die Congruenz hat eine 
confocale Congruenz (2, 2) und diese beiden Congruenzen bilden zu- 
sammen den Inbegriff aller gemeinsamen Tangenten der beiden Flächen. 
Es erhebt sich also die Frage: Zerfällt die Con^rueTW (4, 4), welche 
dwch die gemeinsamm Tangenten zweier Flächen 2. Grades gebildet wird, 
immer in 2 Congruensm, (2, 2), wmn diese Flächen si<^ in einetn wind- 
schiefen Vierseite durchschneiden? 

Diese Frage muss bejaht werden. 

Bezeichnen wir die Flächen mit f,, f^, ferner die 4 Seiten des 
Vierseits wiederum mit d,, d^, dg, d^ und die Diagonalen desselben 
oder die Doppellinien der Ebeneupaare im Büsche! f^f^ mit e^, e^. 

Der Strahl x des Netzes [e,, e^], der in einer beliebigen Ebene g 
liegt, ist Diagonale des vollständigen Vierecks der Schnittpunkte der 
Kegelschnitte, in denen /i, f^ von | geschnitten werden, also eine 
Seite des gemeinsamen Polardceiecks und folglich auch Diagonale des 
Vierseits der gemeinsamen Tangenten dieser Kegelschnitte oder der 
4 Strahlen von (4, 4) in der Ebene £, und zwar liegen die beiden 
Gegenecken dieses Vierseits auf x harmonisch zu den beiden Punkten 
x{e^, e^), zwei Ecken des gemeinsamen Polardreieeks. Also: 

Die 4 Strahlen der Congruens der gemeinschaßlich&i Tangenten von 
fi! fi! n^elche sich in einer beliebigen Ehetw | beenden, theilen sich in 
3 Faa/re. Die Schnittpunkte X', X" dieser Paare Hegen auf dem 
Strahle x, in der Ebene S, des StrMennetses [e^, e^], das die Diago- 
nalen c, , Cg des gemeinsamen Vierseits m Leitgeraden hat, mtd swar Mr- 
monisch gu den heilen Punhleit a:(e,, e^) oder ^(e^, e^). 
Und dual: 
Die 4 StraliUn Oer nämlkhat Gongnicns ans einem helieMgen Fimhtc 
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X se7-faüen in ä Paare. Die Elmien |', |" tJcr beiden Paare geJien durch 
den StraM, der aus X Bii/m Netze \e^, e^] kommt, und sind su den heidm 
Ehenen X{e^, Cg) harmonisch. 

Wir drehen ^ um eine Gerade l, x beschreibt die Regelschaar 
[CiCä^J und die Curve der Punkte X', X" auf der Trägerfläche dieser 
Schaar begegnet also jeder Geraden der Schasir zweimal, einer be- 
liebigen Geraden der Leitschaar gar nicht. 

Es genügt zum Beweise der letzten Behauptung darzuthiin, dass 
auf die Geraden e^ und e^ der Leitsehaar kein Punkt dieser Curve 
fällt; fiele X' auf e^, so würde, wegen der harmonischen Eigenschaft, 
auch X" es thun, sich mit X' vereinigend, so dass dann alle 4 ge- 
meinsamen Tangenten in einem Paukte und zwar einem auf Cy ge- 
legenen zusammenlaufen worden. Das kommt aber in dem Büschel 
um die beliebige Axe l nicht vor. Es kann nämlich nur in folgenden 
Kwei Fällen eintreten, dass die gemeinsamen Tangenten von 2 Kegel- 
schnitten durch denselben Punkt gehen; entweder berühren sich die 
Curven doppelt, oder eine von ihnen ist ein Geradenpaar, weil dann 
die beiden Tangenten aus dessen Doppelpunkte an den andern Kegel- 
schnitt die 4 gemeinsamen Tangenten darsteilen. Zwei Kegelschnitte 
aber, die von der nämlichen Ebene ans /,, f^ ausgeschnitten werden, 
berühren sich nur dann zweimal, wenn die Ebene durch zwei Gegen- 
ecken des gemeinsamen Vierseits geht; das kommt in unserm Büschel 
nicht vor. In demselben giebt es ferner zwar 4 Ebenen, in denen 
der eine Kegelschnitt ein Geradenpaar wird; aber dessen Doppelpunkt, 
der Berührungspunkt der betreffenden Ebene mit der einen Flücho, 
liegt nicht auf e^. 

Die Punkte X', X" sind in diesem Falle die Schnitte der beiden 
vom Doppelpunkte an den andern Kegelschnitt gehenden Tangenten 
mit der Geraden x der Ebene. 

Eine Curve, welche auf der TrägerÜäehe einer Kegelsehaar so 
liegt, dass sie den Geraden der Kegelschaar f-mal, denen der Leit- 
schaar aber nicht begegnet, zerfällt in v Gerade der Leitschaar; denn 
sie ist V*" Ordnung und ihre Projection aus jedem beliebigen Punkte 
dieser Fläche hat einen v-fachen Punkt. 

Während also die Ebene | sich um l dreht, durchlaufen die Punlde 
X', X" swei Gerade der Scltaai (e^e^T), die eu e^, e^ harmonisdi sind, 
und ebenso wahrend X sich auf l bewegt, diehen steh |', |" um 3 Gerade 
dieser Schaa/r, welche Wenfalls 5W e^, e^ hat manisch sind. 

Man hann jeden det beiden einet Ebern | mtgeltörigen FunlUe X' 
und X" für sich verfolgest, wenn g sich dmdh den gansen Baum bewegt. 

Tn der That, man habe X' auf ^ und »j sei eine zweite Eliene; 
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wenn 1 Jic Hclinittfinie ^rj ift, so ist der »j zugehörige Punkt Y' der 
Hcliiiitt mit der durch X' gehenden Geraden der Schaar (ej^e^T). 

Nun wollen wir iioch zeigen, dass man för eine dritte Ebene g, möge 
man von | und X' oder von 7j und Y" ausgehen, zu dem nämlichen 
Punkte Z' gelangt. Es seien j; y, z, u die Strahlen des Netzes [ejcj in den 
Ebenen |, ij, t und aus dem Punkte ^ijg; auf den drei ersten liegen bezw. 
X', T, Z'. Die 3 Regeischaaren [e„ e^, ^ij], [c,, e^, U], K, e^, »)£] 
euthalten bezw. die Geraden x, y, u; x, g, m; y, s, u. Die durch X' 
gehende Leitgerade der ersten trifft y und u und zwar erstere in T; 
ebenso ist der Punkt, wo die von X' ausgehende Leitgerade der 
zweiten Regelschaar die trifft, der Z', insofern er sich aus § und 
X' ergiebt. Da diese Gerade auch u trifft, so liegen beide in der 
Ebene X'u und demnach auch yZ', die beiden begegnet; also trifft 
sie die u und ist die von Y' ausgehende Gerade der dritten ßegel- 
schaar, zu der ja y, s, ti gehören; der Punkt Z' ist also auch der 
Punkt, in dem sie als solche die z trifft, d. h. derjenige, der sieh aus 
ij und Y" ergiebt. 

Somit kann man, wie behauptet, durch sämmtliche Ebenen | des 
Kaums den Punkt X' und ebenso den X" verfolgen, sowie also auch 
die in jenem und die in diesem sich schneidenden und je in der Ebene 
I gelegenen Strahlen der Congruenz der gemeinsamen Tangenten von 
l\ und /g. 

Dieselben erzeugen also swei get/rmnte Gongruemen (2, 2), in welche 
diese Congruenz zerfällt*) und die C, C" heissen mögen. 

Weil nun X' eine Gerade durchläuft, wenn | sich um eine Ge- 
rade dreht, so beschreiben X' und § ein gemeines Nullsysiem und 
X" uud I ein anderes; diese beiden Nullsysteme gehören zu den 
beiden Congruenzen C, C" und zu den Gewinden F", P", in denen 
füeselben enthalten sind. 



* Dieses Zertallen hat zierst Hirit Un the mj-lese g-encrat i hv two 
orrelative plmes veiöfientlicht in len (jollettaaöi iiathemati a in memoiiam 
D Chelim S 51 im Auszüge auch in dpn Proceedmga of the London Mithe 
uatical SoLiety Bd 10 ^ 131) an einem mteie^saaten Beispiele bemetkt Die 
beiden correlativen Feldei enthalten oo' Piire aioli schneidender Stnilen von 
lenen jele dun,h den Pol der indem geht Die Vprbindungilujipn dieser Pole 
3 zeugen die Congri enx (3 i) und die von den libenpa der Strahlen umh illte 
Flache 2 { rales ibt dei eine Theil dei Bionnfldchp Wir kommen hierauf hei 
len Lomjlexen 2 Grades zunck 

Zq tl en hat doshalh diese speeielle Congruenz (2 2) mit 4 Doj pel strahlen 
Hirst ?che Tongruenz j^enaont (Math Ännalpn B\ 26 S 2611 und ?nerst ail 
.,emeiii dTf 7eifall n bewiesen CVer^l Nr 416) 
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(jöht 5 durch eine der 4 Seiten des gememsamett Vierseits, ho 
werden die aus /J, f^ ausgesehaitteaen Kegelschnitte Geraden paare, zu 
denen beiden die Seite gehört, so dass die 4 gemeinsamen Tangenten 
sich in ihr vereinigen; und analog fallen die 4 von einem Punkte auf 
der Seite bommenden in ihr zusammen. Dk A Seiten des gememsamnn 
Vierseits siiid daher vierfache Strahlen für (4, 4) und zweifache für jeäe 
der 'beiden Theücongrumsen. 

Gemeinsam sind beiden Congruenzen die 4 quaternären Büi^chel 
um die Ecken des Vierseits in den Ebenen desselben. 

Wenn | eine der Flächen f^, f^ berührt, so vereinigen sich sowohl 411 
die Strahlen der einen wie der andern Theilcongruenz bezw. in die 
eine und die andere Tangente x, x" aus dem Berührungspunkte an 
den Schnitt mit der andern Fläche; die Berührungspunkte mit dem- 
selben sind die der | zugehörigen Punkte X', X", also die der gemein- 
samen Brennebene | der beiden Strahlen x', x" aus den beiden Con- 
gruenzen C, C" asBOciirten Brennpunkte. 

Die hddm Flächen /i, f^ bilden daher die Brennfläche für C und C" 
und zwar so, dass von einem Brennpunkte und einer Brennebene, die 
associirt, d. h. Schnittpunkt und Verbindungsebene der nämlichen un- 
endlich nahen Gongrueuzstrahlen sind, der erstere auf dem einen Theil 
der Brennfläche liegt, die letztere den andern berührt. 

Nun sind zwei so zusammengehörige Brennelemente einer Oon- 
gruenz stets entsprechend in dem Nullsysteme der Congruenz oder 
des durchgehenden Gewindes, wenn sie in einem solchen enthalten ist. 

DoAej- sind die beiden Flächen /i, f^ polar m einander in Bezug auf 
jedes der baden Gewinde V, V". 

Man ersieht jetzt, dass inan uns&re Congniens (2, 2) mit A Doppel- 
strahlen in einfacher Weise erhält, inenn man den Tangmten-Complex einer 
Fläche 3. Grades fj, der ebenfalls 2. Grades ist, mit einem Strahlen- 
gewinde r' durchschneidet; mit jeder der Begelschaaren von /i hat V Z Ge- 
rade gemein und für jede Ebene durch eine dieser 4 Geraden, jeden 
Punkt auf ihr repräsentirt sie die beiden Strahlen der Durchschnitts- 
Congruenz, so dass dieselben ■ihr doppelt angehören. 

Die Fläche f^ gehört mr Brennfiädte und wird durch die Flache, 
vxlche m ihr in Bezng auf V polar ist, mr vollen Brennfläche ergänzt. 

Wir kommen aber auf die beiden Punkte X", X" oder, wie wir 412 
sie nun nennen wollen, X^', X^", in denen die von einem Punkte Xi 
der f^ an den Schnitt seiner Berührnngs ebene — nun |, — mit /g 
gelegten Tangenten diese Corve berühren, zurück, um nocli durch einr 
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andere Ueberlegung das /Verfallen der Congruens der gmteinsamen Tan- 
genten von fi und f^ su erkennen. Wir wollen uns nämlieh überzeugen, 
tlaas diese beiden Funkte X/, X^" gebrmmt von mtander verfolgt werden 
können. 

Die Gerade X^'X^" ist der der Ebene 1^ zugehörige Strahl x von 
[e^e^l; dass sie die beiden Geraden e, und Cg trifft, ist leicht zu er- 
kennen. Aus der Constniction der beiden Punkte folgt, dass sie in 
den Polarebenen von X^ nach /J und f^ liegt, also dem Xj in Bezug 
auf den Büschel f^f^ und mithin auch in Bezug auf seine beiden 
Ebenenpaare conjugirt ist. 

Es ist bekannt, dass die Gerade, welche einem Punkte in Bezug 
auf einen Flächenbüschel 2, Ordnung conjugirt ist, eine flegelschaar 
beschreibt, wenn der Punkt eine Gerade durchläuft. Diese Gerade sei 
eine Gerade ^^ der f^; dieselbe trifft zwei Gegenseiten, etwa ä^, d^, des 
gemeinsamen Vierseits; da dieselben ersichtlich zu den Treffpunkten 
in Bezug auf den Büschel conjugirt sind, so gehören sie zur Regel- 
schaar, und weil sie windschief sind, so haben f^ und die Trägerfläehe 
der Sehaar zwei Geraden der andern Schaar g^', g^', die auch di, d^ 
treffen, gemein; die Schnitte der jeweiligen Geraden der Kegelschaar 
mit /g, also, da der Punkt Xj, j/j durchlaufend, auf /l bleibt, unsere 
beiden Punkte X^', X^" bewegeji sich demnach auf diesen getrennten 
Geraden g^', g^". Ebenso werden einer Geraden l^ der andern Schaar 
von f^ zwei Gerade l-Jj h" ^"^ fs> ebenfalls aus der andern Schaar, 
zugeordnet, und die beiden Punkte X./, Xg", die dem Schnitte X^ von 
g^ und li zugehören, bestimmen die Zugehörigkeit; die durch X^' gehen- 
den sind g^', Z/, die durch X." gehenden g^", l^". Ordnen wir also 
dem X, nur den X/ zu, so können wir sofort für einen beliebigen 
Punkt Yi von /i den Y^' auf f^ angeben; wir betrachten nur eine der 
beiden Geraden durch X^, etwa die g,, und schneiden sie in Z^ mit 
der durch Yj gehenden ^. Wir bewegen uns auf g^ mit X^ nach Z^; 
Xg' durchläuft g^' und kommt nach Z^\ wenn X^ nach Z^ gelangt; 
nun biegen wir auf beiden Flüchen in die Geraden der andern Schaar 
ein und der Punkt, in den Xg' fällt, wenn X^ nach Y, gelangt, ist Yj', 
In analoger Weise erhält man Y^". 

Durchläuft nun Xj die Fläche /j, so erzeugt der Strahl XiXg' 
die eine und der Strahl X^ Xj' die andere von den beiden Theil- 
congruenzen. 

Lässt mau Xj auf f[ einen Kegelschnitt k^ durchwandern, so be- 
schreibt die in Bezug auf den Büschel conjugirte Gerade eine Eegel- 
fläche 4. Grades, die wir a,m einfachsten als Ort der Strahlen des 
Netzes [e|(?a] auffassen, welche in den Berü li r im gs ebenen des Kegels 
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Hegen, der längs k^ der /j umgescbrieben ist. Sie hat e,, e^ au 
doppelten Leitgeraden und den Strahl von [ejC^] aus der Spitze des 
Kegelfi zur doppelten Erzeugenden (Art VlI), geht durch alle 4 Seiten 
des Vierseifcs und durchschneidet also die f^ noch in einer ßa.umcurve 
4. Ordnung, welche in den Punkten, in denen diese Fläche von der 
doppelten Erzeugenden getroffen wird, Doppelpunkte hat und daher 
in 2 Kegelschnitte zerfällt, die dtinn wieder bezw. von X^' und X," 
beschrieben vf erden. 

Durch die vorausgehende Betrachtung ist auch erwiesen, dass dit; 
beiden Flachen /i, ^ in zweifaclier Weise coüinear sind mit X^ imd X^', 
hemv. Xj und X^" als mtsprcchenden Ptinliten, also PitnJcten, in dmcn 
je der nämliche Strald von C oder C" die beiden Flächen f, und f^ 
berührt. 

Wenn alle vier Seiten des Durchschuitts-Vierseits von f\ und /^ 413 
reell oder alle imaginär sind, so sind, nach den bekannten Sätzen 
über die Realität der gerne ins amen Punkte und Tangenten zweier 
Kegelschnitte, die beiden Strahlen von C und C" in einer Ebene oder 
aus einem Punkte gleichzeitig reell oder gleichzeitig imaginär. 

Sind alle 4 Seiten imaginär, so kann dies auf zwei Weisen ge- 
schehen, je nachdem nämlich f[ und f^ hyperbolisch oder elliptisch 
sind, d. h. reelle Geraden haben oder nicht. In ersterem Falle sind 
die 4 Geraden rein imaginär und gegenüberliegende conjngirt, im an- 
dern Falle aber punktirt imd benachbarte conjugirt, so dass zwei 
Gegenecken und die Ebenen des einen Ebenenpaares reell sind. In 
beiden Fällen sind die Diagonalen reell. 

Wenn aber zwei Gegenseiten des Vierseits reell und die beiden 
andern conjugirt imaginär sind, so sind die Strahlen von C und C" 
in jeder Ebene und durch jeden Punkt ungleichartig: die einen riiüÜ, 
die andern imaginär. Die Diagonalen sind conjugirt imaginär. 

Ein hemerhenswerthes Auftreten dieser Hirsfschen Congrums (2,2)414 
Jtahen wir hei einer FlÖehe 3. Grades F^, die su sich selbst auf die erste 
Art coüinear ist, d. h. so, dass jede der beiden Geradenachaaren durch 
die ColUneation in sich selbst Übergeht (Nr, 236). 

Die VerbindungsUni&i entsprechend^" PtmJcle der F'^, sowie die Schnitt- 
linien entsprechender Beriihrwngsebenen liefern nämlick je eine Hirst'scke 
Congrueng. 

Bei einer collinearen Transformation zweiter Art einer Fläche 
2. Grades in sieh selbst geht jede der beiden Kegel seh aaren in die 
andere über. 
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Bei der ersten Art (Her mite 'sehe Oolliueation) enthält jede der 
beiden ßegelachaarea, weil sie in sieh projeetiv ist, zwei sieh selbst 
entsprechende Geraden; die Schnittpunkte der einen mit den andern 
sind also 4 sich selbst entsprechende Punkte, die Ecken des Haupttetra- 
eders (Nr, 234) der collinearen Räume und ein Kantenvierseit dieses 
Tetraeders liegt auf der Fläche (Nr. 236). 

Bei der mmten Art entsteht ebenfalls in jeder der beiden Regel- 
Bchaaren eine Projectivitat, in der sich diesmal aber zwei Gerade ent- 
sprechen, welche ab Gerade des zweiten, bezw. ersten Raumes der 
nämlichen Geraden der andern Sehaar eorrespondiren, insofern diese 
zum ersten oder zweiten Räume gerechnet wird. Sind \, l^ die Coin- 
cideuzgeraden dieser Projectivitat in der einen Schaar, und (/,, ^ä •^i" 
Geraden der andern Sehaar, denen sie demnach inyolotorisch entsprechen 
(die Coincidenzen der Projectivitat in dieser zweiten Schaar), so ent- 
sprechen nun die swei Pu/nkte (f,li, g^l^ sich selbst, während gj^i i's'i 
sich involutoriseh entsprechen.*) 

Eine besonders einfache coUineare Transformation einer Fläche 
2. Grades in sich selbst auf die zweite Art ist die involutorische 
Homologie, welche irgend einen Punkt zum Centrum und seine 
Polarebene la nach der Fläche zur Ebene der Homologie hat; in diesem 
Falle freilich entsprechen nicht blos 2 Punkte sich selbst, sondern 
alle Punkte der Sohnitteurve von ra. 

Lässt man einer allgemeinen collinearen Transformation einer F^ 
von der ersten oder zweiten Art, durch welche etwa X in X' über- 
geht, eine solche Homologie folgen, welche ebenfalls F^ in sich selbst 
transformirt und X' in X" überführe, so entsteht eine neue colJineare 
Beziehung der F^ auf sich selbst, bei welcher X und X" sich ent- 
sprechen und die offenbar von der andern Art ist. 

Die 2, bezw. 4 sich selbst entsprechenden Punkte auf der F^ in 
dieser letzten Collineation beweisen, dass 2, bezw. 4 Verbindungslinien 
von Punkten auf F^, die sich in der ersten Collineation entsprechen, 
durch geben, dass also die Ordnung der Congrams der Verbindungs- 
linien entsprechender Funkte der F^ in dm beiden Fällen 3, besw. 4 ist.**) 

Die Klasse der Congruem ist in beiden Fällen 2;. denn dem Kegel- 
schnitte, in dem F^ von einer beliebigen Ebene geschnitten wird, ent- 
spricht durch die die gegebene Fläche i^ in sich transformirende Colli- 
neation ein ebenfalls auf der Fläche liegender Kegelschnitt; seine 
Schnittpunkte mit dem ersteren geben, mit ihren entsprechenden 

•) Zeuthen, Mathem. Ännalen Bd, 18 S. 33 § 11, 
**) Zeutbeii, Mathem. Annalen Bd. 26 S. 259; ein allgemeiner Beweia wird 
Bd, 18 S. 3Ö gegeben. 
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Punkten verbunden, ilie beiden in die Ebene fallendeu Congraeiia- 
stvahlen. 

Die Ordnung kann man auch folgen dermaesen beweisen. Die- 
jenigen Punkte des einen det beiden Räume, etwa des zweiten ^', 
deren Verbindungslinien mit ihren entsprechenden in £ durch einen 
gegebenen Punkt gehen, bilden eine eubische Raumcurve, nämlich 
diejenige, die durch die Schnittpunkte entsprechender Strahlen der 
beiden homologen und collinearen Bündel und 0' erzeugt wird 
(Nr. 280). Die 2, bezw. 4 Punkte, welche diese Curve mit F^, ausser 
den 4 oder 2 sich selbst entsprechenden Punkten, gemeinsam bat. 
führen zu den durch gehenden Strahlen der Congruenz. 

yind zwei verschiedene Flächen 2. Grades collinear zu einander, 
so erzeugen die Verbindungslinien entsprechender Punkte eine Con- 
gruenz 6. Ordnung 2, Klasse (Nr, 283); von ihr sondern sieh, im Falle 
der Identität der beiden Flächen, die 4, bezw. 2 Bündel um die sich 
selbst entsprechenden Punkte ab. 

Mit der Congruenz (4, 2), die dem zweiten Falle entspricht, oder 
vielmehr mit der zu ihr dualen (2, 4), welche durch die Schnittlinien 
entsprechender B er ührungs ebenen einer Fläche 2. Grades gebildet wird, 
die zu sich selbst auf die zweite Art collinear ist, werden wir uns 
später (Nr. 483) beschäftigen. Jetzt interessirt uns nur die bei einer 
Hermite'schen Collineation sich ergebende Congruenz. 

Die beiden Strahlen dieser Congruenz, die von einem Punkte der 
1''^ ausgehen, sind die Geraden, welche ihn mit seinen in heiderlei 
Sinne entsprechenden Punkten verbinden. Kommt der Punkt auf eine 
der 4 sich selbst entsprechenden Geraden zu liegen, so fallen auch die 
beiden entsprechenden Punkte auf sie und beide Congruenz strahlen 
vereinigen sich mit ihr. Also sind diese 4 Strahlen Doppelstrahlen 
der Congruenz. 

Wir wollen nun darthun, dass jede Congruenz (2, 2) mit 4 Doppel- i 15 
strahlen d^, . . d^ iü cc'- Weisen auf die in der vorangehenden Nr. be- 
schriebene Art erzeugt werden kann. 

Es sei F'' eine beliebige Fläche 2. Grades durch das Vierseit der 
Doppel strahlen und / eine Gerade auf ihr, welche die Gegenseiten d^, 
d^ des Vierseits trifft; die Regelfläche 4. Grades (i) der Congruenz- 
atrahlen, welche l treffen, hat schon bei beliebiger Lage von l zwei 
doppelte Leitgeraden (Nr. 358); nun bekommt sie noch 2 doppelte 
Erzeugenden d^, d^, also muss sie iu 2 Flächen 2. Grades zerfallen, 
welche sich in diesen 4 Geraden durchschneiden. D. h, die beiden 
Strahlen der Congrueoa, welche von den verschiedenen Pmikten von / 
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iiusgelifii, l)ebi,liicibeu ]e(!in iur sieh eiut; !>e&ondere RegeUcliaar. Es 
sei (ly eine diesei Ijenleu Uegelschaaren; tla, sm mit der einen Regel- 
schaar von F^ die d^, d^ gemein hat, ho hat iliie Leitschaar mit der 
andern, aussei l, noch eine Gerade V gemein. Also: 

Die einen Conyiuenzstrahlen, welche von den verschiedenen Punkten 
der Geraden I von F^ ausgehen und dip liegelschaar (t)' erzeugen, 
treffen alle noch eine und dieseibe zweite (jerade V von F^ aus der 
nämlichen Sthaai wie I und erzeugen auf 7 und l' projective Punkt- 
reihen Bewes>eii wir l durch ihie fechaai aut F^, so wissen wir unzwei- 
deutig, welcher von den beiden von einem Punkte der Fläche ausgehen- 
den Congruenzstrahlen zu nehmen ist. Denn was für die Geraden der 
einen Sebaar bewiesen ist, gilt auch für diejenigen, g, der andern. 
Wenn also X und X^ zwei beliebige Punkte der Fläche sind und l 
die Gerade aus der einen Schaar durch X, g die aus der andern Schaar 
durch X^ ist, so bewegen wir uns mit dem Congruenzstrable z. B. auf 
(ü)' und biegen beim Punkte lg in diejenige der beiden zu g gehörigen 
Regeischaaren ein, welche den von diesem Punkte kommenden Strahl 
der (/)' enthält, 

Hat man so jedem Punkte von F'^ nur einen C on gr neu z strahl zu- 
geordnet, so ist ihm auch ein anderer Punkt eindeutig zugeordnet, der 
zweite Schnitt dieses Strahls mit der Fläche, Und da, wenn der erste 
Punkt eine Gerade der einen oder andern Schaar von F^ durchläuft, 
der andere sieh auf einer Geraden der nämlichen Schaar bewegt, so 
wii'd durch diese Zuordnung F^ eolünear zu sich selbst auf die erste Art. 

Jede Fläche 2. Gh-ades, welcke dtvrck das Vierseit der Doppelsirahlen 
unserer Conyruenz gelegt ist, wird durch dieselbe M sii^i seihst collinear 
a/af die erste Art gemacht, wobei entsprechende Pmüde die Seh/ytitte je eines 
und desselben Strahls der Congruens mit der Fläche sind. 

Man könnte, da wir im Vorangehenden blos den einen Congruenz- 
strahl aus dem Punkte der Fläche gebraucht haben, glauben, dass sie auf 
zwei Weisen zu sieb selbst collinear wird. Hat man aber die eine Colli- 
neation hergestellt, so geben ja die Verbindungslinien entsprechender 
Punkte die volle Congruenz; der zweite Congruenz strahl aus jedem Punkte 
von F^ verbindet den Punkt als Punkt des zweiten Raumes mit seinem 
entsprechenden im ersten; oder anders ausgedrückt, wenn X" der zweite 
Schnitt des zweiten Congruenzatrahles aus X ist, so ist derselbe Sti-ahl 
der erste Strahl aus X" als erstem Schnitte Y, so dass X= Y'. 

Diese CollineaUoneti, welche die Congrtiens auf den nerschiedenen 
Flädien F*, die dwrch das Vierseit Strer DoppelstraMen gehen, hervor- 
ruft, gehören nicht su der nämlichen Collineation jswmer Häume; denn 
wir wissen, dass bei einer solchen Collineation auf einem Strahle des 
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zugehörigen tetraedralen Complexes nur ein Paar entsprechender Punkte 
sich befindet. Aber alle diese CoIIineationen haben den tetraedralen 
Complex gemein, da er durch das gemeinsame Haupttetraeder und 
schon einen eiDzigeu Strahl unserer Congruenz bestimmt ist. 

Jeder Strahl der Congruenz berülirt 2 Flächen unseres Flächen- 
biisehela. Es sei /\ eine von diesen ElächeUj so erhält die Collineation 
auf ihr noch einen fünften sich selbst entsprechenden Punkt und wird 
eine Identität; also jeder Strahl der Congruenz berührt diese Fläche /^ 
und ebenso die andere f^. 

Diejenigen Flächen des Büschels 2. Ordntmg dureJt die 4 Doppel- 
straMen der (hngruem, welche einen beliebigen Strahl derselben berühren, 
berühren alle; sie setzen eben ihre Brennfläche zusammen.*) 

Wir fanden oben (Nr. 412), dass diese beiden Flächen auch durch 
die Congruenz zu einander coUinear gemacht werden, so dass je die 
Berührungs- oder Brennpunkte desselben Congruenz Strahles einander 
correspondiren. Dass in diesem Falle, wo die beiden collinearen Flächen 
durch die Ecken des Haupttetraeders gehen, statt einer (6, 2) eine 
{2, 2) entsteht, wissen wir aus Nr. 283; nur dass hier noch die weitere 
Besonderheit hinzukommt, dass sie nicht blos durch die Ecken, son- 
dern durch ein Kantenvier seit des Tetraeders hindurchgehen. 

Andererseits aber, wenn wir blos die Collineation, die durch die 
Congruenz auf einer Fläche des Büschels entsteht, betrachten, so er- 
innern wir uns (Nr. 236), dass diese Collineation auch alle andern 
Flächen des Büschels zu sich selbst collinear auf die erste Art macht, 
aber nach der eben gemachten Bemerkung in anderer Weise als es 
durch die Congruenz geschieht. Demnach führt nun jede der Flächen 
zu einer besonderen Hirst'schen Congruenz (2, 2); diese Congruenzen 
erfüllen den tetraedralen Complex der Collineation. Auf der einem 
Funkte in Bezug auf die Collineation zugehörigen cubischen Llaum- 
curve (Nr. 414) entsteht durch die Schnittpunkte mit den verschiedenen 
Flächen, nach denen je die beiden Strahlen aus an die verschiedenen 
Congruenzen gehen eine Involution Folglich gehen durch die 
Biennflachen von 2 deiselben, odei die durch gehende Fläche des 
Buscheis ist dei eine Theil dei Brennflathe für 2 Congruenzen; diese 



*) Die beiden P inttp in leni'ii eine gpmeinsaan, Tangente zweier Pl'äohen 
/, /"j des Buichels eine dntte Fläche f desselben aclmeidet, bestimmen mit 
den Ecken de^ Vi raeite ala Biet selbafc eutaprfcl] enden Punkten, die Collineation 
auf J""' tolglieh. sind alle Verlindungslinien entsirechenter Punkte dieser Colli- 
neation Tangenten von fi und f, d h die von ihnen eizeugte Congruenz (2, 2) 
gehört £ut Congiuenz (4 4) dPi ^pu maamen Tangent" vou f,, f^ und diese zer- 
fallt in 5ie imi eme indero {., 2) Dios ist Zöutlieu s Beweis des Zcrfalleiis. 
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beiden CoügrueuKen bilden den Durclischiiitt des Tangeuten-Complexes 
der Fläche mit dem tetraedraleo Complexe der Collineatioii.*) 

416 Der im Vorangeheiidea geführte Beweis für das Zerfallen der Con- 

gruenz (4, 4) der gemeipaauien Tangeuten zweier Fläehon 2. Grades, 
die sieh in einem Vierseifc durchschneiden, fordert auf, anck Im den 
nicht serfallenden Flächen 4. Ordnung wnd A. Klasse mit einer oder 
mehreren do^^ltm Geraden das Zerfallen der Congruens der Doppelian- 
geiiten in mehrere getrennte Cmgruensen nachzuweisen. 

In einfacher Weise ist dies bei der Begelfläche 4. Grades F* mit 
2 doppelten Leitgeraden — die hier a und 6 heissen aollen — möglich. 
Die vollständige Congruenz der Doppeltangenten ist eine (8, 8). Zu 
ihr gehören 32 Strahl enhüschel. Wir wissen, dass jede der beiden 
Leitgeraden 4 Cuapidalpunkte hat, von denen je zwei unendlich nahe 
Erzeugenden ausgehen, und dass die Ebene zweier solcher Erzeugenden 
die Flache torsal Idugs dei Cuaj idal-Erzeugenden (Toraallinie) berührt, 
bie enthalt die andere Leitgerade und damit deren 4 Cuspidalpunkte. 
Wn haben eioiteit dias alle Strahlen durch einen Cuspidalpunkt die 
Flache in ihm berühren Also Gestehen die 2 ■ 4 . 4 = 32 Strahlen- 
buschel je am einem Cuspidalpuiikte in einer torsal herOhrenden Ebene, 
itelche dmch die namhche Lettgerade geht, auf der der Cuspidalpunkt 
liegt, deren Torsalhnie also ihren Cuspidalpunkt. auf der anderen Leit- 
geraden hat, aus Doppeltangeiifen der Fläche F*. 

In einem beliebigen Punkte X von F'' haben 4 Doppeltangenten 
ihren einen Bei uhrungsp unkt, es sind dies die 4 Tangenten x^, x^, x^, 
Xf aus X au die cubische Luive welche von seiner Berührungsebene, 
tusiaer der durch ihn gehenden Erzeugenden, ausgeschnitten wird. 
Nennen wir ihre zweiten Beiuhrungspunkte X^-, X^, Xg, X^. 

Liegt X auf einet der 8 Cuspidal- Erzeugenden, so laufen diese 
4 Tangenten nach den Cuspidal punkten auf der anderen Leitgeraden 
und haben in diesen ihre zweiten Berührungspunkte. 

Folglieh hat eine Doppeltangente, welche ihren einen Berührungs- 
punkt auf einer beliebigen Erzeugenden hat, ihren zweiten nicht auf einer 
Cuspidal-Erzeugenden ; nur, wenn der Punkt auf eine der Leitgeraden 
fällt, zerfallt die Curve 3. Ordnung in der Berührungsebene; also sind 
die beiden Erzeugenden l, l^ durch die Berührungspunkte X, X^ einer 
Doppeltangente x windschief. Sind noch l', l-l die ihnen unendlich 
nahen Erzengenden, so gehören die 4 Geraden l, X, l^, \' zu einer 
Regelsehaar, weil sie zugleich von a, b, x getroffen werden; und alle 

*) Das Weiteren sehe man Zeutken, Math. Annaleu Bd. 2S S. Ul. 
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weiterüii Cieiaden dei Leit&cliaar ■sind Doppeltangeiiten «tklie aut 
l und l^ beiuhien famd also I , l^, l^. die Eizeugenden, welche duicli 
die 3 andem zu X gehoii;,pn Beruhrungspuukte X^, Xg, X^ gehen, 
SU erhellt, dabs, wenn X die 1 durchlauft, Xj, X_, Xg Xj sieh auf l^, 
h) h> h bewegen Alao 

Die ziieiten Bemhuiigsintnlte det 4 Doppeltanqenten von F*, weicht 
ihren einen BeiaJnvngspunkt zn emem Funkte dei Flache haben, ämch 
laufen, wcmm dieser sich auf etner Erseuyenden lewegt, gleichfalls Lr 
sengende; was ersichtlich Teralli^ememerbar ist. 

Es sei ©^ die cubihche Cuive lu der Beiuhrungfiebeae y des 
Punktes G, welche sich mit dei eigauzenden Eizeu^enden in G und 
den beiden Punkten A, B auf a, h begegnet, feinei &eieii G^, G^, Gg, 
G4 die Beruhiuugspunkte dei von G ausgehenden Tangenten und L, 
ii, . . L^ die bpureu von l, l^, h 1^ y Die auf l und ^j beiuhieii 
den Doppeltangenten eiztugen, wie eben gesagt, eine Regelschaai, die 
auch durch a und Ii geht und F^ längs l und l^ berührt, dei Kegel 
schnitt, in dem sie y schneidet, geht also durch A, B und berühit %^ 
in L und ij La den beiden Punkten L und ij und den ihnen un 
endlieh nahen auf ®^ ist daher dei dritte Schnitt G von AB dei 
Gegenpunkt, und duich ihn geht also auch die Veibindungshme der 
beiden Tangential punkte von L und i^ Folglich muss die Verbm 
dungslinie von L und i^ durch einen der Berührungspunkte G^, G^, 
. . gehen, welche G zum Tangential punkte haben*); nehmen wir an, 
durch G^; und ebenso werden LL^,LL^, LL^ durch Gj, Gg, G^ gehen. 

Damit ist erkannt, dass, wenn wir l die F^ durchlaufen lassen, 
die zugehörigen l^, l^, lg, l^ einzeln verfolgt werden können; die zu 
den Paaren ( und li, l und l^, . . gehörigen Regelsehaareu geben d ge- 
trennte Congruensen (2, 2): Q, Q, Q, Q. 

Das Zerfallen der Congruens (8, 8) der Doppeltangenten einer ßegel- 
fläche 4. Grades mit zwei doppelisn Leitgeradm ist in exader Weise 
dargethan. 

Uie beiden weiteren Schnitte, mit @1^, eines Strahls durch G^ sind 417 
die Spuren zusammengehöriger Erzeugenden i und ?^, auf denen Doppel- 
tangenten der F^ berühren, welche zu Q gehören; von G, kommen 
aber 4 Tangenten an @^; durch deren Berührungspunkte gehen Er- 
zeugende, in welche zwei Gerade l und ij zusammengefallen sind. Jede 
von diesen 4 Erzeugenden liefert also eine zu C^ gehörige Regelschaar, 



*) Vergl. Sobratui-, Theorie der ebenen Cntven 3. Ordnung g 9, 1 und 13, 1, 
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deren aämmtliuhe Geraden die X* vieipunkti^ berühren odei ^wi 
vereinigte Brennpunkte Laben 

Die Regelfläcke 4. Gradeb mit diu doppelten Leitgeraden hat aho 
die interessante Eigenschaft, dat,^ auf ihi der Ott der BeriAhiunq'^pun^tL 
der vierpwnkUg tangirenden Getaden am, 16 Lrseugendeti he^telit wiid dit 
Fläche dieser Geraden in 10 Segelsefiaaten eet fallt. 

Man kann Ja auch ieitht duect, ähnlich wie oben, ^ui^en, dai6, 
wenn auf einer Erzeugenden eine Gerade vierpunktig berührt, es cx>' 
Gerade giebt, die es thun und eine Regeischaar bilden. 

Eine vierpunktig berührende Gerade osculirt iu ihrem Berührungs- 
punkte die Curve 3. Ordnung in der Tangentialebene desselben. Also: 

In den Mienen durch eine helieUge Erzeugende ist der Serührwngs- 
ptiidd im allgemeinen Icein einsiges Mal Wend^tunkt fOr die ausgeschnit- 
tene Curve 3. Ordnung; ist er es aber einmal, dami ist er es in alkn 
Ebenen. 

Dass für jede von den 4 Congruenzeu die Ordnung der Curve 
der vereinigten Brennpunkte 4 ist, kann man auch in ähnlicher Weise 
wie in Nr. 313 erkennen, wobei dann eine leichte Modifieatioit gegen- 
über dem dortigen Ergebnisse, wegen der Üoppelgeraden der Brenn- 
fläche, erforderlich wird. 

Die Strahlen von C^, welche ihren einen Brennpunkt auf einem 
ebenen Schnitte /* von F^ haben, bilden eine Eegelfläche 8. Grades, 
welche mit der Ebene des Schnittes ihn selbst und die beiden in ihr 
befindlichen Oongruenzstrahlen, doppolt gerechnet (weil bei jedem ihrer 
Brennpunkte sich ergebend), gemein hat. Sie hat ferner die beiden 
Leitgeraden zu doppelten Erzeugenden, weil die /* über jede zweimal 
geht, berührt F"^ längs /"* und der Restschnitt 16. Ordnung ist die 
Curve 8. Ordnung der zweiten Brennpunkte, längs deren sieh auch 
beide Flächen tangiren. Die 8 Begegnungspunkte dieser Curve mit 
der Ebene von f* sind die 4 Brennpunkte der beiden erwähnten Oon- 
gruenzstrahlen und die 4 Punkte der fraglichen Curve der vereinigten 
Brennpunkte, hier also die Spuren von 4 Erzeugenden. 

Wie vertheilen sich die 32 StrahJenbüschel auf die 4 Congruenzen? 

Die Cuspidalpunkte auf a und b seien A^, A.^, Ä^, A^; B^, Bg, 
B.,, B^; die längs der Torsallinie oder Cuapi dal- Erzeugenden aus J., 
berührende Ebene sei a^ u. s. w. Die 4 Büschel z. B. aus A^ sind 
also (A, ft), (A, «, (A, ft). (A, W- 

Die Würfe der einen und der andern Cuspidalpunkte sind pro- 
jeetiv (Nr. 15, 40) und dann natürlich in 4 verschiedenen Weisen. Es 
seien diese Projectivitäten: 
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A ß^Bgß^B^ 

A ß^ß.,ßf,B^. 
In jeder der Congriienzen iat der Wurf der 4 auf der nämlichen 
Leitgeradeu gelegenen Busch elacheitel, wegen des Nullsystema der 
Congruenz oder des durch sie gehenden Gewindes, projectiv zu dem 
Wurfe der zugehörigen Ehenen, als ihrer Nullebenen, folglich auch zu 
dem Wurfe der Cuspidalpunkte auf der andern Leitgeraden. Also f/e- 
hören, entsprechend den 4 möglichen Projectivitäten, m den 4 Con- 
gruemen heeiehentlidt die 4 Büschel: 

K,ft), (A,ß,), (A,«, (.A.ß,); 

(Ä„ß,), (A„h), (A„h), (A„f,y, 

(A,ft), {A,h), (A,ft,), (A,A); 

(A,/>.), (_A,K, (A„ß,), (A^h)- 

Danach sind in der ersten den Punkten ß^, Bg, -ß,, B« die Punkte 
Aj, A2, A^, A^ hezw. verbunden; folglich liegt A, in dem Büschel aus 
Bf, und dessen Ebene ist «j u. s, f. Mithin enthalten die 4 Congrumscn 
in der nämlicJien ßeQienfolge je die 4 weiteren Büschel: 
(iJ„«,), (B.,«,), (B,,«,), (B„«,)i 



(B. 

(B. 

Den Fall, wo di 



n,), (B„ii,), (B,,«,), (B,,«,); 
«,), (B.,».), (B,,»,), (B,,«,); 
.,), (B.,«,), (B,,«,), (B., «,).") 
ie F* noch eine doppelte Erzeugende hat, zu unter- 



suchen, üherlasBen wir dem Leser. 

Wir wenden uns nun nur Fläche 4. Ordnung F* mit zwei sic/i 418 
sekneidenden Doppelgeraden a, b und 4 eonischen Knotenpunktm N^, N^, 
Jfg, N^. Dieselhen bilden ein windschiefes Vierseit, dessen Seiten 
N^N^, N^Ng, -ffg-JV^, N^^i der Fläche (torsal) angehören; zwei Gegen- 
seiten ^1-^2, N^^i treffen a, die beiden andern hingegen b. Durch 
jede der beiden Diagonalen (die nicht auf der Fläche liegen) gehen 2 
conische Doppel - Berühr ungsebenen , deren Berührung» -Kegelschnitte 
durch die beiden auf der Diagonale liegejiden Knotenpunkte und je 
einen der 2 Cuspidalp unkte von a und b gehen,**) 

■*) Vergl Jonmil far Mathematik Bd 101 =! 172 
"*) Diese Figenscliifteii Betten wir bei der jetzt lietraohteten Fl iche vorlaahj, 
voraus, um unsein H^uptbeweis nicht zu aehr ?u unterbreclieii, und ihnhi-h lei 
Uer iolgeaden Fläche Am Sehlu&se de? AbschnittH werde» wii ihren Beweis 
n iihliolpn 
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Voii äen 8 Doppeltangenten jedes ebenen Schrittes liegen 4 in 
diesen Ebenen; von den übrigen Doppeltangenten ist nachzuweisen, 
dass sie zwei getrennte Congruensen (2, 2) hüdm. 

In jedem Punkte X der Fläche haben zwei Doppeltangenten x, , x^ 
ihren einen Berührungspunkt; die beiden andern Berührungspunkte 
seien 3^, Xg. 

Auf F* giebt es mer äoppdt immdliche Systeme (Bündel) von cuhi- 
schen Sauntcurven; sie werden durch die Flächen 2. Grades einge- 
schnitten, welche durch a, h und eine der Seiten des erwähnten Vier- 
seits gehen. Betrachten wir den zur Seite Nj^N^ gehörigen Bündel. 
Seine Onryen gehen durch N^, N^ und treffen b zweimal, « einmal. 
Zwei Carven des Bündels hahen, ausser N^, N^, noch einen Punkt 
gemein, den sechsten Schnittpunkt der einen Curve mit der Räche, 
welche die andere einschneidet. 

Durch zwei Punkte der Flache F* geht eine Curvo des Bündels, 

Die beiden Ourven, von denen die eine durch 2 von den 4 Schnitten 
einer Geraden x, die andere durch die beiden übrigen geht, befinden 
sich auf der nämlichen Flache 2. Grades; denn wir können eine solche 
Flache durch eine der beiden Curven und ihre beiden Doppelsecanten 
b und a: legen; dieselbe hat mit der andern Curve die 4 Punkte auf 
diesen Geraden gemein, sodann iVi, N^ und den geraeinsamen Punkt 
heider Raumeurven, also enthält sie auch diese Curve, Wenn der 
dritte und vierte Schnitt von x den beiden ersten unendlich nahe sind, 
also a: doppelt berührt, so haben sich auch die beiden cubischen Raum- 
eurven vereinigt; die Flache 2, Grades /, welche beide verbindet, taugirt 
F* längs einer cnbischen ßaumcurve r und alle Geraden ihrer Regel- 
schaar p, zu welcher h gehört, sind Doppeltangenten der F^, deren 
Berährungspnnkte auf dieser Curve r liegen. 

Die Cwve r aus jedem der 4 Bündel, welche durch die Beruhrungs- 
ftmkte einer Doppeltangente der Fläche geht, ßihrt su einer Begclschaar 
von Doppeltangenten, tveldie Hire BerlitwungspunMe mif r haben. Zu 
dieser Begelsdiaar gehört diejenige wn de.n beiden D&ppelgeraden, weldie 
mir Verbindungslinie der beiden auf r gelegenen Knotenpunlcte wind- 
schief ist. 

Weil in dem Begegnungapunkte der Curve r mit der andern Doppel- 
geraden a die Tangente von r die einzige Tangente des Durchschnitts 
der /' mit F^ ist, so muss dieser Begegnungspunkt einer der beiden 
Cuspidalpunkfce von a sein. 

Die zweite Duppelgerade wird als>n von der Kaumcurve r in i-iueui 
Cuspid alpunkte getroffen. 

Von den beiden Itaiimciirven r, und r-,, dir sieh bei den betdmi 
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Doppeliangmien ergehen, welche ihren einen 'Brrii'hnmgspunlit X gemeinham 
}uä>en, geht daher die eine durch den eitlen, die andere durch den andern 
Gu^idalpunkt von a; weil X ibr gemeinsamer Punkt ist. 

Damit ist eine Scfieidung der beiden Doppelfa/ngenten festgestellt. 
Wir können, mit X die Fläche durchlaufend, allein eine von ihnen 
verfolgen; alle diejeuigen gehören Kusammen, die zu cubischen Raum- 
eurven dea Bündels führen, welche durch den nämlichen Cuspidal- 
punkt gehen. Dieser Punkt ist dann auch der gemein^iame Punkt für 
irgend zwei von ihnen. 

Das Zerfallen des Systems (4, 4) der Doppeltangniten m ü ijetrennie 
Congrueneen (2, 2) ist bewiesen. 

Jeder der beiden Congruenzen ist, da je oo* üoppeltan geilten zur 
nämüehen Curve fuhren, ein Büschel von cubischen Eaumcurven zu- 
geordnet. Am einfachsten durchläuft man denselben in folgender Weise: 
In allen Punkten einer Curve r^ aus dem andern Büschel zieht man 
die Doppeltangente, die nicht zu der längs r^ berührenden Eegelsehaa.r pg 
gehört; die zu diesen Doppeltangenten gehörigen cubischen Raumcurven 
bilden den ersten Büscheh 

Die 4 oben beschriebenen Bändel von cubischen Raumcurven auf 
F\ welche bez. zu den 4 Seiten des Vierseits N^N^N^Ni gehören, 
liefern für jede der beiden Theilcongruenzen 4 Systeme von Regel- 
schaaren q^, bezw. p^, von denen 2 durch o, 2 durch & gehen (Nr. 407). 

Die Fläche 4. Grades F^ mit einer Doppelgcraden d und 8 conischeii 4] 9 
£wofeMpMHÄim besitzt 4 torsale Geraden, welche alle die d treffen und 
je zwei von den Knotenpunkten 

N^,N,'; N^,N,'; N„N^'; N„N^' 
verbinden, ferner 8 conische D pp el- B er ührungs ebenen Vj . • , v/, welche 
durch je vier Knotenpunkte , von jeder Torsallinie einen, in folgender 
Gruppirung hindurchgehen: 

V,: N^', jV„ N^, N^; v(: N,, jV/, N^, iV"/; 

v^: N„ N;, Ns, N^; v,': N^', N^, N^', N^; 

V,: N, , N^, JV3', N^; v^'i N;, N^', Ng, iV/; 

r^T N^, N^, Ns, N^; v/: A',', N^, N^, N^. 
Zwei Berührungs-Kegelsehnitte wie [v^f und \v^'\^, welche keinen 
N gemeinsam haben, berühren sich in einem Cuspid alpunkte von d. 
Da 4 Ebenenpaare Vjv/, . . . durch sie gehen, so bilden die 8 Knoten- 
punkte N eine Gruppe assoeUrter PuMe, und ebenso die 8 Ebenen v 
eine Gruppe von associirten Ehenm. 
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Dutrh he 1 nidit m etiler thene hepttdhü^i Knofetipmi/ if JV, A^ 
N^ N^ mid einen leliebiyen FimU X In Fla he geht tint, cwbischi Raum 
eatve » uelche äie Doppelq^ ade d ^we^mal ttt/}f dieselbe liegt auf de> 
Flache F* weil sie ihi in 13 Punkten begegnet Die Beriihrungs 
ebene in S tangirt sie und tnfft ■iie noch emm il in X^ Wir legen 
nun die Fliehe 2 Giades /"durch d die Geradt TT^ und die 3 Punktu 
Aj, JV" iVg dieselbe hat mit r 7 Punkte gemein und enth'ilt sie also 
ganz geht folgli li aiicli durch JV^ t>ie schneidet mithin I^ noch m 
einer cubis^hen Eaumcurve welche ebenfalls durch iieselben 4 linkten 
punkte geht die (jeiaden auf f welche mit d zur niraliLhen Schaii q 
gfhir n ind P* in 4 Punkten tteifen von denen keiner aut l lie^fc, 
zweimal tnfft n ithm ii ch die d sei! "«t un i die Gerade \ \ also m 
hien beiden weiteien Schmtteu mit i** schneidet Wir sehliesseii, 
wie rbtn dass diese durve der r unen llich nahe liegt und dass ^lle 
Geiaden 1er Regekchaar p die Flach J^' dopjdt berühren m E unkten 
die aut r hegen 

Die Knotenpunkte auf 3 von den torsilen Ueiaden kaim man auf 
2^\iei«en zu je dieien wilche veitchiedenen (Teriden angehoien /.m 
sammenfetellen dies giebt die S Doppel Beruhrun ^sebeneii von denen 
jede von der vieiten torsilen deiaden einen Knotenpinkt enthalt, 
nehmen wu iVer dt-n andern Punl t N dieser vierten fTeiaden ao haben 
wir die S m glichen Gruppen von 4 Kn tenpunkten lie nicht m der 
selben Ebene hegen 

Betr lebten wir lavon zunjthst emmil lie 4 (n L^p i 

Durch die Berührungspunkte derselben in X berührenden Doppellan- 
gente XXj^, wie vorhin, kann nicht die durch N,, N^, Ng, N^', X ge- 
legte und d zweimal schneidende cubieche Baumcurve gehen; denn 
dann läge sie auf der Fläche f, mit der sie die Punkte N^, N.^, 2 Punkte 
auf df zweimal 2 unendlich nahe in X und X^ gemein hat, und wäre 
mit r identisch, da auf einer Fläche 2. Grades durch 4 Punkte N^, 
N^, X, Xj nur eine cuhische Raumcurve geht, welche von einer be- 
stimmten der beiden Regeischaaren die Geraden zweimal trifft. Aber 
durch 6 von den 8 Knotenpunkten geht keine cubische Raumcurve, 
welche die Doppelgerade 2 mal trifft 

unsere 4 Gruppen führen also zu den 4 verschiedenen Doppel- 
tm^enteu, welche F*' in einem Punkte X berühren, und damit ist 
gezeigt, dass dieselben von einander getrennt gehalten werden können 
und also die Congruenz (8, 8) aller Doppeltangenien der Fläclie F*, welche 
meht in den Doppel- Bmikrungsebenen liegen, in 4 selbständige üon- 
giiiemen (2, 2) sich % 
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Die 4 übrigen Gruppen 
(ß) N^'N,'N^'N^', N^'N^'N^N^, N^N^N^'N^, N^'K^N^^Ni 
müssen daher zu denselben Doppeltangenten gehören; dass aber z. B. 
die zweite, dritte oder vierte von diesen nicht zu XX^ führen, zeigt 
der obige Beweis; also sind die gleichvielten von («) und (j3) der 
nämliehen Doppeitangente von X zugeordnet. 

Wir haben nun noch den Beweis der Eigenschaften der beiden 420 
zuletzt betrachteten Flächen 4. Ordnung, welche für den Nachweis des 
Zerfallens ihrer Doppeltangenten-Congrnena erforderlich waren, nach- 
zuholen. 

Bei der ersten können wir im Folgenden die Doppelcurve als 
nicht zerfallend, als eigentlichen Kegelschnitt annehmen. 

Wir wollen nun zuerst zeigen, dass beide Flächen, die Fläche 
4. Ordnung mit einer doppelten Geraden d sowohl, als die mit einem 
döbelten Kegelschnitte d^, 4 Cuspidalptuikte auf der Doppellinie haben und 
dass die Klasse 30, hesw. 12 ist, so lange kein weiterer Knoienpuiikt 
vorhanden ist.*) 

Nennen wir die beiden Flächen nach der Ordnung ihrer Doppel- 
linie F^% F/. Die erste Polarfläche eines Punktes schneidet^ ausser 
in der Doppellinie, noch in einer Curve 10. bezw. 8. Ordnung t^", i^ 
"Weil die Kegelschnitte, welche eine beliebige Ebene durch ä aus F.^ 
und aus der ersten Polarfläche ausschneidet, einander viermal begegnen, 
so trifft i^" die Ebene ausserhalb d in 4, also auf d\m 6 Punkten. 
Von diesen sind 2 mit dem Punkte veränderhch, nämlich die Be- 
rührungspunkte der Ebene dO mit F^^, die Schnitte der d mit dem 
Kegelschnitte von F*, den diese Ebene enthält. Die 4 übrigen sind 
fest: sie sind die 4 Cuspidalpnnkte der d, in denen die ersten Polar- 
flächen aller Punkte einander und die F^ berühren. Berührungs- 
ebeue nämlich der ersten Polarfläche eines Punktes in irgend einem 
Punkte X einer Doppelcurve ist die Ebene, welche vom Pole durch 
die beiden Berühr ungsebenen der Fläche in X harmonisch getrennt 
ist; wenn X ein Cuspidalpunkt ist, so fallen die 3 Ebenen zusammen. 
Und wegen dieser Berührung muss der weitere Schnitt der ersten 
Polarfläche, ausser der Doppelcurve, durch den Cuspidalpunkt gehen. 
Die zu einem zweiten Punkte 0^ gehörige Curve t^" berührt also 
die erste Polarfläche von in den 4 Cuspidalpunkten und trifft sie 
einfach noch in den 2 weiteren Punkten, welche sie mit d gemeinsam 

*) Versl. Math. Annalen Bil. 4 S. 251. 
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hat. Die 10 . B — 2 . 4 — 2 = 20 übrigen Schnittpunkte beweisen, 
dass 20 Bemlimngsebenen von 00^ an die Fläche kommen. 

Bei i^ä* schneidet t^ den Kegelschnitt d'', weil er einen vollen 
ebenen Schnitt bildet, in 8 Punkten. Zu den 4 mit veränderlichen 
unter ihnen gelangt man so: Der Kegel Od^ achneidet F^\ ausser iu 
d^, noch in einer itaumcurve 4, Ordnung, welche (?^ viermal trifft; die 
beiden nicht auf d^ gelegenen Schnitte der Kanten von Od^ bilden 
diese Curve; folglich ist, auf den Kanten nach jenen 4 Begegnungs- 
punkten , noch einer von diesen Schnitten auf den d^ gerückt und 
weil eine solche Kante mit ^/ drei vereinigte Schnitte hat, so hat 
sie mit der ersten Polarfläehe von zwei vereinigte Schnitte, von 
denen der eine au d^, der andere zu t^ gehört. Die 4 übrigen Schnitte 
der t^ mit d^ sind die 4 Cuspidalp unkte der Doppelcurve d^, welche 
sich zu je zweien auf die beiden Geraden vertheilen, wenn d^ zerfällt. 

Die zu einem andern Punkte 0^ gehörige ti^ berührt die erste 
Polarßäche von in diesen 4 C uspidalp unkten , schneidet sie noch 
viermal auf d^ und demnach noch in 3.8 — 4.2 — 4= 12 Punkten, 
in denen die von 00^ kommenden Tangentialebenen die Fläche FJ' 
berühren. 

1 8 Knotenpunkte bringen die Klasse der F^^ und 4 diejenige der 

F^* auf 4 herab. Die Ordnung des Tangentialkegels aus einem be- 
liebigen Punkte ist, wie eben gefunden, 10, bezw. 8; t^'* oder t^ ist 
seine Beruh rungseurve. Demnaek hat der weitere Berührungskegel, 
ausser dem A-nschmiegungskegel , aus einem Knotenpunkte N die 
Klasse und die Ordnung 4, bezw. 2, besteht also aus 4, bezw. 2 
Ebenen, welche längs Kegelschnitten berühren (Nr. 389). 

Die 6 Schnittlinien der 4 Ebenen bei F-,^ gehen nach 6 weiteren 
Knotenpunkten; so dasa der achte auf dem Ans chmiegungs punkte \N\^ 
des N liegt (Nr, 389). In jeder von den 4 Ebenen befinden sich 3 
weitere, also im Ganzen 4 Knotenpunkte, und so bekommen wir 
---— = 8 Gonische Doppel-Berührungsebenen v, von denen durch 
jeden Knotenpunkt 4 gehen, dessen Anschmiegungskegel berührend, 
und in jeder 4 Knotenpunkte auf ihrem Berühruogs - Kegelschnitte 
\v\^ liegen. 

Jeder Doppelpunkt N hat also einen andern N' auf seinem |iV|^ 
liegen, folglich hat die Kante NN' 3 Schnitte in iV und mindesten* 
2 in J7' ; demnach befindet sie sich ganz auf J^,* und N liegt ebenso 
auf I N' f, denn eine Gerade, die durch einen Knotenpunkt einer Fläche 
geht und ganz derselben angehört, ist eine Kante des Anschmiegungs- 
kegel s des Knotenpunktes. 
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l'erner befinden sich die beiden Kanten von \N'f, welche d 
treffen, auf JP"/; dieselben haben sich aber in eine Gerade vereinigt 
HO dass die Ebene Nd längs derselben den Ke el I Vj nd d e Flacl e 
torsa! berührt. Denn alle 4 Kegelschnitte | | den cht durch N 
gehen, gehen durch N' ; nehmen wir irgend e nen von hnen bo m t, 
jede durch ^gehende und auf der Fläche Hebende Ceiade \n ticöen 
weil er der volle Schnitt seiner Ebene ist; da er aber selbst d tr ftt 
so gjebt es nur eine Gerade durch N, die ih und d e Z n i,etienntp 
Punkten trifft und daher ganz auf der Fläche liegt 

Nenut man nun auf d die Schnitte de Kegel chnitbs in den 
eine Ebene durch d die i*\* schneidet, odei d e Berul ungsj unkte 
dieser Ebene entsprechend, so hat man auf d «ne nvol forsche Loi 
respondenz [2]; unsere Torsallinieu treffen d m Coincidenapunkten 
derselben, und da es deren nur 4 giebt, so kann nicht jeder von den 
8 Punkten N eine besondere Toraallinie haben, sondern es giebt nur 
4 solcher Linien, welche dann je zwei Punkte N und JV' verbinden, 
die nicht zugleich auf demselben Kegelschnitte \v\^ liegen. 

Also verbindet jede Ebene v 4 Knotenpunkte, die sich auf ver- 
schiedenen Tors allin ien befinden. 

Von den 4 Ebenen v durch N ist jede einer der 4 Ebenen v' 
durch N' dadurch zugeordnet, dass sie gar keinen N gemein haben. 
Wenn v eine von den ersteren ist, so gehen 3 von den v durch die 
Seiten des Dreiecks der weiteren Knotenpunkte in v; die vierte ist 
die zugeordnete. Zwei zugeordnete gehen durch den nämlichen Cus- 
pidalpunkt von d und berühren in ihm einander und die ausgezeichnete 
Gerade dieses Punktes (Nr. 405).*) 

Bei der Flache F^* wird jeder von den 4 Kegeln |JVj^ von zwei 422 
Ebenen v berührt; ihre Schnittlinie geht durch einen andern N. Die 
beiden weitem Knotenpunkte liegen auf |Jfj^ und sind mit der Spitze 
N durch Gerade verbunden, welche ganz der Fläche angehören und 
daher d" treffen. Die Berührungs ebene in einem Punkte X einer 
solchen Geraden schneidet .Fg* in einer Curve 3. Ordnung, welche die 
Gerade in den beiden Knotenpunkten, in X und auf d^ trifft, also so 
zerfällt, dass die Gerade ein Bestandtheii von ihr ist und die Ebene 
demnach i^,* längs derselben torsal berührt. 



*) Diese in sich, duale Fläche 4. Ordnung und 4, Klasse mit einer doj)peltea 
Goraden (die zugleich Äxe eines Büschels doppelter Berührungs ebenen ist) und 
mit 4 coniBohcn Doppelpunkten und 4 conischen Doppel-Kerülirungsebenen wird 
auch üi dov Theorie der Compioso 2. Gi'adea eine wichtige Rolle fpielen. 
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Somit sind die 4 Knotenpunkte durch ein Vierseit von 4 torsalen 
Geraden verbundeu, welche alle die Doppelcurye d^ treifen, uud die 
— ^ = 4 conischen D o ppe 1-B er Ülirungs ebenen gehen zu je zweien durch 
die Diagonalen des Vierseits und einzeln durch die 4 Cuspid alpunkte 
von ä^. 

Weil jeder \N\'^ nur 2 torsale Geraden enthält, so berührt er in 
den Punkten, in denen diese sich auf d^ stützen, diese Curve. Zerfällt 
also d^ in zwei sich schneidende Geraden, so enthalten die torsal be- 
rührenden Ebenen je die eine; daraus folgt, dass jede von den beiden 
doppelten Geraden von zwei G-egenseiten des Vierseits getroffen wird*) 



Die Congruenz zweiter Ordnung und dritter Klasse.**) 

423 Die Congriimz (2, 3) Jiat (Nr. 324) 5 singulare Funkte Sä 3. < 

und 10 singulare Punkte S^ 1. Grades, also 10 singulare Eienm. 

Jedem von den S^ sind die 4 übrigen S^ verbunden oder coryugiri, 
sodass jede zwei 8^ verbunden sind und also alle JO Verbindungs- 
linien der Sg der Congruenz angehören. Ausserdem sind jedem S^ noch 
4 Fankte S, verbunden. Jedem S, sind 3 andere 8, wnd swei Punkte 



Durch jede der eben erwähnten Verbindungslinien zweier 8^ 
(Nr. 329) geht eine singulare Ebene ö; die beiden 8^ sind die ein- 

*) Es mag gestattet sein, hier auf ein interesaantes metrisches Beispiel 
dieser Fläche aufinerkeam zu machen: es ist dies der Ort der Punkte, welche 
gegehene Summe oder Differenz der Entfernungen yon zwei gegebenen Geraden 
g, , g^ haben. Die Doppelgeraden sind uncndljcli fem in den Ebenen, welche die 
Flächenwinkel der Ebenen halbiren, die das gemeinsame Loth mit 3,, g, ver- 
binden. Die Geraden ^i, g, sijid die Diagonalen des Vierseits; die Knotenpunkte 
haben gleiche Entfernung toq den Fusspunkten des Lothea. Sie sind entweder 
alle 4 reell und verbinden dann die Schale der Summe-Punkte, wenn wir bo sagen 
wollen, mit der der Differenz-Punkte, oder sie sind alle imaginär und dann giebt 
es nur DiiFerena-Punkte. 

**) In Bezug auf diese uud die übrigen Congrnenzen erster Art verweise ich 
anf die Abhandlungen von Kummer, Eeye und Hirat, die in Nr. 367 erwUhiit 
wurden; in Bezug auf (2, 3) und (2, i) auf die Aufsätze von W. Stahl, Journal 
für Mathematik Bd. 91 S. 1 und Bd. 97 S. 146 ; und in Bezug auf (2, S) auch auf: 
Voss, Mattem. Annalen Bd. 2S S. 359 «nd R. Schumaelier'a Diaaertation: 
Untersuchungen über das Strahlen s ja tem 3, Ordnung und 2, Klasse, München 
1385. ^ Mit einem interessanten Beispiele der (3, 2) haben wir uns in Nr. 134 
bis 13ö beschäftigt: der Congruenz der Äsen der Gewinde eines Netzes, 
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zigen S^ in ihr und die VerbiiidimgsliQie ist die Traasversale der 6 
(Nr. 32Ö}. 

Danach ist jedem der 10 Paare von stvei Funkten 8^ ein Punkt Sj 
zugeordnet, dem die Eiene e zugehört, welche durch die Verhindungslinie 
des Paares geht. Bezeichnet man also die 5 Punkte S^ mit 

1, 2, 3, 4, 5, 
so ergiebt sich von selbst die Bezeichnung 

12, 13, 14, 15, 23, 24, 25, 34, 35, 45 
für die Punkte ä^; wobei 12 der Punkt Sj ist, dessen ö durch die 
Gerade 12 geht und sie zur Transversale bat. 

Andererseits ist auch jedem 8^ eine Ebene durch 3 Punkte 8^ 
zugeordnet, dem 12 z. B. die Ebene 346. 

Die d dem PimMe i verbundenen, d. h. auf seinem Kegel gelegenen 
Punkte Si sind ersichtlich die, deren eine Ziffer i ist. 

Zwei Punkte S,, welche in einer Ziffer übereinstimmen, also den 
betreffenden 8^ zum gemeinsamen verbundenen haben, können nicht 
selbst verbunden sein (Nr. 329). Weil aber ein jS^ drei verbundene 
Si hat und ebenfalls nur 3 in keiner Ziffer mit ihm übereinstimmen, 
so sind zwei Punkte 3^, welche keine Ziffer gemeinsam haben , stets 



Dem 1 sind also verbunden: 

2, 3, 4, 5, 12, 13, 14, 15; 
dem 12 hingegen sind verbunden oder in der Ebene (12) sind gelegen: 

1, 2, 34, 35, 45; 
zu dem Sechsecke 1, 35, 2, 34, 12, 45, das einem Kegelschnitte ein- 
geschrieben ist, ist die Pascal'sche Linie die von der Ebene (4, 35, 13) 
einge chnitteue 

Auf der Schnittlinie der Ebenen (12) (13) die zu zwei nicht 
verbundenen Punkten gehoien, müssen (Nr 32b) zwei Punkte S liegen 
deren Gtndsumme 3 ist oftenbai 1 nd 45 

Unter den 6 Punkten b lie entm S m<Jt vethunden sind, hat 
jeder einen veihundenen so dass a Piaie seh erjeben z B bei 1 
9ü 4 24 35 25 34 

Wti haben 5 (rtuppen assoctutet PunJle [S\ imch uelde dze i24: 
Trägerfladien von oo' Begelschacuen gelten die stcf m der Comfruen" be 
finden, namlich je 4 Punkte S^ und die 4 Punkte S,, dte dem fünften 
S.^ verbunden sind (Nr. 332): 
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11 


2, 12; 


3, 


13; 


III 


), 12-, 


3, 


23; 


IV 


1, 13; 


2, 


23; 


V 


1, 14; 


2 


24; 


VI 


1, 15 


: 


25 



4 4ö*) 

^ si^rf rfws Äe Funkte die auf d^n Kegel aub dem funften b^ lu /ui 

Je zwei dieser Gruppen h iben 4 Punkte ^emem 3 "5 und 1 ''^ 

In jeder dieser Gruppen sind die !? ille intei emindei verbunden 

die Sf dagegen nicht; jedem 8^ i&t em Äj verbunden uni diese sind 

zusammengestellt; der Punkt ög und die Ebeue ff des veibiudenen S^ 

bestimmen einen Strahl enbüschel und Jtir liobni fo die -i Strahlen 

UiscJtel, welche durch die C ngtneiis piojediv yanacht iieidi'i (Nr 334) 

Zwei von ihnen, z. B, (2, (12)) und (3, (13)}, führen zu einem 

tetraedralen Complexe, der durch die Congrueuz geht; die Ecken des 

Tetraeders sind die Scheitel 2, 3 der beiden Biiachel und die beiden 

Punkte 8 auf der Schnittlinie der Ebenen, also 1 und 45. Folglich 

sind die Ecken, des Tetraeders eines Heye' selten Complexes, in dem die 

Congruene (2, 3) enthalten ist, stets 3 lenkte S^^ und der einsige i9j, der 

keinem von ihnen verbunden ist. 

Daraus folgt, dass 10 tetraeärale Complexe durch die Congrums 
(2, 3) gehen. 

Während aber bei einem Complex-Tetraeder der (2, 2) alle vier 
Ebenen singulare Ebenen der Congrnenz sind, si'itd hier nur die 3 
Ebenen, welche in äerr S^-Ecke susammenstossen, singulare Ebenen; bei 
dem obigen Tetraeder z. B. ist 

(1, 2, 45) = (12), (1, ä, 45) = (13), (2, 3, 45) = (23). 

In diesen 3 Ebenen liegen die übrigen 9 Punkte Sj (Nr. 341); 
in der That, die Ebenen (12), (13), (23) enthalten bezw. die Punkte 
12, 34, 35; 13, 24, 25; 23, 14, 15. 

Zwei von den 10 Complex- Tetraedern haben entweder Z FunJdc 8^ 
gemmi, wie: 

1, 2, 3, 45 und 1, 2, 4, 35, 
oder nur einen, wie: 

1, 2, 3, 45 und 1, 4, 5, 2.3. 



*) Wird zugefugt und ura 1 eibuht wo ethilt m n die untein /eileu doi' 
Tiibelle in Nr. 368. Diese Frhuhung bringt auch de Zeilen unsaiei jetzigen Ta^ 
belle mit den vorgesthiiPlitiieii ilmiBchm Ziff m m U beriämstmin] iit; 
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Im erateroü Falle sind ihre Ebenen: 

(12), (13), (23), 123; bezw, (12), (14), (24), 124. 

Also besteht der fernere Schnitt der beiden Complese aus den 
Bündeln 1, 2 und dem Felde in (12). 

Schneiden wir bei zwei solchen Tetraedern T, T" eine der oo^ 
Sehne ß-Congruenzen \r^ im Complex T des einen (Nr. 254) mit dem 
Complexe T' des andern, so erhalten wir eine Regelfläehe 8, Grades 
(Nr. 35), auf welcher die cubische Kaumcurve r^ vierfach ist, da jeder 
Punkt von r^ sowohl an die \r{\, als an T' einen Kegel 2. Grades, 
sendet. Zu dieser Fläche gehören aber die beiden Kegel 2. Grades, 
welche aus den beiden gemeinsamen Ecken von T und T' die Curve 
t\ projiciren und also den beiden sich absondernden Bündeln an- 
gehören. Die verbleibende BegelflUehe 4. Grades, auf welcher r, noch 
doppelt ist, gehört dann der Oongruenz an, und wir erkalten so durch 
jeden der 10 ietraedralm Complexe ein dreistufiges System von ttnicur- 
salen Hegelfiächen 4. Grades in der CongnienB (Nr. 347). 

Handelt es sich aber um zwei Tetraeder wie: 1, 2, 3, 45 und 
1, 4, 5, 23, von denen das zweite die Ebenen (14J, (15), (45), 145 
hat, so ist zunächst nur der Bündel 1 den Oomplexen gemeinsam. 
Die Punkte 45, 23 sind conjugirt; also ist ihre Verbindungslinie l 
zugleich die Schnittlinie von (45) und (23); daher gehört sie sowohl 
zum Büschel um die Ecke 45 des ersten Tetraeders in der Ebene 
(23) desselben, als zum Büschel um die Ecke 23 des zweiten in dessen 
Ebene (45). 

Folglich treffen (Nr. 253) alle Strahlen des ersten Compleses, 
welche l sehneiden, auch einen festen Strahl !/ des Büschels (1, 123), 
und alle aus dem zweiten Complexe, welche der l begegnen, noch 
einen festen Strahl ^' von (1, 145); alle Strahlen also der Congruenz 
(2, 3), welche l treffen, thun beides. Diese Strahlen aber erzeugen, 
nach Absonderung der Büschel in (45) und (23), eine cubische Regel- 
fläche, von welcher l die einfache Leitgerade ist, da l Congruenzstrahl 
ist; es giebt nur noch eine zweite Gerade, welche von allen ihren 
Erzeugenden geschnitten wird; die doppelte Leitgerade, in der sich 
also ?i' und Jj' vereinigen und welche gemeinsame Gerade von 123 
und 145 ist Daher ist das Strahlennetz, welches die Leitlinien 

(45, 23) = [(45), (23)] und (123, 145) 
hat, den beiden Complexen gemeinsam und ergänzt, neben dem Bündel 
1, die Congruenz (2, 3) zum vollen Schnitte derselben. 
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42Ö Die 7 Punkte S, welche voa einer Gruppe [S]g ausgeschlossen 

werden, siud ein Punkt 82 und 6 Punkte S^; jener ist der Scheitel des 
singulären Kegels, diese sind die Scheitel der 3 Strahlenbüschel -Paare, 
die sich in dem durch die Gruppe gehenden Regelsehaar- Systeme be- 
finden. Bei der Gruppe II sind es der Kegel (1) und die Bfischel- 
paare (23), (45); (24), (35); (25), (34). 

Die Trägerflächen der Regeischaaren eines Systems berühren 
sämmtlich 4 Ebenen (Nr. 331); es sind dies die zu den Punkten 
Si der Gruppe [S]g gehörigen. Diese Punkte sind alle dem fünften 
Punkte Sa verbunden, so dass die 4 Ebenen u durch ihn gehen. Folg- 
lieh bilden die TangenticUkegel aus diesem fünften Funkte S2 an die 
Trägerflächen eine Schaar (mit 4 gemeinsamen Berührungsebenen). 

Die Congmens (2, 3) hat (Nr. 343), entsprechend den ö Gruppen 
11, . . ., VI, 5 eonfoeale Congruensen, welche wiederum Q, C3, . . ., Q 
heissea mögen, indem die gegebene Q genannt wird. 

Beim üebergange zu Q geht also die conische Regelschaar von 
(1) in sich selbst über, folglich hat der Punkt 1 in der Gongruenz 
Q den nämlichen Grad und Kegel wie in C^; hingegen jeder der 6 
Punkte 23, 45; 24, 35; 25, 34 behält auch seinen Grad, tauscht aber 
seine Ebene mit dem gepaarten aus (Nr. 343). Die 3 Verbindungs- 
linien (23, 45), . . . gehören zu beiden Oongruenzen. 

Bevor wir von den Punkten der Gruppe TI und ihrem Verhalten 
zur Ca sprechen, müssen wir die Haupteigenschaften der gemeinsamen 
Brennfläcfie 3> 4. Ordnung 6. Klasse erwähnen. Sie hat die 15 Punkte 
8 zu conischen Knotenpunkten und die 10 Ebenen 6 zu conischen 
Doppel-Berührungsebenen ; wir nennen wiederum die Anschmiegungs- 
kegel jener | 8 P, die Berührungs-Kegelschnitte dieser | e |^. 

Nach Nr. 326 lesüsit sie Tieinen Tarsus in swei Funkten berülweader 
TangenUttlebenen, wohl aber einen Torsus 6. Klasse von stationären Be- 
riihrungsebenen. *) 

Von jedem S kommt, ausser \S'f, noch an Serührungskegel 6. Ord- 
nung tmd 2. Klasse (Nr. 343 und 389); derselbe mfällt durchweg in 
eisten Kegel 2. Grades und 4 Ebenen oder Sirahlenbiischel. Ist der 8 
ein S^ für die Q, so haben wir die 5 Bestandtheile schon in dem 



*) Er beiührt längs einer Curve 13. Ordnung, welcte mit den 10 Kegel- 
eclinitten [ n |' die parabolische Curve der Fläche 0, von der Ordnung 4.4.2 
(Cremona, Grundzöge einer allgemeineD Theorie der Obei'flächen, Nr. 68), nu- 
sammensetzt. Diese Curve 12, Ordnung geht durch jeden S zweimal (die volle 
parabolisehe Curve thut es sechsmal) und trifft die erste Polarfläche eines he- 
liebigen Punktes noch in den 6 BQriihrungKpuükten der von ihm kommenden 
stationären Tangentialebenen. 
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zugehörigen (S^) und den 4 Ebenen e durch deu Punkt. Ist er aber 
ein S^, so haben wir vorderhand nur die 4 dnreh ihn gehenden Ebenen 
0, imker ihnen die zugehörige; es bleibt also noch ein Kegel 2. Gradea, 
den wir (S,)^ «der im Einzelnen (12)g, (13)a, ... nennen wollen. Der 
Gleich niässigkeit halber mögen nun auch die zu den Punkten 1, 2, ... 
in Bezug auf C^ gehörigen Kegel 2. Grades mit (l)^, {2%, ... be- 
zeichnet werden. 

In Nr. 343 fanden wir, dass von den zu einer Gruppe [S\ ge- 
hörigen Punkten in der entsprecheuden confocalen Congruenz jeder S/, 
einen Kegel (3 — Ä)'" Ordnung erhält; also tauschen die Punkte S^ 
und jSj der Gruppe ihren Grad aus. Die 8^^ der Gruppe II werden 
für Q 2. Grades und erhalten nun diese neuen Kegel (12)^, (IS)^, 
(14)a, (lö}^. Die Geraden der Leitschaaren aber, welche durch die 
Punkte 2. Grades 2, 3, 4, 5 von II gehen, beschreiben die Büschel 
(2,(12)), (3,(13)), (4,(14)), (5,(15)), welche, wie oben be- 
merkt, durch die Congruenz Q projectiv gemacht werden, und es 
erhalten demnach die genannten Punkte in Cj die Ebenen (12), (13), 
(14), (15). 

Beim Vebergange also von der gegebenen Congruens zu einer der 
5 confoealm bleiben 7 Funkte, nämlich 1 S^ tmä 6 S^, die amserhcdb 
der mgekörigen Gruppe IS\ sind, vom nämlidtm Grade, die S andern, 
welclie diese Gruppe bilden, also 4 S^ und 4 ä^, verändern ihren Grad. 
Ein einziger, nämlich der merst genannte $2, heltalt seinen Kegel. 

Bei Ca sind daher vom 2. Grade die Punkte 1, 12, 13, 14, 15 
und haben die Kegel (l),, {12%, {1Z\, {U\, (lb\, die 10 übrigen 
sind vom 1. Grade und zu 2, 3, 4, 5 gehören die Ebenen (12), (13), 
(14), (15), zu 23, 24, 25, 34, 35, 45 die Ebenen (45), (35), (34), (25), 
(24), (23). 

Man ersieht, dass für die gemeinsame Betrachtung der 6 confocalen 426 
Congruengen die bisherige Sezeicimung nicht die geeignetsk ist Wir 
fügen also zunächst den einziffrigen Namen die zu und erhöhen 
alle Ziffern (ausser den Zeigern von Cj) um 1, dann sind, in Bezug 
auf Q, die Punkte 12, 23, 24, 25, 26 vom 2. Grade und haben die 
Kegel (12)a, (23)^, (24)^, (25)^, (26)^, die übrigen Punkte 13, 14, 15, 
16; 34, 35, 36, 45, 46, 56 sind vom 1. Grade und zu ihnen gehören 
die Ebenen (23), (24), (25), (26); (56), (46), (45), (36), (35), (34). 
In den Namen der 10 singulären Ebenen tritt die 1 nicht auf; be- 
nennen wir ebenso, wie bei der Weber-Reye'schen Bezeichnung der 
singulären Elemente von (2, 2), die Ebenen dreiziffirig durch Zufflgung 
der 1 und setzen wiederum fest, dass die Ebene (123) auch (45ö) 
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heiasen kaDM,*) so lieissen die in Bezug auf Q zu l'd, 14, 15, 16 ge- 
hörigen Ebenen (123), (124), (125), (126) und die zu 34, . . ., Ö6 ge- 
hörigen (234), (235), (236), (245), (246), (256). Das Gesetz ist nun 
ersichtlich. 

Die 15 ^mkte S sind mit 12, . . ., 56 heeeichnet; aus jedem Tiommt 
ein Seriihntngskegel 2. Grades (ausser dem Anschmiegungakegel) an 
die BrennfläcJie; ioir bezeichnen diese Kegel mit (12)g, ..., {dQ\. Die 
10 Uhenen s femer werden (123) = (456), . . ., (156) = (234) genarmt. 

In jeder liegen die 6 I'unhte, die atts ihren beiden dreiziffrigen Be- 
nennmigen gebüdei werdm hönn&n, also in (123) ^ (456) die 6 Punkte 
12, 13, 23, 45, 46, 56; durch jeden 8 gehen 4 Ebenen e, durch 12 
z. B. die (123), (124), (125), (126). Auf jedem Kegel liegen atisser 
der Spitse noch 8 PunUe, i. B. auf (12)a befinden sich 13, 14, 15, 16, 
23, 24, 25, 26, also alle, deren eine Ziffer 1 oder 2 ist. 

In Bezug auf Cj sind vom 2. Grade die 5 Funkte, die eine Ziffer h 
Jtaben; die gleichnamig&n Kegel sind die ihnen migehörigen; die übrigen 
Funkte sind vom 1. Grade und dem ili gehört die Ebene (hiJo) m. 

Verbunden sind einem hi die 4 Punkte mit h, welche S^ sind, 
und die 4 Punkte mit i, welche S, sind; einem ih aber sind ver- 
bunden hi, hJc, welche S^ sind, und Im, In, mn, welche Sj sind. 

427 Insgesammt entlialten die 15 Funkte -J- . 6 , 5 ^ 15 Grippen asso- 
cürter Punkte; ersichtlich trägt jeder von den 15 Kegeln 2. Grades eine, 
gebildä durch die 8 von der Spitze verschiedenen FunJcte 8 auf ihm. 

Betrachten wir eine solche, deren Trägerkegel nicht au C^ gehört, 
■£. B. die auf (2i%, welche aus 12, 24, 25, 26; 13, 34, 35, 36 besteht. 
Für C, sind uur 12, 13 vom 2. Grade. 

In ihrer Beziehung su einer von den 6 Cotigrueneen zerfallen die 
15 Gruppen associirter Punkte in zwei auf verschiedene Weisen zu- 
sammengesetzte Arten. 



*) Zur bequemen Vergleichung beider Bezeichnungen diene folgende Tabelle, 
;r die Ebenen nicht umklammei-t sind. 

Punkte : 
iilte 1 a 3 i 5 12 13 14 15 23 24 25 3i .S5 45 
neue 12 13 14 15 10 23 24 26 26 34 35 36 45 40 56 



alte 13 13 14 l.i 23 24 25 34 35 45 
1123 124 13ä 126 134 136 136 145 14e 156 
1 46(i 356 34G 345 256 246 245 2.S6 235 234. 
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j (rmpp&ti 'bpsfehm aub 4 Funkten ö det Cong^itenz wul den 4 
Punlteii bj, nelche dem funfien verbunden sind und hegen anf den 5 
Kegeln 2 Giades der Gongruenz 

Die 10 indem lessteken aus S Funkten S^ de* Gongruenz und den- 
jenigen b Funlteji Sj , von denen je 3 dein ei)}e« odei andern der hetden 
S^ verhtmdm sind abeir mckf miglewh hmden Sie liegen aut den 10 
übrigen Tangentialkegeln 3 lirades dei Brennflache 

Nur duith die elfteren Gruppen gehen Tiägerflachen ?on Regel- 
•ichaar bystemen, die zui Gongruenz gehören 

Bei (2, 2) gehen duich jede der 30 Gmppen associirter Punkte 
hiei yieht eb tn dem Netze dtüclt euie solche Gruppe 
Fiir die Gruppen, die la Bezug luf Q zur ersten 
Alt gehoien, wurde e-. oben schon eikmnt Mit Hihe dei jetzigen 
Bezeichnung sehen wir leicht, dass durch die auf (IS)^ befindliche 
Gruppe 13, 14, 15, 16, 23, 24, 25, 26 die 3 Ebenenpaare (134), (156); 
(135) (146)- (136) (145) gehen' denn k B in (1341 = (256) liegen 
13 14 2o 2b lud in (1 16) = (234J die 4 ibugen Äi SteUe des 
vierten Ebenenpaais lat dei Kegel getreten 

Infolge des Umstandes, dass hier wenigei Ebenen 6 ah Punkte S 
sind it,t nicht mehr jede VeriindnngsUme euetet S eine behnittlinie 
iitiei wohl ahei noch jede S hnttllinw zweie) Ebenen o Yethindungs- 
Unif, giteier S Nimmt man von einei Ebene a den einen Namen, 
so hat einei von den bei len N^men emei zweiten e mit ihm zwei 
ZifEem gemein, für die beiden andern Namen dei beiden Ebenen gilt 
dann das nämliche; z. B. (123) und (124), (456) und (356); also sind 
beiden Ebenen die Punkte 12 und 56 gemeinsam. 

Von den Veihindungslmen zweier 8 sind daher 4^.10.9 = 45 
ScJinittUnien zweier Ebenen 6, dte 60 übrigen liegen nur m einer Ebene 0, 

Von der ersten Art sind diejenigen von Punkten, deren Namen 
keine Ziffer gemein haben; durch 12 und 34 gehen die beiden Ebenen 
(125) ~ (346) und (126) = (345); durch 12 und 13 nur (123). 

Wir wollen jetzt gleich die umgekehrte Frage stellen, ob jede 428 
Fläche 4. Ordnung F* mit 15 conischen Knotenpunkten gemei}isame 
Brennfläche von 6 Congruenzen (2, 3) ist. Ihre Klasse ist 6. 

Folglieh kommt (Nr. 389) von jedem der Knotenpunkte, die wir 
in dieser Betrachtung wiederum N nennen wollen, ausser dem An- 
achmiegungskegel |.?^;*, noch ein Berührungskegel 6. Ordnung 2. Klasse. 
Derselbe muss also in einen Kegel S. Grades (If)^ und 4 Ebenen v zer- 
fallen. Wie in Nr. 389, schliessen wir, dass jede von diesen Ebenen 
V die jf^* in einem Kegelschnitte \v ^ berührt, der durch den iVgeht. 
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Aehiilich ergiebfc sich, dasa, wenn {N\ mit |^j^ i verschiedene 
Schnittkanten hätte, die Berflbrungacucve des {N)^ auf der Fläche F* 
eine Raumcurve 6. Ordnung sein müsste, welche durch den JV" viermal 
geht; was nicht möglich ist, Sie ist vielmehr eine Raumcurve 4. Ord- 
nung mit dem Punkte ^ als Doppelpunkte imä längs der beiden 
Kanten, die sie in ihm berühren, to/ngirm sich die beiden Kßgel \N\^ 
und (N\.*) 

Femer gehen die € gegenseitigen Schnittlinien der 4 Ehetmt v 
und Uwe 8 Schnittkanten mü dem Kegel (N)^ durch die 14 übrigen 
Knotenpunicte. 

Unterscheiden wir diese 8 von jenen 6. Die 8 Punkte auf (N).^ 
mögen N', die andern N" heissmi. 

In jeder von den 4 Ebenen v haben wir, ausser dem gegebenen 
jV, noch 5 Knotenpunkte (Nr. 389} und zwar 2 JV' und 3 JV". Alle 6 
liegen auf dem |v|^. Für jeden von ihnen ist sie eine der 4 durch- 



Wir ersehen, dass wohl jede Sehuittlinie Kweier v nueh 2 Punkte 
JV enthält,**) aber dasa nur durch — ^ = — ^ ^ 45 Verbindungs- 
linien zweier N zwei Ebenen v gehen; in den 60 übrigen schneiden 
sich eine v und ein Kegel (JV)^- 

Bezeichnen wir die 4 Ebenen c, welche durch den gegebenen 
Punkt N gehen, mit v^, die 6 übrigen mit v^. Durch jeden der JV' 
geht eine v^, also drei v^, durch jeden der N" gehen zwei v^ und 
zwei Vj; daher sind in jeder von den 6 Ebenen v^ —^ = 4 Punkte 
N' und — ^ = 2 Punkte N" enthalten. In den ersteren schneidet der 
zu N gehörige {'N^ oder seine Spur in Vj den \v^\'^ dieser Ebene; 
und da umgekehrt diese Schnitte Knotenpunkte sein müssen (weil in 
jedem die Kegelkante eine nicht in die B er ührungs ebene Vj fallende 
Tangente ist), so bestätigt dies die Zahl 4 der JV' in einer Vj. 

Betrachten wir also eine bestimmte unter den Ebenen Vj. Durch 
jeden der N' in ihr geht die Spurlinie der einen Ebenen v^, welche durch 
die Gerade von N nach dem iV' geht; durch jeden der ^" gehen zwei 
solche Spurlinien. Die einen Wie die andern Spurlinien müssen noch 
einen zweiten in der r, gelegenen Knotenpunkt enthalten. Da die Zahl 



**) Die Schnittpunkte der beidon Kegels ebnitte 
irnngsebeaeu. 



y Google 



Die Coi,grneiiK (2, 3) 237 

dieser Spurliiiieii lu&geHamnit 4. beträgt, so ist die beschriebene Si- 
tuation nur möglich, wenn 2 von den 4 ("Teraden den einen N" mit 
2 von den JV" und die beiden andern den zweiten ^" mit den beiden 
übrigen N' verbinden. Das bedeutet, dass die beiden N" in der 
Ebene v^^ auf Gegenkanten des Vierfla(;hs der Ebenen v^ liegen. Da 
es nun bloa B Paare Gegenkanten giebt, aber (j Ebenen Vy, so geben 
durch 2 solche auf Gegenkanten gelegene N" stets 2 Ebenen v^ . Also 
sind die 4 Punkte N' m der einen yerschieden von denen in der 
andern; oder das Paar der beiden Ebenen geht durch alle 8 Punkte 
N", und solcher Ebenenpaare haben wir 3. Folglieh hildm die 8 
Punkte N', ä. h. aUe auf dem Kegel (N)^ gelegenen KnotenjmnMe, ausser 
der Spitse N, eine Gruppe von assocürten Punkten [N]g, umd solcher 
Gruppe» Jtaben wir, entsprechend der Zahl der KnotenpunMe und der 
Kegel (N)^, 16. 

Die Verbindungslinie der beiden JV" in v^ ist auch eine Schnifctr 
linie zweier v\ von jedem der 6 JV" in v^ gehen ?> solche aus; und wir 
haben also dann im Ganzen -i- . fJ . 3 = y in v, . Die verbundenen 
Punkte iV" sind die N" für die 9 Knotenpunkte, welche ausserhalb v^ 
liegen, für welche sie also eine v^ ist. 

Von einer Gruppe [_N\ liegen in jeder der 4 Ebenen Vj, die 
nicht zu den durehgeheuden Ebenenpaaren gehören, 2 Punkte. 

Zwei Gruppen \JS]^ können sich nun wiedi-T in zwei verschiedenen 429 
gegenseitigen Lagen beünden. E& seien N und JVj die Knotenpunkte, 
auf deren Kegeln iN)^ sie gelegen sind; so kann N^ für den N ent- 
weder ein JV' oder ein N" sein, d. h. auf dem zu JV gehörigen Kegel 
(J^)^ liegen oder nicht. Durch die Gerade NNi geht dann 1, bezw, 

2 Ebenen v, und das Verhalten der beiden Punkte N und Ny ist 
gegenseitig. 

Im ersteren Ealle geben durch jeden der beiden Punkte noch 3 
weitere Ebenen v, welche für ihn v^, für den andern v^ sind; die 3 
übrigen Ebenen v sind dann v^ für beide. 

Weil zwei Ebenen v, des N, welche ein Paar durch dessen zu- 
gehörige Gruppe [JVJs bilden, keine gemeinsamen N' haben, so ge- 
hören die 3 weiteren Ebenen v durch Jf^ — v^ für den N — au den 

3 verschiedenen Ebenenpaaren; folglich gilt dies auch für die 3 ge- 
meinsamen Vy und zwar hier für beide Gruppen. 

Im zweiten Falle aber gehen durch N und iVj je noch 2 weitere 
Ebenen, von welchen z, B. die durch N^ gehenden, weil sie einen JV" 
des N gemeinsam haben, ein Paar durch die zu N gehörige \_'N\ 
bilden. Die 4 übrigen v sind gemeinsame Vy für JV" und Ny und bilden 
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— in veracliieiloner Paarung — 2 Bbenenpaare durch die eine, wie 
durch die andere Gruppe. 

Jede Gruppe [N% ist zu 8 .mdcrn in der erbten Lage, zu 6 in 
der zweiten. 

Von den Linien, welche zwei von den 14 Punkten N' und N", 
die zu einem N gehören, unter einander verbinden und zugleich 
Schnitfchnien von zwei Ebenen v sind, gehen durch jeden .A'' G, durcli 
jeden N" 5. Von den letzteren geht nur eine durch einen zweiten N", 
den auf der Gegenkante des Vierflaehs der v.^; mithin haben wir 6.4, 
welche einen N" mit einem N' verbinden, 3, welche zwei N" ver- 
binden, also, da solcher Verbindungslinien im Ganzen 45 — G sind, 
noch 12, welche zwei N' verbinden, so dass von jedem der 8 N' drei 
ausgehen. Machen wir demnach einen der N', d. h. einen Punkt der 
zu N gehörig'en Gruppe [N]^ zum N^, so sind von den 7 Linien nach 
den andern Punkten der Gruppe 3 Schnittlinien zweier Ebenen v, d. b. 
die 3 Punkte sind N" für Nj, die 4 andern also N' iind damit Mit- 
glieder der zu N^ gehörigen Gruppe. Machen wir aber einen der N" 
zum N^j so gehen von ihm 4 Schnittlinien zweier v nach Punkten 
N' und diese werden für den N^ Punkte N'\ die 4 übrigen Punkte 
der Gruppe [N'jg von N also Punkte N'. In beiden Fällen haben 
daher die beiden Gruben [Iif]^ A Funkte gemein. 

Vei~miUelst einer Gruppe [NJ^ Tcann man nun wiedetiim, genau wie 
bei (2, 2) in Nr. 392, aus den 6 Doppeltangenten eines Punliies X 
der F^ zwei ausscheiden und, indem man ebenfalls überlegt, dass, wenn 
X auf eine der 4 Ebenen v^, die nicht zu den 3 durch [JV]^ gehenden 
Ebenenpaaxen gehören, zu liegen kommt, diese beiden Doppeltangenten 
nach den beiden in dieser Ebene gelegeneu Punkten der Gruppe hin- 
gehen, ersielt man, ähnlich wie in Nr. 392, die Trennung auch noch 
dieser beiden Boppeltangenten von einander tmd hat damit das Zerfallen 
der Congrttens (12, 18) der Doppeltangenten der F*, welcJie nicht in eine 
der 10 Doppel -Berühnmgsebenen v fallen, in 6 getrennte Congrumscn 
(2, 3) äargethan. 

Zwei Gruppen führen zu Paaren von Doppeltangenteu in jedem 
Punkte von X, welche einen gemeinsamen Strahl haben oder nicht, 
je nachdem sie in der ersten oder aweiten Lage sind. 

Wir kehren zur Betrachtung einer einzigen Congruenz (2, 3) zurück. 

In Nr. 33Ö ergab sich, dass eine solche Congruenz durch die 

Strahlen erzeugt wird, welche die homologen Strahlen von 3 projectiven 

Strahlenbüsehcln (A, a), {S, ß), (0, y) zugleich treffen; wofern in den- 

sellten die nacli dem Schnittpunkte D ±= tcßy gehenden Strahlen ein- 
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ander eatspreclien. Wir wollen aus dieser Entstelmnysweise die singii- 
lären Funkte cä>leiten: 

Zunächst sind A, B, C singulare Punkte 2. Grades; aus Ä z. B. 
kommt an die Congruenz der Kegel des tetraedralen Complexes, 
welcher durch die Büschel (B, ß), (C, y) erzeugt wird. 

Der Bündel J) hat sich, infolge der besondern Eigenschaft der 
Pi-ojectivität, von der Congruenz (3, 3), welche durch 3 projective 
Strablenbüschel erzeugt wird, abgesondert; aber oo' Strahlen von ihm 
verbleiben noch bei (2, 3). Eine beliebige Ebene durch D schneidet 
die 3 Büschel in 3 perspectiven Punktreihen, deren Träger in D zu- 
sammenlaufen. Die 3 Perspectivitätscentren liegen in einer Geraden, 
dem einzigen nicht durch J) gehenden Strahle in der Ebene, welcher 
3 homologe Punkte der Reihen enthält, also aur Congruenz gehört; 
die beiden andern Congruenzstrahlen der Ebene gehen demnach durch 
D und folglich sendet J) einen Kegel 2, Grades zur Congruenz. 

Die Ebene « schneidet (ß, ß) und (C , y) in zwei perspectiven 
Punktreihen; die Verbindungslinien homologer Punkte sind Congruenz- 
strahlen. Also sind cc, ß, y singulare Ebenen und die 3 Perspectivi- 
tätscentren 9t, ^, ß die zugehörigen singulären Punkte. 

Auf den 3 Geraden ßy, ya, aß befinden sich je eonjective Punkt- 
reihen; I) ist auf allen der eine sich selbst entsprechende Punkt; die 
3 andern seien A^, B^, G^, ferner sei «i der Strahl Yon {A, tx), welcher 
den nach A^ gehenden Strahlen &j, Cj von (B, ß), {C, y) entspricht, 
und b^, C3 die ähnlich definirten Strahlen dieser beiden Büschel. Da- 
mit haben wir in den Punkten Aj, S^, C^ drei weitere singulare 
Punkte 1, Grades mit den zugehörigen Ebenen A^a^, B^\, C3C3, nud 
in den 3 Ebenen J^c^, c^a^, a^b^ drei weitere singulare Ebenen mit 
den Spuren W, SS', ©' von a^, \, Cg als den zugehörigen singulären 
Punkten, 

Der Schnittpunkt E der drei zuerst genannten von diesen 6 
Ebenen ist der fünfte singulare Punkt 2, Grades und derjenige der 
drei andern der zehnte vom 1. Grade. In jeden von ihnen laufen aus 
den 3 Strahlenbüscheln der sieh in ihm schneidenden Ebenen 3 Strahlen 
der Congruenz zusammen und damit wird er singulär. Die 3 Strahlen 
aber, welche nach E gehen, sind den Kegeln 2. Grades gemeinsam, 
welche aus E an die durch {A, a) und {B, ß), bezw. {A, k) und (G, y) 
erzeugten tetraedralen Complexe kommen; weil aber diese Kegel auch 
die Strahlen von E nach A, D, welche Punkte Ecken von beiden 
Tetraedern sinrl, gemeinsam haben, so sind sie identisch und der ganze 
Eegel gehört zur Congruenz. 

Die beiden Ebeiienbüschel, welche (A, a) und (i?, ß) aus proji- 
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ciren, sind, da 0«^ ^r^ Ob^-i^ügb^, perspectiv und eraeugen zwei Stralilen- 
biischel, iiäinlicb (0, a^h^) und den Ort der Öchuittlinien der übrigen 
entsprechenden Ebenen, Der Kegel aus an den durch (A, cc), (B, ß) 
erzeugten Complex zerfällt in zwei Büschel; denn liegt in der Ebene 
Ogö^ des Tetraeders, welche die Ecken A, B, C'g =£ a^b^ enthält und in 
der der eine der beiden Strahlenbüachel liegt. Die vierte Ecke D des 
Tetraeders liegt daher in der Ebene des andern Büschels (Nr. 252), 
zu welchem der durch gehende Strahl des zur Congruenz gehörigen 
Strahlenbüschels in der Ebene &jC, (um die Spur 91' von «j) gehört, 
denn die Ebenen Oa^ und Ob^ schneiden sich in ihm. An den durch 
(^Ä, a) und (C, y) erzeugten Complex kommt ebenfalls aus ein 
Strahlenbüschel, der diesen Strahl enthält und dessen Ebene durch ß 
geht. Beide Strahlenbüschel vereinigen sich daher in einen zur Con- 
gruenz gehörigen. 

Den Nachweis, daas diese 15 singulären Punkte sich in der rich- 
tigen Weise auf die singulären Kegel und Ebenen vertheileu, unter- 
lassen wir. 

1 Wenn U einer von dm 5 singulären Punkten 2. Grades der Con- 

gru&ts (2, 3) ist, so seien A, B swei einander verbundene Punkte 1. Grades, 
teelche aber beide dem U nicht verbunden sind (Nr. 423), und ß, a die 
ihnen sttgehörigen Ebenen. Der Strahl AB ^ aß, weicher den beiden 
Oongruenz-Strahlen huscheln {A, ß), {B, a) gemeinsam ist, ist auch den 
büscheln (Ä, «), {B, ß) gemein. Vermittelst der Gongruem und dieser 
beiden Büschel {A, k) und (B, ß) werden der Eienenbündel U^ und der 
StraklenbOndel U^, wdcJie beide den Scheitel U haben, reciprok. 

Jede Ebene ^i von ?7, enthält, lu^sei den beiden Kanten des 
Kegels (U), noch einen Congruenzstrahl g, nach den beiden Strahlen 
a, h von (Ä, a), (B, ß), welche er trifft, zieht man aus Lf die Treff- 
gerade und fasst sie als den dei gj entsprechenden Strahl x^ von 
U, auf. 

Umgekehrt, irgend ein Strahl jj von K schneide die Strahlen 
a, b von {A, a), {B, ß). Diese beiden btrahlen treffen einen einzigen 
Strahl g der Congruenz, der im allgemeinen wedei /u {A, ß), noch zu 
(B, a) gehört. In der That, die Fliehe 5 GTa,dei (a) dei Congruenz- 
strahlen, welche a treffen, zerfällt, da a duich A geht und m « liegt, 
in die beiden eben genannten Büschel und eine eubiache ße^elfläche, 
für welche a die einfache Leitgeiade ist, denn der zweite Congruenz- 
strahl aus irgend einem Punkte ■von a gehoit zu (B, a) Die durch A. 
gehende Erzeugende derselben ist dei vom abgesonderten Büschel 
(A, ß) bei der Eestflache verbliehent Hiihl In jeder Ebene durch a 
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Hegen 2 Erzeugeude derselben; von den beiden in der singulären 
Ebene « befindlichen ist die eine die Transversale derselben, die an- 
dere der vom abgelösten Büschel {B, a) bei der Restfläche verbliebene 
Strahl. Diese beiden zu (^1, ß), (B, a) gehörigen Erzeugenden der 
cubischen Regelfläche werden von ö getroffen, weil dieselbe in ß liegt 
und durch B geht. Die dritte von h geschnittene Erzeugende der 
Regelfläehe ist der Strahl g*) und die Ebene, welche g mit ü ver- 
bindet, die dem x^ entsprechende Ebene |^. Somit ist die Beziehung 
zwischen |i und x^ gegenseitig eindeutig. 

Wir lassen nun |^ in TJ^ einen Ebenenbüschel um l^ beschreiben; 
nach Ablösung des Kegels {(J) bleibt eine Reatfläche Q,^' 3. Grades? 
gebildet durch die Cougruenz strahlen, welche sich auf \ stützen. 

Weil A, B dem U nicht verbunden sind, so gehören die Strahlen 
y', g" von (A, ß), (li, «), welche l^ treffen, nicht zu {TJ) , sondern zur 
Restfläche; die beiden Ebenen a, ß schneiden sie daher, ausserdem, in 
Curven 2. Ordnung, welche durch A, bezw. B gehen, die Spuren von 
g' in «, von g" in ß. Durch die Spuren der Erzeugenden der (l^)' 
werden diese Kegelschnitte projectiv und mithin auch die Strahlen- 
büschel, welche ihre Punktreihen aus A, bezw. B projiciren. Der 
dritte Punkt, in welchem (l^' von AB getrofien wird, ist, als gemein- 
same Spur der durch ihn gehenden Erzeugenden , sich selbst ent^ 
sprechend in den beiden Reihen und daher AB sich selbst entsprechend 
in den Büscheln (A, a), (B, ß). Die Strahlen x^, welche aus ^ nach 
zwei homologen Strahlen der beiden projectiven Büschel {A, a), (B, ß) 
kommen, bilden also einen Strablenbüschel, den Büschel des Gewindes, 
das durch diese Strahlenbüschel erzeugt wird. 

Demnach sind die beiden Bündel Ui und U2 reciprok und wir 
sind m folgender Ersmgungsweise der Congmenz (2, 3) geUmgt.**) 

Ein Ebmeniündel U^ wnd ein Sk-ahlenbmtdel U^ mit gemeinschaft- 
lichem Scheitel ü seien reciprok auf einander bezogen ; ferner seien {A, a) 
und (B, ß) zwei StrahUnbüsckel mit einem gemeinsamen Strahle. Zu 
jedem Sirahle x^ von V^ suchen wir die beiden von ihm getroffenen 
Sirrahlen a, b der beiden Büschel; die Verbindungslinie der Spuren der- 

*) Der Halphen'sclie Satz über die Zahl der geraeinBamen Strahlen zweier 
Congruenzen (Nr, 34) l'ässt eich, auf die (2, 3) und das Strahlennetz [«, b] nicht 
anwenden, weil sie in der besondem Lage sind, nicht bloB eine endliche Zahl 
von gemeinsamen Strahlen au haben, sondern 00', nämlioh die ganzen Büschel 
{A, ß), (ß, ß) vmd ausserdem nocli. den einzelnen Strahl 3. 

'''j Von der dualen, durch welche (3 , 3) erzeugt wird, ausgehend, hat 
W; Stahl die Eigenschaften dieser Congrucna abgeleitet: -Toomal fiu- Mathematil; 
Bd. 91 S, 1, 

Sturm, LiiiiMgeometde, 11, 16 
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selb&i in defr x^ entsprechenden Ebene li von U, erzeugt eine (Jongmens 
(2, 3), fwr welche ü singiMrer Tunkt 2. Grades, A, B aber solche mm 
ersten Grade und ß, a die ihnen zugehörigen Eltejien sind. 

Der Kegel (f7) wird durch diejenigen Strahlen von V^ erzeugt, 
welche in ihre entsprechenden Ebenen fallen. 

Die beiden Gradzahlen beweist Stahl direct in folgender Weise: 
Wenn P ein beliebiger Punkt iat, so entspreche dem Strahle l^ ^^. JJV 
von Z7i die Ebene X^ in JJ~. Alle Strahlen der erzeugten Congruenz, 
welche ?, treffen, liegen in Ebenen |^, die durch (, gehen und denen 
also Strahlen x^ aus dem Büschel {U, l.^ entsprechen. Dieser Büschel 
macht {A, a) und (B, ß) so projectiv, dass je die beiden von dem, 
nämlichen Strahle von ( U, A^) getroffenen Strahlen einander ent- 
sprechen, also ÄS sich selbst entspricht. Daher erzeugen die von F 
ausgehenden Strahlen, welche zwei entsprechende schneiden, einen 
Büschel, der zu {U, ^^ projectiv ist; mithin sind auch die beiden 
Ebenenbüschel um l^ projectiv, von denen der eine diesen von P aus- 
gehenden Strahleubüaebel aus (, projicirt, der andere aber in der lle- 
ciprocität dem ([/, X^) entspricht. Die sich selbst correspoudir enden 
Ebenen bestimmen im Büschel aus P die beiden aus diesem Punkte 
kommenden Strahlen der Congruenz. 

In einer behebigen Ebene ir femer sei x' die Gerade, welche die 
nämlichen beiden Strahlen von (A, a) und {.B, ß) trifft, wie der Strahl 
x^ von E/j. Beschreibt x^ in CT^ einen StrablenbÜsehei, so macht der- 
selbe (A, «) und (J5, ß) projectiv und x' beschreibt in it den Büschel, 
der zu dem von diesen beiden projectiven Büscheln erzeugten Gewinde 
gehört. Demnach bewegen sich x' in ar und a^ in ü^ eollinear, und 
also, wenn wir 1^ mit rc in Wj schneiden, auch x' und x,^. Die 3 sich 
selbst entsprechenden Strahlen dieser in derselben Ebene gelegenen 
collinearen Felder sind die Oongruenzstrahlen in jt. 

Hinsichtlich der Ableitung der weiteren singulären Elemente, so- 
wie der confocalen Congruenzen aus dieser Herstellungs weise der Con- 
gruenz (2, 3), bezw. der (3, 2) aus der dualen verweisen wir auf die 
Abhandlung von Stahl; sie führt ihn ebenfalls zu der Bezeichnung 
der singulären Elemente durch Ol, . . ., 45 und 012 ^ 345, . . . 

4,-t2 Die Reciprocität oder Oorrelation zweier Bündel kann bekanntlich 

in Kwei Weisen ausarten.*) In dem einen Falle hat jeder von den 
beiden Bündeln eine ausgezeichnete Ebene y,, bezw. y^; die Strablen- 

*) Hii-et, Proc. London Math. Sociöty Bd. Ö S 40; Annali di Mii,lt;Liia,tica 
Spr, TT Bil. (i S, 200; vwgi. aiicb Nr. 2fiC. 
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büscliel der Bündel in denselbeo sind projectiv und das Entsprechen 
der Elemente in der Correlation findet folgendermasaen statt: Jedem 
Strahle des einen Bündels, etwa des K,, der nicht in y^ Hegt, ent- 
spricht y^; jedem Strahle aber in y^ entspricht jede beliebige Ebene 
durch den in der Projectivität zwischen den Büscheln (iJ,, ji,), {U^, y^) 
entsprechenden Strahl von y^. 

Lassen wir also bei unserer Erzeugung die Eeeiprocität in dieser 
Weise ausarten, so ergeben sich für die Strahlen X2 von C^, die nicht 
in y^ liegen, als zugehörige Congruenzstrahlen die Strahlen der Ebene 
y^ und das Strahlenfeld in dieser Ebene lost sich ab. Die verbleibende 
Congruenz (2, 2) ergiebt sich daher vermittelst der zu (U, y^) ge- 
hörigen Strahlen x^. 

Dieser Büschel {U, y^) macht zunächst v^iederum die Büschel 
{Ä, d), (S, ß) zu einander projectiv mit AB als sich selbst ent- 
sprechendem Strahle, sowie projectiv zu (f7; 72) "^'^ ^^ ij^j ^i)» ^"^ 
dass , wenn x^ und % entsprechende Strahlen dieser beiden Büschel 
sind, in {^A, «), {B, ß) ihnen die von a;^ getroffenen Strahlen a, b 
entsprechen. Dem .% entspricht aber in der Correlation jede beliebige 
Ebene durch x^ und die Strahlen in diesen Ebenen |^, welche a, h 
treffen, gehören zur (2, 2), d. h. alle Strahlen, welche die drei ent- 
sprechenden Strahlen a, b, x^ der projectiven Büschel (Ä, «), (B, ß), 
(f, y,) treffen. Wir gelangen zu unserer früheren Erzeugung der Con- 
gruenz (2, 2) durch 3 projective Strahlen büschel, von denen zwei einen 
gemeinsamen und sieh selbst entsprechenden Strahl haben,*) 

Lässt man aber die Correlation zwischen tJi und U^ in der an- 
dern Weise ausarten, bei weicher die beiden Bflndei 2 projective 
Ebenenbüächel enthalten und jedem Strahle des einen Bündels die 
Ebene des Büschels im andern correspondirt, die der ihn enthaltenden 
Ebene des Büschels des ersten Bündels in der Projectivität homolog 
ist; dann zerfällt die erzeugte (2, 3) in ein Strahlennetz und eine 
Congruenz (1, 2), deren Strahlen sich auf eine Gerade und einen sie 
treffenden Kegelschnitt stützen (Nr. 310). 

Durch Cremona' sehe Verwandtsdiaften entsteht, nach Nr. 349' — 351, 
die Congruenz (2, 3) in folgender Wdse: 

1) Sie wird durch die Schnittlinien entsprechender Ebenen zweier 
Bündel in quadratischer Verwandtschaft gebildet, wenn eine sich selbst 
entsprechende Ebene vorhanden ist. 

*) In diese einfachere Form kann die Specialiaicnng seiner oben beaprocbeaen 
Erzeugung der (2, 3), tiezw. (3, 2), welche W. Stahl im Journal für Mathematik 
Bd. 93 S. 172 als Erzeugung der (2, 2} beapriehfc, gelmüit wLiden, vPigl im 
nämlichen .Tournal Bei. 101 S. 166. 
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2) Sie entsteht weiter durch die Verbinduagsliuieii entsprechender 
Punkte zweier Felder, die sich in einer CremoDa'achen Verwandt- 
schaft 4. Grades mit 3 einfachen und 3 zweifachen Hauptpunkten ia 
jedem der beiden Felder befinden; wofern beide auf der Schnittlinie 
einen doppelten und einen einfachen Hauptpunkt haben und jeder 
Punkt der Schnittlinie sich selbst entspricht. 

3J Sie entsteht durch die Verbindungslinien entsprechender Punkte 
zweier Felder in Cremona'scher Verwandtschaft 3. Grades, wenn 
einem gemeinsamen einfachen Hauptpunkte beider Felder, ebenfalls 
in beiden, ein zweiter unendlich nahe liegt. 

3 Bas der Congmene (2, 3) mgehörige Nullsystem (Nr. 289) hat die 

Chardkteristihen a^\, ß = S, y = 1. Jedem Punkte X des Raumes 
ist eine Ebene | zugeordnet, welche die beiden von ihm ausgehenden 
Congruenzstrahlen (/. verbindet; jeder Ebeue | aber sind 3 Punkte X 
zugeordnet, die Schnittpunkte der 3 in ihr gelegenen Congruenz- 
strahlen. Jede Gerade des Raums gehört einmal mit zwei Strahlen 
der Congruenz zu einem Büschel zusammen, oder der Hang der Con- 
gruen^ ist 1. 

Damit wird dv/rch die Congruenz jeder Geraden ein bestimmter 
FttnJit L auf ihr und eine bestimmte Ebene i. durch sie, also ein StrcMen- 
hüschel, SV, dem sie gebärt, eindeutig zugeordnet. 

Sewegt man den Punkt X auf einer Geraden l, so umhüllen die 
Nuilehenen | einen Torsus 2. Klasse, d. h. einen Kegel 2. Grades. So 
wird also a/uch jeder Geraden l ein bestimmter ihr nickt ang^Öriger 
Funkt L' zugeordnet, die Spitze dieses Kegels. 

Die Curve \ l \ der Nullpunkte der Ebenen dureh eine Gerade l ist 

4. Ordmmg 1. Art, wie bald erkannt werden wird, und trifft l im 
Scheitel des ihr zugeordnetett Sirahlenbüschels. Sie geht durch die 5 sin- 
gulären Punkte S^ und ist, neben l, die Doppelcurve der Regelfiäche 

5. Grades der Congruenzstrahlen, welche sich auf l stützen. 

Die Flüche (P) der Nullpunkte der Ebenen eines Bündels P ist 
eine Fläche ^. Grades; liegt l auf ihr, so ist P der zugehörige L'. 

Jede Gerade l dureh P trifft diese Fläche zum zweiten Male in 
dem ihr zugehörigen Punkte L. 

Die sämmthchen Flächen (P) bilden ein hneares System 3. Stufe 
(Nr. 316); alle gehen dureh die 6 Punkte S^ und die den Punkten P 
einer Geraden l zugehörigen (P) haben die ßaumcurve 4. Ordnung 1 1 \ 
gemeinsam, womit diese als von der 1. Art nachgewiesen ist. Die 
den Punkten einer Ebene entsprechenden (P) haben noch die 3 Null- 
punkte dieser Ebene gemein. Also bilden die S Nullpunkte einer 
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Ebene mit den 5 siugulären Fimkten 2. Grades stets eine Gruppe von 
assocürten Funkten. 

Fällt P io einen der S^, so löst sich von (P) die Ebene (S^) ab; 
die Ycrbleibende Ebene, welche die reducirte (P) vorstellt, verbindet 
die 3 Punkte S^, welche dem 5^ nicht verbunden sind. Auf diese Zu- 
ordnung wurde schon in Nr. 423 hingewiesen.*) 

Geht l durch einen S^, so trifft sie eine (P) nur noch einmal; 
die Nullebenen der übrigen Punkte vou l bilden also einen Ebenen- 
büschel; die Axe dieses Btischels ist die einfache Leitgerade l' der 
cubischen Regelfläehe, welche von den die l treffenden Congruenz- 
strahlen erzeugt wird (ausser (Sg)}. 

Beschreibt l den Bündel um Sg, so durchläuft /' diejenige von 
den 5 coufoealen Congruenzen (2, 3), welche der Gruppe [S\ zugehört, 
die den S^ nicht enthält (Nr. 344). 

Die Nullebenen der Punkte einer Ehene b umküllen eine Fläche (e) 
4. Klasse, für welche die 3 Conffruemsirahlen in e Axen von Büscheln 
von Doppel-Tangentialebenen sind und die Ebene s eine dreifache Beruh- 
runffsebene ist. üie Fläche ist mithin dual zur römischen Fläche von 
Steiner, eine Fläche 3. Ordnung mit i Knotenpunkten. Die Berührungs- 
ebenen dieser Fläche haben also einen ihrer 3 Nullpunkte in e; für 
die Ebenen des Berühmngskegels aus einem Punkte P ist der Ort 
dieser Nullpunkte der Schnitt von a und der Flache 2. Grades (P). 
Liegt P auf (e), so zerfällt der Berührungskegel 4. Klasse, weil er 
dann 4 doppelte B er ührungs ebenen erhält (von denen 3 nach den ge- 
nannten Büscheln gehen, der vierte aber die (s) in P berührt), in 
2 Kegel 2. Grades und dem entsprechend der Schnitt vou s mit (P) 
in 2 Gerade. Die Pmikte von (s) sind also di^enigen, dere» Flächen (P) 
die Ebene s ia^ngiren (Nr. 56). In den Knotenpunkten von [_s) vereinigen 
sich die beiden Berührungskegel 2. Grades zum Ansehmiegungskegel. 
Die den 4 Knotenpunkten mgehörigen Flächen (P) sind daher Kegel, 
welche die Ebene s herühren. Dass es in einem linearen Systeme 
3. Stufe von Flächen 2. Grades 4 Kegel giebt, die das thun, ist be- 
kannt; denn das lineare System 3. Stufe von Kegelschnitten, in dem 
es von der Ebene geschnitten wird, enthält 4 Geradenpaare mit zu- 
sammengefallenen Geraden, die gemeinsamen Tangenten nämlich der 
Kegelschnittschaar, welche auf dem Systeme ruht.**) 

*) Bb siod dies die Ebenen a von Vobh, a. a. 0. S. 383. 
**) Eeye, Geometrie der Lage, 1. Abth., 3. Aufi. S. 331. 
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434 Diese Congruetis hesitst (Nr. 324) 2 singulare Punkte 3. Grades 'tmii 

je 6 vom 2. und 1. Grade. Sie hat einen notMvendigeti Doppdsirald, 
tcelcher die leiden S^ verbindet und gemeinsame Doppelkaute den ieidefi 
Kegel (Sg') ist (Nr. 318). Jeder von diesen Kegeln entJialt alle 6 Punkte 
8^, sodass ein Sg und ein 8^ stets verbunden sind. Dagegen veitheihn 
die 6 PunJste S, sich su je dreien auf die leiden (S^) und jede» S^ a^t 
nur einetn Sg veriitnden. Zwei Ä, , welche a/itf demselbmi (S,) hegen, sind 
eiitander nickt verbunden (Nr. 329). Auf einem Kegel (Sj) befinden siJi 
beide 8^, 4 weitere 8^ und 2 S^ {Nr. 324). 2m jedem S^ giibt es aho 
nur einen andern 8^, der ihm nicht verbunden ist. Die 6 Punkte 8 
büden daher 3 Paare nicht verbundmer. 

In einer Ebene (S^) liegen 1 8^, 3 S^ und 2 andeie S^ Jeda S^ 
hat demnach 3 ihm nicht verbundene 8^, von denen 2 mit ihm auf 
demselben Kegel iß^ liegen, der dritte aber a/uf dem andern Wir haben 
folglich zweierlei Paare nicht verbundener Punkte 8^, namhch b Paare, 
deren leide Punkte auf demselbeit (8^) liegen, umd 3, bei deii-en &!e vet 
schiedenm (8^) ar^ekören (Nr. 332). 

Zwei Kegel (S^), deren Spitzen nicht verbunden sind, gehen duich 
die nämlichen 8 weiteren Punkte S (Nr. 327), duich die beiden S^ 
alle 4 Übrigen 8^ und durch 2 Punkte S^, welche sit-h gegenseitig 
nicht verbunden sind, weil sie die beiden Spitzen Sg zu gemein'.amen 
verbundenen Punkten haben (Nr. 329). 

8omit wird jedem Paare nicht verbundener Punkte S_ ein Paai 
ebenfalls nicht verbundener Punkte S, zugeordnet, welche heule ^enen heulen 
verbunden sind. Diese 3 8^-Paare sind die von der zweiten Art, weil 
die beiden 8^ die einzigen gemeinsam verbundenen der jS, eines 
Paares sind und also letztere keinem 8^ gemeinsam verbunüen sind. 

Die beiden Ä,, welche einem 8^ verbunden sind, sind zugleich 
demjenigen S.^ verbunden, der jenem nicht verbunden ist. 

Nennen wir die Paare nicht verbundener Punkte S,^: 

1, 1*; 2, 2*; 3, 3% 
die beiden 8^, 

4, 5, 

so können wir die S, bezeichnen mit: 

14, 24, 34; lö, 25, 35, 
von denen jene auf (4), diese auf (5) liegen und die beiden auf den 
Kegeln 2. Grades (z) und (»*) befindliehen 8^ dann «4 und i5 sind. 
Dem Punlsle 14 sind nicht verbunden 24, 34; 15. Auf don Kegein 
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3. Ordüunff (4), (5j liegen alle siuguläi'eii Paukte, mit Ausnahme von 
15, 26, 35, be™. 14, 24, 34. 

üeber die Vertlieilung der siugulären Punkte auf deu (S^) und 
(iS,) giebt die folgende Tabelle Auskunft: 

(1): i, ö; 1, 2, 3, 2* 3'; 14, 15; (l*): 4, 5; 2, 3, 1«, 2«, 3»; 14, 16: 
(2): 4, 5; 1, 2, 3, 3», 1*; 24, 26; {2«j: 4, 6; 3, 1, 1», 2«, 3»; 24, 25: 
(3): 4, 5; 1, 2, 3, 1«, 2»; 34, 35; (3*): 4, 6; 1, 2, 1«, 2», 3«; 34, 35; 

(14): 4; 1, 1»; 14, 25, 36; 

(24): 4; 2, 2*; 24, 35, 15; 

(34): 4; 3, 3«; 34, 15, 26; 
hl jeder der smgiilären Ebenen höben wir 3 Transrersalen (Nr 32^1 ; 
diejenigen z. B. in (14) verbinden 4 mit 1 und 1" 



(1«): 


4, 6; 


2, 3 


1« 


2«, 


3»; 


(2«i: 


4, 6; 


3, 1 


1*, 


2«, 


3»; 


(3»): 


4,5; 


1, 2 


1«, 


2», 


3«; 


(15) 


5; 1 


. 1*; 


15, 


24, 


34 


(25) 


5; 2 


,2»; 


25 


34, 


14 


(35) 


6; i 


.3*1 


36, 


^i, 


24 



4) dioüi (?/e43ö 
da da» aar 



Die Eckert eines Com^lex-Tetraedetä toetden (Nr 
beiden Sg wid awei einander nicht verbundene S^ gehl 
auf 3 Weisen möglich ist, ao liabeu wjr 

Dwch die Congruens (2, 4) gehen, j tehaidtale Cotuph'i Dip 3 
Teti'aeder sind: 

4, 5, 1, 1*; 4, 5, 2, 2\ 4 >, 6 d* 

Von den Ebenen eines dieser Tetraeder sind mit vocli 2 singulare 
Ehenm, z. B. beim ersten 11*4 ee (14), ll*orE(I5) 

Da je zwei von diesen Tetraedern 2 Eckpn (4 o) gemeinsam 
liabeti, so ist unsere Congnißns der Durchschnitt zueiet tftraedtalen Com- 
plexe ausser swei Bündeln. 

Und wir haben auch noch folgende Entstehungs weise dccselben: 

{Ä,a) und (B, ß) seien zwei projective Sti ahletiimchrl (.-i «) und 
{B, ß') zwä, andere mit den nämlichen Scheiteln, AUe Strahlen, ivelche 
sugleich swei entsprechende Strahlen der ersteren und zwei entsprechende 
Sirahlen der letzteren treffen, bilden eine Coiigruene (2, 4), für welclie A 
und B die singulärm Punkte 3. Grades sind. 

Jeder von den 3 tetraedrälen Complescen führt zu einem dreistufigen 
in der Congruens enthaltenen Systeme von unicursalen Regelflächen 4. Grades 
mit cuUscher Doppekurve (Nr. 347); weil zwei von den Tetraedern zwei 
Ecken gemeinsam haben, ergiebt sich dies wie in Nr. 424. 

Nach Nr. 332 besteht eine aus BunJäen S g^ildete Gruppe associirter 
Fmüäe [SJg, durch welche die Trägerflät^en eines Systems von Regel- 
schaaren, die in der Gongrucnz enthalten sind, gehen, aus den beiden S^, 
ans 3 nickt verbundenen S,, die ein Paar der zweiten Art bilden, und 
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248 I^iö Congruenz (S, 4}. 

atis den 4 FtmUm S^, die nicht auf der Schnittlinie der ieiäen sugc- 
horigeit Ebenen (weiche die den S^ gemeinsam verbundenen S^ triij^t) 
liegen. 

DenmacJi sind die 3 Graben {S\ die folgenden: 
II 4, 5, 2, 2* 3, 3* 14, 15; 

III 4, 5, 3, 3*, 1, 1*, 24, 25; 

IV 4, 5, 1, I*, 2, 2*, 34, 35. 

Die Träfjerflächen eines Systetm Jtaben nun nur noch 3 gemeimame 
TangmUalel>enen, diejenigen, welche den Punkten ä, der Gruppe zu- 
gehören (Nr. 331), also bezw. (14), (15); (24), (25); (34), (35); und 
die Büschel (4, (*4)), (5, (jö)), ^ ^ 1, 2 oder 3, tverden durch die Con- 
gnime p-ojeetiv gemacht (Nr. 334). 

In jedem Begdsehaar-Systeme, z. B. dem der Gruppe II entspreelien- 
den, hab&i wir nun 2 Kegel, die aus den beiden weiteren Punkten S^, 
die nicht der II angehören, (1) und (1*), und nur noch 2 Strählen- 
biischel- Paare, deren Seheitel die 4 übrigen Punkte S, sind, also die 
Paare (24), (35); (25), (34), Somit gehen durch die Gruppe blos noch 
2 Ebeaenpaare, in den beiden früheren Fällen 4, bezw. 3. 

436 Die Brmnfläche ist 4. Ordnung 8. Klasse mit den 14 Funkten S 
als conisdien JDo^^pel^nliten lind den 6 Ebenen a als conischen Doppel- 



Sie hesitd (Nr. 326) einen Torsos 4. Klasse von Berühningselmen, 
die in 3 Ptmkten berühren, tind dnen Torstis 12. Klasse von staUonären 
Berührtingsehmen, der längs einer Curve 12. Ordnung tangirt.*) 

Von jedem der Knotenpunkte kommt noch ein Tangentialkegel 
6. Ordnung und 4. Klasse (Nr. 389). Der TangenUalkegel «ms einem 
Funkte S^, ?.. B, aus 4, besteht aus dmn migehörigen Kegel 3. Ordnung 
rnid d. Klasse (4) oder genauer (4)3 und 3 singulären Ebenen (14), 
(24), (34); derjenige aus einem S^, z. B. aus 1, aus dem zugehörigen 
Kegel (1\, zwei singulären Ebenen (14), (15) und also noch einem Kegel 
2. Ordnung, den wir (1)^* nennen wollen. Endlich derjenige aus einem 
Sj, etwa 14, besteht aus 3 singulären Ebenen (14), (25), (35) und dem- 
nach noch einem Kegel 3. Ordnung mit Doppelkante, welcher (14)g heissen 
möge. In dieser Beziehung verhalten sich also die 8^ und S^ gleich- 
artig. 

Die gegebene Congruenz heisse wiederum C, und die den Gruppen 
II, III, IV entsprechenden confocalen Q, C3, Q. 

*) Dieselbe bildet mit den 6 Kegel aclmitten der aiDgulären Ebenen die para- 
bolische Curve der *, 
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Ersetzen wir also, uiu zu Q zu gelangeiij die durch II gehenden 
Regelsehaaren durch ihre Leitschaaren, so durchstreichen die durch 
4, 5 gehenden Geraden dieser Leitschaaren die Büschel (4,(14)), (5,(15)); 
also sind bei Q die Punkte S^ von Q, 4 und 5, vom 1, Grade ge- 
worden mit den zugehörigen Ebenen 14, 15. Die Leitgeraden aber, 
welche durch die 6 übrigen Punkte von 11, 2, . . ., 14, . . . gehen, be- 
schreiben die neuen Kegel (ß^^, . . ., (14)3, ■ ■ 

Die im Regelachaar- Systeme befindlichen eoiiiscben Regeischaaren 
(1)2, (l*)a gehen in sich selbst Über und die ebenfalls zu ihm ge- 
hörigen beiden Strahl enbü 8 cb el - Paare (24), (35); (25), (34) tauschen 
ihre Ebenen aus. 

Seim üehergange von C^ zu einer der 3 confocalm Congrumgen 
tauschen die ieiden S^ mit swei S^ den Grad aus itnd ztvar mit swei 
nicht verbundenen der mveiien Art, die iibrigen 10 Punkte S behalten 
ihren Grad und zwei Sg auch ihre Kegel. 

Es gehören also bei C^ zu den Punkten: 
4 5 1 1* 2 2* 3 3* 14 15 24 25 34 35 
die Kegel oder Ebenen: 
(14) (15) (1), (1«), (2),« (2-'),' (3),* (3*),* (14), (15), (35) (34) (25) ^24) ■ 

Für die gemehisaine Sefraehtung aller 4 confocalen Congniemen 437 
ist aber, ähnlicli wie in den früheren Fällen, folgende Bemchnung die 



Wir fügen den einzifferigen Namen der Punkte wiederum eine 
zu und erhöhen alle Ziffern um 1, den 6 Punkten aber, die für alle 
4 Congruenzeu vom 2, Grade sind, geben wir zwei Namen, wegen der 
2, Kegel 2. Grades, welche je von ihnen ausgeben, nämlich ausser 
denen, welche sie durch die eben beschriebene Äenderung erhalten 
haben: 

12, 12*; 13, 13*; 14, 14*, 
noch die Namen: 

34* 34; 24* 24; 23*, 23; 

56 ist also in Wegfall gekommen. 

Die Kegel 2. Grades aus 12^34* sind (12),, (34*)^, die aus 
12* ^ 34 ebenso (12*)^, (34)2, . , .; wobei die zuerst genannten Kegel 
diejenigen sind, welche dem Punkte in der Congruenz C^ zugehörea. 

Die 14 Funkte S ser fallen also in S Gruppen G^, G^ von 8 tmd 
6 Funkten. Die 8 der ersten Gruppe, alle Punkte, in deren Namen 5 
oder 6 vorkommt, senden an die Brennfläche einen Kegel 3. Ordnung 
und 3 Ebenen (SiraMcnbüschel), und jeder von ihnen ist für eine von dm 
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4 confoaden Couyniensea 3. Grades, fär die 3 andern 1. Grades; die 6 
andern sejiden an ^ 3 Kegel 2. Grades umi 3 Ebenen und sind für 
alle 4. Congruengen vom 3. Grade.*') 

Den 6 Ebenen <s, welche bisher (14), (24), . . (35) hiesseu, geben 
wir durch ilie obige Äeaderuug die Namen: 

(125), (135), (145), (126), (13G), (146) 
und die Nebennamen: 

(346), (246), .... 
Die Kegel 3. Ordnung sind: 

(15)3,(16)3; (25)3, (26),; (35)g, (36)„; (45),, (46)3. 
Ahm diesen Nameu lesen wir unmittelbar die Incidenzün ilar Punkte 
mit den Kegeln und Ebenen ab. 

Die 6 Punkte S in einer der 6 Ebenen <? er<!;ebeti sioli wie früher; 
auf (125) = (346) z. B. liegen: 

12, 15, 25, 34, 30, 35. 
Die 3 Ebenen fl dnrch einen Punkt der Gruppe G^, ■/.. B. 15, A\\6. 
(125), (135), (145); auf ihren 3 Schnittlinien liegen 26, 36, 46, drei 
ebenfalls au dieser Gruppe gehörige Punkte. Die übrigen 10 liegen 
auf dem Kegel (lÖ), und zwar der Punkt 16 auf der Doppeikante, 
die andern zu je dreien in den eben genannten Ebenen. 

Durch einen Punkt der Gruppe G^,, z. B. 12^34*, gehen die 
Ebenen (125) = (346), (126) = (345), auf deren Schnittlinie noch der 
Punkt 34 ^ 12* aua derselben Gruppe liegt; die Übrigen liegen auf 
den beiden Kegehi (12)j, (34*)2 und zwar auf ersterem: 

13, 14, 15, 16, 23, 24, 25, 26, 
auf letzterem : 

13, 23, 35, 36, 14, 24, 45, 46; 

gemeinsam sind beiden 13, 23, 14, 24, die zu G^ gehören; die andern, 
alle von Gg, sind die Schnitte des einen oder andern Kegels mit den 
beiden Ebenen durch 12 ^ 34*. 

Durch die nämlichen 8 Punkte wie (12)^ oder (34*)^ geht auch 
(12*)a, bezw, (34)^, so dass wir nur 6 solche Gruppen von 8 Punkten 
haben. 

In der Congruenz Q sind vom 3. Grade die Punkte hh, hQ mit 
den zugehörigen Kegeln (7*5)3, ('^6)3; alle übrigen Punkte mit der 
einen Ziffer 5 oder 6 sind in dieser Congiiienz 1, Grades; zu ^5, «6 
gehören die Ebenen (Mb), {hiG). 

*} Der Bestandtheil 12. Ordnting- der parabolisöheu Cnrve seht durch die 
erstem je 3 mEiI, duroli die andern ie .t mal. 
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Jeder voo deu 6 Puukteu der G^ hat in seinem einen Namen 
eiue 1; ist dieser Name lA, so gehört ilim in Bezog auf Q der uäm- 
liche Kegel zu, wie in Bezug auf Q, und in Bezug auf die beiden 
andern Congruenzen der zweite Kegel. 

Die Punkte der mit II bezeicfineten und den Congruenzen Q, Q 43H 
gemeinsamen Gruppe [S\ sind in der jetzigen Bezeichnung 

15, 16, 13, 24, 14, 23, 25, 26 
(vgh wiederum die untere Zeile von II in der Tabelle von Nr. 3ü8), 
also die 8 Punkte auf (12X und {12*)j. 

Jedem Paa/re von zwei der 4 Congrumsen, Q und C,-, ents^ichi ein 
Kegeipaar (hi^, (hi*)2 ^it 8 gememsamen Fwiilden, je vier aus Gg und 
(?y, ivelchc eine Gruppe von 8 assocürten FanMeii bilden. 

Zu diesen 6 Gruppen tritt noch eine siebente Gmppc von assocürteii 
Ihtnhten, nämlich die Gg. 

Denn die 8 Punkte derselben sind ersiehtlicli auf den 3 Ebeneu- 

(125) (126), (13ö) (136), (145) (146) 
gelegen. 

Demnach lassen sicli im Ganzen aus den 14 IkmJden S 7 Gruppen 
von 8 associirten Funlcten bilden. 

In ihrem Vethaltpn su cinci von den 4 Congi iten^en , :: B £u Cj, 
sind sie von dreierlei A>t 

Die 3, durch welche je die Tiageiflachen eines m C, enthaltenen 
Regel seh aar- Systems gehen, sind schon beschiieben (Ni 435) 

Von 3 iveiteren hesüht jede aus S Paaren mdit verbundene Punkte 
(Sa der C, und den betdeii Famen lon S^, nelche diesen gememsam ver- 
bunden sind (Nr. 434'! 

Denn z. B. die auf {2i\ und (23*); ^jelegene Uruppt (durch 
welche die Trägerflächen von Regelschaar- Systemen in Q oder C., 
gehen) ist: 

12, 24, 25, 26, 13, 34, 35, 36 

oder in der früheren Bezeichnung: 

1, 2* 14, 15, 2, 1* 24, 25; 
von denen 14, 15 den 1, 1*; 24, 25 den 2, 2* verbunden sind. 

Die letzte Gruppe endlich bestehi a-us den b^en S^ und den 6 S^ 
der Q. 

Aus der letzten Gruppe, in dem Schema: 

15, 25, 35, 45 

16, 26, 36, 46 
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geschrieben, ergeben sich die übrigen 6 in folgender Weise: Zwei 
gegenüberstehende Paare, wie 15, 25; 36, 46, liegen in einer Ebene 
(125) = (346), die beiden andern Paare 35, 45; 16, 26 geben die 
«weite Ebene eines Ebenenpaares durch die Gruppe; auf der Doppel- 
linie liegen 12, 34; ähnlich 13, 24; 14, 23 auf den Doppellinien der 
beiden andern Ebenenpaare. 

Zwei unter einander stehende Paare, wie 15, 25; 16, 26, die also 
bez. auf den beiden Ebenen des ersten Ebenenpaares liegen, bilden 
mit den Punkten auf den Doppellinien der beiden andern Ebenenpaare 
eine von den 6 weiteren Gruppen.*) 

439 Wir können hier (und ebenso in den weiteren Fällen) nicht ein- 

gehend die Frage erörtern, ob auch umgekehrt jede Fläche 4. Ordnung 
mit 14 Knotenpunkten Brennfläche (mindestens) einer Strahleneongruenz 
(2, 4} ist. Wir müssten sonst die nicht einfache und ziemlich aus- 
gedehnte Theorie der Flächen 4, Ordnung mit Knotenpunkten**) ent- 
wickeln; womit wir uns von unseren eigentlichen liniengeometrischen 
Betrachtungen wesentlich entfernen würden. 

Nach den Untersuchungen Rohn's giebt es blos eine Art von 
Flächen 4. Ordnung mit 14 Knotenpunkten, welche von zweierlei Be- 
schaffenheit sind. Von 8, welche kurz N^ oder genauer -7i^s,i,i,i heissen 
mögen, kommen an die Fläche (ausser dem Änschmiegungskegel 2. Gra- 
des) je ein Berühr ungskegel 3. Ordnung {N')^ mit einer Doppelkante 
und 3 Ebenen v, welche die Fläche längs eines Kegelschnitts berühren. 
Von den 6 übrigen N^ oder genauer JV2^2, i,i kommen je zwei Berüb- 
rungskegel 2. Grades {N\ und (_N)2* und 2 Ebenen v. Die gegen- 
seitigen Schnittlinien der Bestandtheile und, im ersten Falle, die Doppel- 
kante des (N% gehen nach den 13 übrigen Knotenpunkten. 

Die Zahl der Ebenen v ist 6. Von den 91 Verbindungslinien 
zweier N sind 15 in zwei Ebenen v, 60 in einer Ebene v gelegen und 
16 in keiner; sie mögen n", «', k" heissen. 

Von einem Ng gehen aus: 3 Linien n", die 3 Schnittlinien der v, 
1 Linie n", die Doppelkante des (JV)g, und 9 Linien n, die Schnitt- 
kanten der V mit dem {N)f, die n", n" und 3 von den n gehen nach 
N^, die 6 übrigen n nach ifj. 



*) Vergl. Eohn in der gleich zu erwähnenden Preisschrift S. 37; eine Gruppe 
associirter Punkte ist dort ein eyzygetisches System genannt. 

**) Diese Flächen sind von Eohn in seiner Schriftr Die Flächen 4. Ordnung 
hinsichtlich ihrer Knotenpunkte und ihrer Gestaltung (Preis sebriften der Jablo- 
nowski'schen Geaellscliaft zu Leipzig, Heft XXVI, 1886; im Auszuge; Leipziger 
Sitzungslieriohto 1884 S. 52 und Math. Annalcn Bd. 29 S. 81) nnterencht worden. 
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Von einem N^ aber geiieu aus: 1 Linie h", die Sclinittlinie der 
beiden v, 4 Linien n", die Schnittkanten der beiden Kegel {JV)^, (JV)^*, 
und 8 Linien n, in denen diese von den v geschnitten werden; die 
zweiten N auf den n" und h" sind N^, die anf den n aber N^. Auf 
jedem der beiden Kegel (N).,, (N)^''' haben wir also, ansser der Spitze, 
8 Punkte, von denen je 4 Punkte N^ und JV^ sind. 

Auf jeder Ebene v liegen 6 Punkte N, und zwar 4 N^ und 2 N^, 
ferner 5 Linien w", von denen 2 durch jeden N^ gehen und 1 durch 
jeden N^, und lO Linien n. 

Die 14 Punkte N bilden 7 Gruppen von 8 associirten Punkten; 
6 von ihnen werden durch die auf Kegeln 2. Grades gelegenen 8 Punkte 
gebildet. Haben wir die Gruppe auf einem Kegel (J^a ^^^ Äuge ge- 
fasst, so liegt dieselbe noch auf einem der Kegel aus dem zweiten N^, 
der auf der Linie n" aus der Spitze des ersten liegt, und die beiden 
andern Kegel aus diesen beiden Punkten haben ebenfalls eine Gruppe 
gemein. 

Die 7. Gruppe besteht ans den 8 Punkten Ä,. 

Durch jede der 6 ersten gehen 2 Paare von Ebenen v, welche 
auf ihren Doppellinien je 2 Punkte N^ haben. Von den beiden übrigen 
Ebenen v enthält jede 2 Punkte der Gruppe. 

Durch die letzte Gruppe aber gehen 3 Ebenenpaare, die alle 
G Ebenen v erschöpfen und auf ihren Doppeliinien je 2 Punkte N^ 
haben. 

Jede von den 6 ersten Gruppen führt, ähnlich wie in den früheren 
Fällen (Nr. 392 und 429), zu zwei getrennten Congruenzeu (2, 4), 
welche die vorgelegte Fläche zur Brenufläche haben und in jedem 
Punkte X derselben 2 von den 6 Doppeltangenten festlegen, von denen 
die eine zur einen, die andere zur andern Congruenz gehört. Die 
6 Paare von Doppelt äugen ten in X erstrecken sich aber nur über 4 
von den 6 Doppeltangenten des X; die siebente Gnqipe führt zur Rest- 
Congruenz (4, 6) (Nr. 344), zu der die beiden letzten Doppeltangeuten 
in jedem Punkte der Fläche gehören. 

Und in dem Netse durch diese ffm^pe giebt es ein Flächcnsystem 
1. Stufe, dessen ieide Regeischaaren die (4, 6) erseugen.*') 

Für die Congruens (2, 4) fanden wir in Nr. 349 — 351 folgende }^~ 440 
zeugimgen durch Bündel oder Felder in Cremona'scher Verwcmdtschafl. 

1) Zvei Fienenbimdel in quadratischer Verwanätschaß erzeugen durch 
die Schnittlinien en^prechender Ebenen eine Congruem (2, 4).**) 

*) W, Stahl, Journal für Mathematik Bd. 95 S. 3U. 
**) W. Stahl, ebenda B&. 07 S, 146. 
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2) Aui' 3 Weiseil aller entsteht sie clurcli die V er bin dünge linien eut- 
sprecheiider Punkte zweier Felder in Cremona'aclier Verwandtschaft. 

a) Die Verwandtschaft ist diejenige 5. Grades, welche in jedem 
der beiden Felder 3 einfache, 3 zweifache und 1 dreifachen Uanpt- 
putikt hat, unter der Voraussetzung jedoch, daas in jedem Felde auf 
<ler Schiiittliüic ein doppelter und zwei einfache Hauptpunkte liegen 
und alle Punkte dieser Linie sich seibat entsprechen, 

b) Sie ist diejenige vom 4. Grade, welche in jeder der beiden 
Ebenen 3 einfache und 3 doppelte Hauptpunkte hat; wofern die Schnitt- 
linie einen gemeinsamen doppelten Hauptpunkt enthält, neben welchem 
überdies in beiden Ebenen zwei einfache unendlich nahe liegen. 

c) Oder endlich, sie ist die zweite Verwandtschaft 4. Grades mit 
6 einfachen und 1 dreifachen Hauptpunkte; wofem jedoch von den 
erateren zwei beiden Feldern gemeinsam sind und noch überdies in 
beiden Feldern zwei andere bezw. unendlich nahe neben ihnen liegen. 

Die wichtigste von diesen Erzeugungen i'.t die er^tc, weil in ihr 
ihe emtath'-te Verwandtschaft benutzt «ird und indem keiner Be- 
schrdnkung unterworfen ist 

Es düitte also nicht ohne Inteies^e sein, 7U erkennen, tvie sidi, 
aus den Eigmisckaftm det ^ emandtsüiott 3 (joadca*') Oidnung, Klasse 
und die singulaten Elemente de* fowjmens eigthen 

Die beiden eizeugendeu Ebenenbundel seien 0, Em beliebiger 
Punkt P scheidet lus dem Bündel einen Büschel aus, dem in 0' 
ein K^el 2, Klasse entspricht. Die beiden durch P gehenden Be- 
rührungsebenen desselben schneiden sich mit ihren entsprechenden 
in den von P kommenden Strahlen der erzeugten Congruenz. 

Die 4 Strahlen derselben in einer beliebigen Ebene jt sind die 
sich seibat entsprechenden Strahlen der beiden quadratisch verwandten 
Sirahleaf eider, welche die Bündel in a hervorrufen. 

Der Büschel um 00', zu ff gerechnet, und der ihm entsprechende 
und zu ihm projective Kegel 2. Klasse im Bündel erzeugen durch 
die Schnittlinien entsprechender Ebenen den Kegel 3. Ordnung, der 
aus zur Congruenz kommt und die Axe 00' des Ebeneiibüschela 
zur Doppelkante hat. 

Fällt P auf 0', so vereinigen sich die beiden Congruenzstrahleii 
in diese Linie, 

Jeder der beiden Bündel hat 3 Hauptebenen, denen je nicht blos 
eine Ebene, sondern ein ganzer Ebenenbüschel eorrespondirt. Mau er- 
hält so die 6 singulären Ebenen und Punkte 1., Grades. 

*) Koye, Zcilscbrift iui' Ma.tliematik, Bd. 11 8. 280; G. il. L. TL IC, Vortrag. 
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Sind a, ß, y, bezw. a', ß', y' diese Hiiiiptebeiien, so möge der 
Ebene ß der Büsche] um ß'y' eorrespondiren, u s. w.; man nennt dann 
ß und «', ß und ß', y und y' bekanntlieh homologe Hanptebenen. 
Dem Ebenenbiischel um einen Strahl x von ec entspricht ein Kegel 
2. Klasse, der in den Ebenenbüschei um ß'y', welcher allein der « 
entspricht, und den Ebenenbüschel um einen Strahl x' in k zerfällt 
Diese Büschel um x und x' sind projectiv und erzeugen eine zur 
Congruenz gehörige Begelschaar. 

Läsat man x und x' die Ebenen k und cc' oder ebenso ß und ß', 
y und y' durchlaufen, so ergeben sich die 3 in der Congruenn befind- 
lichen Regel seh aar- Systeme. 

Jedesmal bewegen sich x und x' projectiv und schneiden sich 
zweimal und wir erhalten so die beiden Kegel jedes Systems, also die 
6 singulären Punkte 2. Grades der Congruenz, zu je zweien auf «a', 
ßß'i yy' gelegen. 

Nennen wir die zu den singulären Ebenen a, ß, y, a', ß', y' ge- 
hörigen singulären Punkte S,, weiche hezw. auf jS'j-', ..,, aß liegen, 
A, B, ü, A'y JS', C, so sind z. B. die beiden S^ ^"f cca' den beiden 
A, Ä' gemeinsam verbunden. 

Weun nun bei der Bewegung von x und x' in a und «' der Strahl 
X nach aß kommt, so fäÜt x' nach a'y' und die Projectivitat der 
Ebenenbüschei um x und x artet derartig aus, dass einer beliebigen 
Ebene durch «^ die Ebene y', der Ebene ß der ganze Büsche! a'y' 
correspondirt; sie hat ß und y' zu singulären Ebenen. Die erzeugte 
Regelschaar zerfällt daher in die Büschel (B, ß), (C', y'); das zweite 
Büschel-Paar in dem zu a, a' gehörigen Reg ei sc haar- Systeme ist {C, y), 

Jeder Strahl von oder 0' führt zu einer in der Congruenz ent- 
haltenen cnbiachen Regelfläche (Nr. 344), die ihn zur doppelten Leit- 
geraden hat und dnrch den Ebenenbüschei um ihn und den entsprechen- 
den Kegel 2. Klasse im andern Bündel erzeugt wird. 

Wir erinnern, dass die einfachen Leitgeraden dieser Regelflächen 
die Congruenz (4, 6) erzeugen, welche mit den 4 confocalen Cougruenzen 
(2, 4) die Doppeltangenten- Congruenz der Brennfläche zusammensetzt, 
nnd dass, obwohl die beiden Punkte Sg zu zwei solchen Systemen 
2. Stufe von cubischen Regelfläehen p^ führen, die einfachen Leit- 
geraden der einen, wie der andern did nämliche Congruenz bilden 
(Nr. 344). 

Dme Uest'Congruens (4, 6) ist nun noch in Bestig auf ihr Verhalten 441 
m ihn 14 J'unJit^n S m unteraiidien. 
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Wir wissen aus Nr. 344, daas die Kegel (Sg) — als (S„_i) oJer 
(S^) im eugern Siune — m ihr ffehörm, aber auch die Kegel 3. Ord- 
nung j welche aus den S^ der gegebenen Congruen^ Cj kommen, indem 
diese ja zu einer der confoealen Congruenzeu gehören und (4, 6) sich 
zu allen 4 confocalen (2, 4) gleichartig verhält. Bleibt man aber bei 
der Beziehung auf die Cj, so erkennt man das Enthaltensein dieser 
Kegel in der (4, 6) foigendermassen; Jeder Strahl l' eines solchen 
Kegels ist, als Strahl einer confocalen Congruenz, Leitgerade einer 
Regelschaar p der Q; folglich zerfällt die Fläche 6. Grades (l') der 
l' treffenden Strahlen von Q in den Büschel (S,), diese Regelschaar p 
und eine Begelfläche p', für welche V auch einfache Leitgerade ist. 
Der dem S, nicht verbundene Sg, den wir, als den bequemeren, be- 
nützen, ist dreifach auf {l'), einfach auf q, also doppelt auf p*, folglich 
geht deren doppelte Leitgerade l durch ihn, und V gehört zu (4, 6). 

Zu den Kegeln, welche aus den S.^ der Cj zur (4, 6) kommen, 
wird uns die folgende Betrachtung führen. 

442 Der Mang von (2, 4) ist 2; mit jeder Geraden l gehören zweimal 

2 Congruenzstrahlen zu dem nämlichen Büschel. Also sind ihr zwei 
Punkte L und zwei Ebenen l zugeordnet, die mit ihr ineidiren. 

Während, wie bei allen (2, m), jeder Punkt nur eine Nullebeue 
hat, hat jede Ebene 6 Nulipunkte. 

Der Torsus X f^er Nullebenen der Punkte von l, zu denen die /l 
gehören, ist 3. Klasse, so dass sie, im allgemeinen, eine cubische 
Raum cur ve oseuliren. 

Die Curve 1 1\ der Nullpunkte der Ebenen durch l ist 8. Ordnung, 
trifft l in den beiden Punkten i, geht durch die S^ dreimal, durch 
die S^ einmal und liegt doppelt auf der Regelfläche (f) 6. Grades der 
die l treffenden Congruenzstrahlen. 

Z>je Nullpunkte der Ebe)ten eines Bündels P bilden eine Fläche 
3. Ordnung (P), die von jedem Strahle durch P in den ihm zugehörigen 
Punkten L getroffen wird (Nr, 289). Auf ihr sind die Sg äfach, die 
Sg Ifach. Folglich sind auf einem Strahle durch einen S^, bezw. 
einen S^ beide L oder nur der eine in den Punkt 8 gerückt 
(Nr. 312). 

Wenn l durch einen 8^ geht, zerfallt die RegeJfliiche {l) in (iSj) 
und eine p*, deren einfache Leitgerade V zur (4, 6) gehört; die Null- 
ebenen der Punkte von l bilden den Ebenenbüschel von V. 

Geht aber l durch einen S^, so bleibt von (J), nach Absonderung 
des (Äg), eine Regelfläche 4. Grades. Sie hat in jeder Ebene durch l 
2 Erzeugende; deren Schnittpunkte bilden einen Doppelkegelschnitt auf 
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der FJäclio — in der Ebene X' — , welcher der / in dem nieht in den 
S^ gefallenen Punkte L begegnet (Art Vj. 

Die Nullebenen der Punkte dieser (, zu denen die dem L ent- 
sprechende l gehört, umliüUen einen Kegel 2. Grades. 

Ist L' dessen Spitze, so ist danach jedem Strahle l durch einen 
S.2 ein Punkt L' und eine Ebene i.' zugeordnet. 

Auch, wenn l den Doppelstrahl d trifft, sondert sich vom Torsus 
3. Klasse _^ der Ebenenbnschel ä ab und als reducirter Torsus bleibt 
ein Kegel 2. Klasse. 

Kehren wir aber zur Fläche (P) 3. Ordnung zurück. Die Ver- 
bindungslinie ihrer beiden Knotenpunkte jS^, der Doppelatrabl d der 
Cougraenn, gehört ihr qnaternär und torsal an.*) 

Ausser dieser Geraden hat sie noch 8 binäre, durch jeden Knoten- 
punkt 4, und 7 unäre.**) Zu den letzteren gehören die beiden Con- 
gruenzsti-ahlen g', g" aus P; in Nr. 318 wurde gefunden, dass aus 
jedeui der beiden 8^ in den Ebenen nach g',g" je zwei Gerade kommen, 
welche ganz auf (P) liegen; dies sind die 8 binären Geraden. Nehmen 
wir sie als l, so gehen die zugehörigen V — für die 4 aus dem einen 
Äs dieselben wie für die aus dem andern — durch P und sind die 
4 Strahlen der Congruenz (4, 6) aus diesem Punkte (Nr. 344). Von 
den fünf noch fehlenden unären Geraden der Fläche (P) ergänzt die 
eine sowohl die g', g", als auch in der torsal längs d berührenden 
Ebene diö doppelt gerechnete ä zum vollen Schnitt. Für den dieser 
Geraden zugehörigen Kegel 2. Klasse der Nullebenen ist P die Spitze. 
Die 4 übrigen Geraden vervollständigen den Schnitt in den weiteren 
Seitenhöhen des Vierkants der binären Geraden aus dem einen, wie 
aus dem andern S^. Der Torsus 3. Klasse 1^, welcher einer dieser 
Geraden zugehört, ist ein von ihr doppelt berührter Kegel 3. Klasse 
mit der Spitze in P. 

Wir lassen nuu P in die singulären Punkte der verschiedenen 4 
Grade fallen. Fällt er in einen der S^, so ist (Nr. 322) der Kegel 
(Sg) die Fläche (P). 

Wenn aber P in einen jS^ fällt, so bleibt, nach Absonderung des 
(Sä), als reducirte (P) nur eine Ebene. Dieselbe enthält, da die beiden 
jSg auf (iSg) nur einfach sind, diese beiden Punkte und den einzigen 8^ , 
der dem gegebenen Sg nicht verbunden ist ~ er heisse S/ — , und ist 
durch diese 3 Punkte bestimmt. 



*) Vergl. meine Flüchen 3. Ordnung S. 359 und Nr. 316, 40.^ dieses Buchs. 
**) Pläehen 3, Ordnung S. 358. 
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Die einzigen Nullpunkte aller Ebenen durch einen yS^, die nicht 
auf dessen Kegel (Sj) fallen, liegen in der Ebene ©, welche die beiden 
S3 mit demjenigen S^ verbindet, der jenem nicht conjngirt ist, 

Oder: 

Auf den Strahlen l durch einen S^ erfüÜen die (von S2 verschie- 
denen) zugeordneten Punkte L diese Ebene @. 

Es giebt vier iSf, , welche dem S^ nicht verbunden sind. In dem 
Ebeuenbüschei um die Gerade von iS^ nach einem von ihnen bewegt 
sich der Nullpunkt auf der Schnittlinie der Ebene © mit der dem 
Sj zugehörigen. 

Wenn daher l eine Gerade in ® dureli den einen oder andern 
Sg ist, so geht ihre l' durch den S^, und die den beiden Büscheln 
(Sg, ©) entsprechenden V erzeugen den Kegel, der aus 82 an (4, 6) 
kommt. 

Der eben erwähnte zu (4, 6) gehörige Kegel aus dem S^ besteht, 
entsprechend den beiden Büscheln (S3, ©), aus zwei Theilen und zwar 
den Strahieubü schein aus dem 8.2 in den beiden durch diesen Punkt 
gehenden Ebenen e. 

Unterscheiden wir die beiden 8^ als jS^' und S/'; von den beiden 
Ebenen a enthält die eine, 6', den S.", die andere, ff", den S^'. Beide 
enthalten den S^', und treffen also die @ in den Linien jS3"(Sg', S^'S^'i 
ihren eigenen Transvergalen. 

Wenn nun l ein Strahl des Büschels (S^', @) ist, so gehen von 
seinem Schnittpunkte mit e' zur Congrnenz. die S^" 8^' und ein Strahl 
des Büschels in e'-, also ist diese Ebene die Nuliebene des Schnitt- 
punktes, und die einfache Leitgerade V der zu l gehörigen Regelfläche 
()' liegt in ihr und geht durch S^, weil dieser Punkt (Nr. 344) auf 
allen Tiegelflächen p^ liegt, aber nicht auf den beiden in die ff' fallenden 
Erzeugenden. Man ersieht: je nachdem l den Büschel (Sg', ©) oder 
(ySj", ©) beschreibt, beschreibt l' den Büschel (Sg, g') oder (S^, ff"). 
Umgekehrt ist ja auch klar, dass von der Regelfläche 6. Grades, die 
zu einem Strahle V eines dieser beiden Büschel, z. B. des ersten, ge- 
hört, sich ein Kegel 2, Grades und ein Strahlenbüschel ablöst und l' 
für die verbleibende üegelfläche p^ nur noch einfache Leitgerade, der 
Punkt 8^' aber Doppelpunkt, also auf der doppelten Leitgeraden ge- 
legen ist, dass mithin diese beiden Strahlenbüschel zur Congruenz 
(4, 6) gehören. 

Diese Büschel um die Punkte Sg in den singulären Ebenen ge- 
hören zu keiner der 4 confocalen Congruenzen (2, 3), — und zwar 
sind sie die einf.igen Strahlenbüschel (S, ö), für welche dies gilt -; 
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es ist daher iiothwendig, dass sie sieb in der Rest-Congmenz (4, 6) 
befinden,*) 

Wir lassen nun dea Punkb P in einen S^ fallen. Nach Ab- 
scheiiinng des Strahl enbüschels (Sj), ergiebt sich als reiiucirte Fläche 
(P) eine Fläche 2. Ordnoug; S/ sei der nicht S, Yerbnndene S^; so 
hat diese Fläche den S^' zum doppelten, den >%" und die 4 dem S^ 
nicht verbundenen Punkte S^ zu einfachen Funkten und ist demzufolge 
der Kegel 2. Grades aus S^' als Spitze nach diesen 5 Punkten. 

Weil dieser Kegel clie dem S^ als P zugehörige (P) ist, so gehe» 
die Nnllebenen aller seiner Punkte durch S^ ; bewegt man sich auf 
einer von seinen Kauten, so dreht sich, weil diese Linie durch den S^' 
geht, die Nullebene um die zugehörige l'; also gehen alle den Kanten 
l des Kegels entspreeheuden Geraden l' durch S^ und dieser Punkt 
wird für (4, 6) singulär; dasa. die l' den Beriihrungskegei 3. Ordnung 
aus jSj erfüllen, ist schon erwähnt. 

Zur Eest-Congrumz (4, 6) gekoren daher die Beruhrungskegel S. Ord- 
nung aus den PunJctcii S der Gru^)e G^ (Nr. 437) und die beiden 
Straldenhüschel aus denen der Gruppe G^ je in den beiden Ebenen a, 
■welche durch jeden gehen. 

Zu dieser Congrumz (4, 6) gehören ober azich die Erzeugenden des 
ToFSUS 4. Klasse der Bei-Ohnrngsebenen von O, welche in U Funlcten 
tangiren, also die Verhindungslinien je der beiden Berührungspunkte. Ea 
sei T eine von diesen Ebenen und t die Yerbiudungslinie. Letztere 
gehört (Nr. 326) zur Doppeltangenten-Congruenz der *; weil t im 
allgemeinen weder mit einem 8, noch mit einer e ineidirt, so würde, 
wenn i^ zu einer der Congruenzen (2, 4) gehörte; in jedem der Regel- 
schaar-Systeme die Trägerfläche derjenigen Regelschaar, welche / ent- 
hält, von T in ihren beiden Berührungspunkten mit ^ berührt werden, 
was nicht möglich ist. 

Darauf weist auch der umstand hin, dass ein solcher Torsus in 
denjenigen Fällen — (2, 2), (2, 3) — nicht vorhanden ist, wo die 
Itest-Cougruenz fehlt (Nr. 326). Wir brauchen dies also in den weiteren 
Fällen nicht zu wiederholen. 

Wir entnehmen aber hieraus auch, dass bei unsern Congruenzen 
ä. Ordnung die Möglichkeit von CongruenestraMen, bei denen die Srenn- 
ebenen sich vereinigen, ohne dass es mgleich die Brennpunkte thun, oder 

*) Man ßberzetigt sich leicht, daes die andern Strahle nbüschel (S, o) nicht 
zur (4, 6) gehören, d. h. nicht einfache Leilgeraden von ^^ sind, welche in der 
CongiuenK enthalten sind und ihre doppelten Leitgeraden durch S,' (oder S^") 
senden, 

17* 
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nm()ekehrt (Nr. 290) , nicJd hesteht oder dass die beiden F^gelfiÖclien, 
2(k-|-2)'™ Grades (Nv. 31!5) P, und P^ sich volhtmidifj, nicht Uos 
theiiweise decken. 



Die Coiigrneuz zweiter Ordnung fünfter Klasse. 

444 Nach Nr. 318, 324 hat die Congrums (2, 5) 1 Funlct S^, 3 PunUe 

Ss, 6 Punlck Sg und 3 Punkte jS^, also 3 {nothwmdige) DoppeUtrahlcn 
von dem S^ nach dei% S^; so dasa {S^ 3 Doppelkaoten hat, jeder der 
(Äj) aber nur eine. 

Jemer Kegel (S^) geht durch alle singulwren, Punkte, mit Ausn(äime 
des einen S,, den wir S* genannt haben (Nr. 323). In seiner Ebene 
{S*) liegen die beiden andern Sj, welche mit S/, Ä/' bezeichnet wurden 
und also beide dem S*, aber nicht einander verbunden sind, so wie 
alle 3 Punkte Sg. 

Die 6 Punkte S^ zerfallen in 2 Gruppen von je 3, welcfie besw. in 
(ßi)i (^i") ^W^'^ ^*^^ deshalb 8^', 8^' Jieissen. Beide Ebenen (Ä/), 
(Si") enthalten noch 8^ und 8^*. 

Jede von den 3 singulären Ebenen enthält 3 Transversalen; die iu 
(Ä,*) verbinden die 3 Punkte 8^ unter einander, die in (S/) den S^ 
mit deu S; (Nr. 325). 

Von den Kegeln (Äj) geht jeder durch S^ (mit der Doppelkante), 
die beiden andern 8^, sämmtüche 8^ und den S*. 

Alle (fSg) gdien dwrch 8^ und die S^, die (S^') durch S/ und die 
ySg", die (jSg") durch jS," und die S^'- 

Das Tetraeder des einzigen tetraedrdlen Complexes durch (2, 5) hat 
Sj und die drei 8^ zu Edcm; aingulär ist von seinen Ebenen nur die 
VerbinduQgsebene der Sj (Nr. 340). 

Es giM ein System 3. 8tufe von unicursalen Pegelflächen A. Grades 
p* in der Congruens (Nr. 347). Die Analogie lässt vermuthen, dass 
jede in einer von den oo" Sehnen-Congruenzen (oder Äxen-Congruenzen) 
des tetraedralen Complexes Hegt; aber in derselben Weise wie früher 
können wir es nicht beweisen, weil der zweite tetraedraie Complex 
fehlt. Die Doppelcurve einer solchen p* ist im allgemeinen eine nicht 
zerfallende cubische Raumcurve, weil dies der aligemeinste Fall einer 
unicursalen Regelfläche 4, Grades ist — eine dreifache Gerade lässt 
die Ordnung 2 nicht zu — ; sie geht nach Nr. 347 durch S^ und die 
3 iSg, trifft alle Erzeugenden der p* zweimal und fällt also mit der 
cubischen Raumcurve r, des tetraedralen Complexes zusammen, welche 
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irgeiid drei Erzeugende von p* zweimal trifft und, wie wir wissen, 
durcli diese 4 Punkte, als Ecken des Tetraeders, auch gebt; eine 
solche Ciirve giebt es (Nr. 254, 255), aber nur eine. 

Wir Itahen 2 önyipot assocürter Fmihtc [S\, durch Vielehe die 445 
Trägei-flädmi von Begelsckaarcn gehen, die sur Com/ruen^ (jelwren; sie 
bestehen (Nr. 327) hesw. aus: 

S^, 5S„ 3Ss", S,' unil S^, 3S„ 3ä;, S,"; 
dnreb jene gehen die 3 Kegel (S^') und das Ebenenpaar (5*/'), (Sj'^'), 
durub diese die Kegel {S^") und das Ebenenpaar (Äf,'), (Ä^*). Ge- 
meinsame Tangentialebene aller Trägerflächen ist (S,'), bezw. {Sj"). 

Die Brm-mftäche ist 4. Ordnung und 10. Klasse. Die Ebenen, 
weiche $ in 2 Punkten berühren, umhüllen einen Torsus 12. Klasse, 
die stationären Berührungsebenen hingegen einen von der 18. Klasse 
(Nr. 326); letzterer berührt längs einur Curve von der Ordnung 26, 
welche durch die 3 Kegelschnitte | ö [" zur vollen parabolischen Curve 
ergänzt wird. 

Die Bei'ühnmgskegel am dm 13 Knotmpimlctmi sind 6. Ordnung 
6. Klasse mit 13 Doppelkanten und setmi sich folgendermassen mi- 



Der aus S^ besteht aus (SJ = (SJ^ und den Ebenen (S,'), (S/')- 

Von demjenigen aus einem S^ haben wir erst den (S^) und die 
Ebene S*; es bleibt noch ein Kegel 3. Ordmmg und wir haben (S^)^ ^ (S^) 
und (Sg)^ zu unterscheiden. 

Aus einem S^' kommt (S^'\ ^ (S^') , die Ebene (S/) und also 
noch ein Kegel 3. Ordnung {S^\'-, ebenso aus einem S^' noch ein (S/'J,. 

Aus S-l kommen die Ebenen (S/), (jS^*), also noch ein Kegel 
d. Ordnung {S,\, ebenso (S")^ aus Si". 

Durch 8* gehen alle 3 singularen Ebenen, also nocit ein Kegel 
3. Ordnung {S{*)i. 

Die parabolische Curve 26. Ordnung geht durch die S^ und 8^ 
fünfmal, durch S^, 8^', Si" viermal, durch S^* dreimal 

Die beiden Gruppen [S]g führen zu gwei CongruenBCit Cg, Q, tvclchc 
zur gegä}enen Q confoeal sind. 

Welclie Kegel den 13 Funkten in diesen 3 Congruensen mgeliören, 
Beigt die folgende Taheüe: 

Si 8, 8^' S;' S/ S," Äj* 
Q {Sd. iS,), {■%'), {8,"% (S/) {Sn (S*) 

Q (s/) (s,), (■%')2 is,"\ (s:\ (s,") (sn 

Q {sn (s,), (s;), (s,"). (Si*) (sn, {s,-). 
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Beim üebergauge z, B. von C^ zu Q vertauscht der S^ mit jS/, 
die Gru]jpe der S^ mit der der 8^" ihre Rolle; das sind die S Punkte 
der znyehorigen [S%; diu 5 übrigen behalten ihren Grad imd die S^ 
auch ihren Kegel. Die mmmehrigen Punkte 3. Grades S./' liegen in 
der Ebene {S/')? ^^^ i" ^i ^u Sj* gehört. Mithin ist dieser Punkt 
der ausgezeichnete geblieben; ebenso bei Cj. 

^lle 3 confocalen Congrttensm Jtahm denselben ausgeseicimetm (d. h. 
vom singulären Kegel 4. Ordnung ausgeschlossenen) Punkt S^. 

Zu Jceinef von ihnen gehört der Kegel {S^\. 

44f; Die Cougrcenzen Q uml Q führen demnach in den 8 I'uuktcij, 

die beim üebergange von der einen zur andern ihre Grade austauschen, 
zu mier dritten von JPimMen 8 gehildeien Griv^e assocürter Punkte, 
nämlich: 

3Ä' 35f" 8' S" 
titilelie aho b dien Pmltez S id Jen b iden nickt ausijezekhnetcit 
S^ der C h ^tiht 

S* geh it 7U keiner von diesen 3 bruppen. 

Wi Imhen TiipeJ mtet len S nimlch SSj, SiS/, 3S/. 

Jedem ibt e t vierte P n?t jeof I et S^, S,", S^'; und die drei 
Quadrupel 1 e man s e halt geben zu ]e zweien eine Gruppe asso- 
cürter P nkte 

Die 3 Punkte eines Tripels sind die Punkte 3. Grades für je eine 
der 3 Congruenzcn itnd der vierte Punkt ist der singulare Punkt 
4. Grades für diese Congruenz, so dass die Doppelkanten der Kegel 
3. Ordnung aus jenen alle durch diesen und die 3 Doppelkanten des 
Kegels 4, Ordnung aus diesem durch jene gehen. 

Die beiden andern Tripel beateheu aus Punkten 2. Grades Für 
die nämliche Congruena, imd jedes liegt in der Ebene, welche dem 
das andere zum Quadrupel vervollständigenden Punkte in derselben 
zugehört. 

447 Die Besedcknung, welche ßr die gemeinsame Betrachtung der ,-J Von- 

gi-uensmi die geeignetste ist, ist folgende: 

Wir nennen die 3 singulären Ebenen: 

(236) = (145), (126) = (345), (136) = (245); 
in der Ci mögen sie den Punkten 45, 26, 3ö — die also durch Streichen 
der 1 sich ergeben — zugehören. Dies seien 8^*, Si, Si'. Mau sucht 
in jeder der 3 Ebenen, in ähnlicher Weise wie früher, die (> Punkte 
auf; 45 liegt in alleu dreien, 16 in (S,') und {S"), ist also 6'^. Die 
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iu (Sj*) gelegeuen 3 weiteren 14, 15, 23 siud die S^, ebenso 34, 35, 
12 die äV und 24, 25, 13 die Sf. 

Iu der Cougruenz C* ist A6 der Funkt 84^; sein {S'j)^ geht durch 
alle Punkte S ausser 45. 

Punkte S3 siud, wenn h, i, h alle 3 Zahlen 1, 2, 3 sind, M, hb, 
ik, welche alle in (/i45) liegen; die zugehörigen Kegel geheu durch 
alle Punkt« S ausser durch i6, ^6. 

Punkte 8^ in Q sind i4, ib, hh; hA, fcÖ, hi, die ersteren in der 
Ebene («45) ^ (Ä^6), die andern in (Ä45)^(A«6) gelegen. 

Der Kegel aus einem Punkte des ersten Tripels geht nicht durch 
die andern beiden Punkte desselben, den i& und den 45. 

Endlich S^ sind in Bezug auf Q die Punkte i% /c6; 45 und ihnen 
zugehörig die Ebenen (Äi6), (Ä/i!6); (Ä45). 

Die 3 Congruenaen Q, Q, C3 absorbiren von den 6 Doppel- 
tangenten, welche die Brennfläche ^ in einem Punkte berühren, nur 3; 
die 3 übrigen gehören zur Rest-Congruenz (6, 10) (Nr. 344). 

Dass zu dieser Congruenz die Kegel 4, und 3. Ordnung der 3 
Congruenaen (2, 5) geboren, wissen wir aus der eben angeführten 
Stelle. 

Der Hang der Congrums (2, 5) ist 3; joder Geraden l sind also 448 
3 Punkte L auf ihr und 3 Ebenen A durch sie zugeordnet, so dass 
die Paare der Congruenzstrahlen aus den L bezw. in die i. fallen; i— 1 
der L rücken, wenn l durch einen jS,- geht, in denselben. 

Jede Ebene hat 10 Nullpunkte. 

Die Nullebenen der Punkte einer Geraden l, zu denen die 3 Ebenen 
l gehören, bilden einen Torsus 4. Klasse l. 

Die Nullpunkte der Ebenen des Büschels l erzeugen eine ßaum- 
eurve 13. Ordnung \l\, welche der Geraden l in den 3 Punkten L be- 
gegnet und durch die Punkte S^, S3, S^ bezw. 6-, 3-, 1-mal geht. 
Die Regelfläche (l) ist 7. Grades. 

Die Fläche (P), die einem Punkte P mgehört, ist 4. Ordnung, hat 
die A4, 1S3, S^ SU S-, 2-, 1-fachen Punkten, enthält die 3 Doppelstrahlen 
als einfache Geraden, längs deren sie je von der nämlichen Ebene torsal 
berührt wird, ferner die beiden aus P kommenden Congruenzstrahlen 
g', g" und in jeder der beiden Ebenen S^g', S^g" noch 3 durch S.^ 
gehende Geraden. 

Wenn P in einen der 8^, fällt, so besteht die Fläche (P) aus 
dem zugehörigen Kegel {1S3) und der Ebene, welche 184 mit den beiden 
andern 8^ verbindet. Die Strahlen l in dieser Ebene durch den Punkt 
S^ ^ 8„—i führen zu cubisehen Regelflächen 9^, deren einfache Leit- 
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geraden l' ilurcli den S^ gehen und den zu (6, 10) gehörigen Kegel 
aus diesem Punkte bilden. 

Jeder Strahl V von (6, 10) ist zugleich einfache Leitgecade einer 
Ilegelfläclie 4. Grades, (ierjenigen nämlicb, welche die cubische Regel- 
Üäche, deren einfache Leitgerade /' ist und deren doppelte durch S^ 
gelitj Kur ßegelfläche 7. Grades (J") vervollständigt. 

Umgekehrt, jede V, welche einfache Leitgerade einer zur (2, 5) 
gehörigen Regelfläche 4. Grades ist, der der Punkt Ä^ doppelt an- 
gehört, befindet sich in (6, 10); denn die ergänzende RegelflUche 
3. Grades bat dann auch l' zur einfachen Leitgeraden und den Punkt 
Si zum doppelten, also eine durch ihn gehende Gerade l zur doppelten 
Leitgeraden. 

Jede Kante eines Kegels (Sg) ist aber einfache Leitgerade der 
ßegelfläche 4, Gradea, die diesen Kegel zur vollständigen llegelfläche 
7. Grades ergänzt, und zwar einfache, weil sie zur Congruenz (2, 5) 
gehört (Nr, 290); diese Regelfläche hat S^ zum Doppelpunkte, weil er 
auf (ySj) doppelt ist. 

Also gehört der aus einem S^ kommende Kegel 3. Ordnung der 
(2, 5) ^ C, auch zur Rest-Congruenz (6, 10) und weil jeder S^ der 
Congruenz Cj ein S^ für eine der beiden confocalen ist, so ist auch 
der aus einem S^ der Cj kommende Berührungskegel (S.^\ in der 
(6, 10) enthalten. 

In der That, wenn l' eine Kante dieses Kegels ist, so ist sie, als 
Strahl einer der beiden confocalen Congruenzeu, Leitgerade einer 
ßegelschaar q von C^; also zerfallt (l') in den Kegel (S^), diese Rcgol- 
schaar und eine Regelfläehe q^, für welche l' einfache Leitgerade und 
1S4 Doppelpunkt ist. 

Wenn P in einen S^, etwa einen S^', zu liegen kommt, so ergiebt 
sich als reducirte (P) der Kegel 2. Grades aus S^, der durch die 1% 
und die beiden andern Sg' geht. Seinen Kanten, als doppelten Leit- 
geraden l von Flächen q^ der Q, entsprechen die Kanten des (Ä^')^, 
als zugehörige einfache Leitgeraden V dieser Flächen. 

Die Punkte S^', S^", welche für je eine der confocalen Congruenz 
S^ sind, senden an (6, 10) die Kegel 4. Ordnung (Sj^')i, {S,"\, die 
ihnen in derselben zugehören. 

Dem {S-i')i, als Ort der einfachen Leitgeraden V von Flächen p** 
der Ci, entspricht, als Ort der zugehörigen doppelten Leitgeraden l, 
der Büschel um S^ in der Ebene (j?/). Diese 9* zerfallen alle in den 
Congruenz- Strahlenbüschel in dieser Ebene und Regeischaaren, deren 
durch Si gehende Leitgeraden den {Si% erzeugen. 

Die dem S^' zugehörige (P) besteht aus der Ebene (j?,') und einer 
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Fläche 3. Ordnung, auf welcher S^ und die S^ doppelt, die 8^" aber 
einlach sind und die dadurch bestimmt ist.*) 

Der Kegel {Si*\ iat noch bei keiner der 3 Congruenzen Q vor- 
gekommen Wenn l' eine Kante desselben istj so zerfällt (i') zunächst 
m den feti ahleubüschel (ySj*) und eine Regelflacbe 6. Grades; aber 
die-iC muss noch selbst zerfallen. Denn auf ihr sind doppelt die Leit- 
goiiidL I , der Congruenzstrahl g, der von dem Berührungspunkte der 
/' mit * ausgeht (Nr. 292, 345), und die Curve 9. Ordnung, welche 
von den b Schnittpunkten der 4 Erzeugenden in jeder Ebene durch 
V gebildet wird und der V in den 3 ihr zugehörigen Punkten L be- 
gegnet, also insgesamait eine Curve 11. Ordnung, Die beiden Theil- 
flächen 3. Grades**) haben V, g und eine Baumcurve 7. Ordnung ge- 
mein, welche mit den beiden doppelten Leitgeraden der einzelnen 
Flachen die Curve 9. Ordnung zusammensetzt. 8^, nicht auf iß*) 
gelegen, gehört der Eegellläche 6. Grades 4-fach und jedem Bestand- 
theile doppelt* an, so dass die beiden doppelten Leitgeraden durch 
ihn gehen. 

Danach gehört der Kegel (8*)^ sogar doppelt zu (6, 10). 

Die Fläche (P), welche dem 8^ zugehört, besteht aus der Ebene 
(S,*) und dem Kegel 3. Ordnung, der aus 8^ kommt und alle 9 Punkte 
8^, Sä enthält. Seinen Kanten, als doppelten Leitgeraden l von q^ 
der Cj, entsprechen die Kanten von (S^\ als einfache Leitgeradon l' 
und zwar jeder V 2 Kanten /. 

Die Strahlen büschel in den 3 singulären Ebenen um deren Punkte 
iSg oder S^ gehören noch zu keiner der 3 confocalen Congruenzen Ca; 
wir haben sie also bei (6, 10) zu erwarten. In der That, wenn V 
zunächst ein Strahl eines Büschels in (8*) um einen 8^ ist, so zer- 
fällt Q') in den Kegel (Sg), den Büschel ißi*), för den V einfache 
Leitgerade ist, und also noch eine p^, für welche sie infolge dessen 
ebenfalls einfache Leitgerade ist. S^, auf (S{^) nicht gelegen, auf {8^) 
aber doppelt, liegt auch auf q^ doppelt; demnach gehört V zur (6, 10). 

Weil die 8^ der C^ für eine der beiden confocalen Congruenzen 
83 sind, so gilt auch für ihre Büschel dasselbe. Wenn wir aber uns 
auf die Beziehung zur Cj beschränken, so erkennen wir leicht fÖr 
einen Strahl l' z. B. von (S/, (<?,')), dass er einfache Leitgerade einer 

*) Die vollständige Eestimraung aller derartigen Flächen duvcii Punkte S 
iat beachtenswert!! und gewährt eine Controlle, 

**) Ein anderes üerfallea, als ia zwei PläeheB 3. Grades, ist ausgeschlossen; 
denn weder geht darot V die Ebene eines zweiten Straälenbüachels von C, , noch 
ist sie Leitgerada einer Eegelachaar dieser Congrnenz, d. h. Strahl einer von den 
confocalen. 
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p^ ist, die nämlich aus (S/) und dem Strahlen biisühel der Cj vom 
Punkte Sj^ besteht; sie ist Leitgerade dieser zuaummengesetzteu Flüche, 
da jede Erzeugende des einen oder andern Theik sie trifft, und zwar 
einfache, weil durch einen Punkt von ihr im allgemeinen nur eine 
(uud zwar dem Strahlenbüschel angehörige) Erzeugende geht. Auf 
beiden Bestandtheilen ist jS^ einfach, auf p* also doppelt. 
Stellen wir die Ergebnisse zusammen, so haben wir: 
An die Congrums (6, 10) kommen von S^ (for Kegel (S^), aus den 
5*3 ttnd den S^ je der Kegel 3. Ordnung (S^) , hegw. (S^% und der 
Stralilenhüschel in der den S^ oder S^ enthaltenden singiüären Ehene, mis 
den Si, 8i" der Kegel {Si\, hesw. (81% und endlidi aus fi,* der Kegel 
(^i*)s doppelt gerechnet. 

9 Die Brennfläche O der Congrueiiz (2, 5) ist nidit die einsige Fläche 

i. Ordnung mit 13 Knoteripunkten. 

Charakterisiren wir, wie vorübergehend schon in Nr. 439, die 
Knotenpunkte dadurch, dass wir als Zeiger die Ordnungen der Be- 
standtheile je des von einem Knotenpunkte kommenden Berührungs- 
kegels 6. Ordnung zufügen, so haben wir bei der Brennfläche 

3-ZVi,3,i, 9i\''B,g,i und liV3,,,i,i, 
nUmhch hezw. S^, S,', S^"; Sg, S,; Ä^* 

Ausser der Fläche mit so beschaffenen Knotenpunkten giebt es, 
wie llohn^') gezeigt hat, noch eine zweite Art, welche 

12JV4.i,i und IN^,',,', 
hat. Er hat diese mit XIII„ und jene mit SIlIj bezeichnet. — 

Es erübrigt noch, /w die Congniens (2 , 5) die Erzeugungen dtircli 
Cremona'sche Verwandtschaften, nach Nr. 350— Öl, eusammenmsleüen; 
da sie nur einen 8,^1 hat, so kann sie durch Ebeneubündel in Cre- 
mona'scher Verwandtschaft nicht erzeugt werden, 

Sie entsteht durch die Verbind ungslinien entsprechender Punkte 
zweier Felder, 

a) wenn zwischen denselben eine Cremona'sche Verwandtschaft 
6. Grades besteht, welche in der einen Ebene 4 einfache, 1 doppelten 
und 3 dreifache, in der andern aber 3 einfache, i zweifache, 1 vier- 
fachen Hauptpunkt hat; wofern in beiden Ebenen ein doppelter und 
3 einfache Hauptpunkte auf der Schnittlinie hegen und diese Linie 
sich Punkt für Punkt entspricht; 

b) wenn zwischen ihnen eine Cremona'sche Verwandtschaft 

*) A. zuerst a. 0. S. 34. 
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5. Grades besteht mit 3 einfachen, 3 zweifachen unil 1 dreifachen 
Hauptpunkte in beiilen Feldern, jedocli von der besoiidern Beschaffen- 
heit, dass den dreifachen Hauptpunkt beide Felder gemeinsam habeu 
und die 3 einfachen Hauptpunkte, ebenfalls in beiden, ihm unendlich 
nahe liegen. 



l>ie Coiigi'ueiiz zweitür Ordmiiif^ sechster Klasse von der ersten Art 
1111(1 die OoHgriieuz zweiter Ordnung siebenter Klasse. 

I. 

Die erste von diesen beiden Conyruensen hat 1 Punlit S^, 6 FtinJäe 450 
Sj, 4 Punkte S^ und 1 JPunki S^. Die Verbmdungslinien des S^, mit 
dm 1S3 sind die 6 notkwendigen BoppelstraJüen: sämmtli<^i Doppelkanten 
für den {8^), jede einselne Doppelkante eines (S^). 

Jener Kegel, aus dem Sn—i der Congniens, geht durdi alle ührigmi 
svngulären Punkte, auch den S^. Dieser Punkt ist dem 8^ verbunden 
und demnach nicht den S-^ (Nr. 323). 

Von einem Kegel (8^) wird also 8^ ausgesddossen und nur dieser Punkt. 

Jeder Kegel (S^) enthält de)t S^, alle S^, den S^, aber nicht die 3 
übrigen S^; so dass keine zwei von den Punkten S^ verbunden sind. 

Alle S3 aber sind dem S^ verbunden und liegejz in dessen Ebene 
(Äi); der 6. Punlit in ihr ist 8-^. 

Ein tetraedraler Complex geht durch (2, 6)1, so wie durch (2, 7) 
nicbt mehr. 

Wohl aber giebt es bei der ersteren noch eine \S\ mit zugehörigem 



Diese Gruppe besieht, nach Nr. 327, aus: 
S„ 6S3, S,. 

Zum Begelschaar-Systemß geMren alle 4 Kegel (8^). 

Das System führt zu einer confocalen Congruens (2, 6)i. 

Von den 8 Punkten der einzigen Gruppe associirter Punkte \_S\g 
liegen ä, und 8^ in der einzigen singulären Ebene ^ {Sj). Und 
die Strahlen der Eegelschaaren q, welche in die Ebene e fallen, bilden 
in derselben den Büschel (Äj, u). Daraus ergiebt sich folgende Er- 
zeugung der Congiuenz (2, b)i 

Die Grundpunfte eines Flachennetges ^ Ordmmg seien A,, A^, 
Bj^, . . ., Bg. Datch ^uei von ihnen, A^, A^, iiird eine Ebene gelegt 
3Ian scheidet am dem Nctsb dub cinfaiJi niuitdhche 8ijstem der I''lächm f 
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aus, welche die Ebene a ieruJiren, aber, im allgenieinm, nieht durch die 
Gerade A, A^ gehen. Sie schneiden e in je einer dwrch j1, und ekter durch 
A^ gehenden Geraden. 

Die Begelschaaren dieser FlÖt^i, su denen die erster e Gerade ge- 
hört, erzeugen eine Congruens (2, Q)i {und die andern die confocale).*) 

Beweisen wir dies direct. Ein Punkt X acbeidet aus dem Netze 
einen Büschel aus; dessea Grundcurve trifft e, ausser in Ai und A^, 
noch in zwei Punkten; die erzeugenden Begelschaaren, zu denen die 
Verbindungslinien dieser Puukte mit A^ gehören, enthalten die durch 
X gehenden beiden Strahlen der erzeugten Cougruenz. 

Damit ist auch erkannt, daas fär das System der Flächen /' die 
Charakter istik (i gleich 2 ist. Zu Kegelschnitten und Ebenen-Punkte- 
Paaren ausgeartete Flächen enthält ein FJächennetz 2. Ordnung, im 
allgemeinen, nicht; also ist qu = ^ = 0. Folglich giebt die erste und 
dritte Formel von Nr. 20: 

v = 4, p = 6; 

wenn also 6 Flächen f eine Ebene berühren, so fallen auch so viele 
Strahlen der Congrueuz in dieselbe. 

Die Kegelspitzen- oder Kern-Curve 6. Ordnung**) des Netzes trifft 
o', ausser zweimal a,ui AjA^, noch viermal; dies 'lehrt, dass es indem 
Fiächensysteme 4 Kegel giebt:***) die 4 singulären Kegel 2. Grades 
der Congruenz, 

Dass von A, ein Strahl enbtis ehe! zur Congruenz kommt, ist un- 
mittelbar klar. 

Eine beliebige Ebene | durch A^ wird ebenfalls von 6 Flächen /' 
berührt; sehen wir von der durch den Schnittstrahl el gehenden ab, 
bei welcher die zweite, zur erzeugenden ßegelschaar gehörige Gerade 
in I nicht durch A^ geht, so erhalten wir von den 5 übrigen ft im 
Büschel (A^, |) befindliche Strahlen der Congruenz und damit den 
Kegel 5. Ordnung aus A^. 

Da ebenso eine durch einen der 6 Grundpunkte B gehende Ebene 
von 6 Flächen f berührt wird, so ist der Kegel, welcher von den durch 
S gehenden Geraden aller f erzeugt wird, 6. Ordnung und zerfällt in 
2 Kegel 3. Ordnung, von den einen und andern Regeischaaren her- 
rührend; denn die £ verhalten sich ja zu ^1^ und A,^ gleichartig. 

Wenn aber das Netz s Ebenenpaave enthält, so gehören diese zu 

») W. Stahl, Journal f. Mathematik Bd. 95 S. 297. 
**) Eeje, Geometrie der Lage, II, Sl, Vortrag. 

■'■**] In dei* zweiten Charalitei'istiten- Formel von Nr. 20 sind dioselben (weil 
sie ihro Sjiit^o auf <r liaben) doppelt zu recliuen. 
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immer einen Strahl von (^^, ß) eiithaReu ; 
= G — s, und so ei'güben sich die Coiigruenzeii 



den Flächen f, da 
1^ = £ bewirkt aber j 
niedrigerer Klasae. 

Die Srmnfläclie äer {2, 6)i ist 4. Oräming 12. Klasse mit 12 
Knotenpunkten. Sowohl die Ebenen, welche in 2 Punkten, als die- 
jenigen, welche stationär berühren, umhüllen einen Torsus 24, Klasse. 
Der Bestandtheil der parabolischen Curve , längs dessen der zweite 
Torsua tangirt, ist 30. Ordnung. Diese Curve geht durch die S,^ 
sechsmal, durch die übrigen S fünfmal, 

Die Berfihrungskegel 6. Ordnung 8. Klasse mit 11 Doppelkanten 
ans den Knotenpunkten zerfallen in folgender Weise: 

Der aus S.^ besteht aus (Sg) = {S^\ und (S,). 

Sei jedem der S^ haben wir erat den (Sg); es ist also noch ein 
sweiier Berührungsliegd 3. Ordnung vorlMiiden; wir unterscheidei] sie 
als {S^\ und (S^y. 

Bei den S^ haben wir erst (t%) ^=. (S^\ und (Si), also noclt einen 
Kegel 3. Ordnung (S^X- 

Endlich S^ fordert noch einen Kegel 5. Ordnung {S^\. 

Die Doppelkanten, welche je nach den 11 andern Knotenpunkten 
gehen, sind Schnittkanten der Bestandtheile oder Doppelkantcn eines 
von ihnen. 

Weil nun S^ nicht auf den (15^)3 liegt, so gehen die Doppelkanten 
der (S^)^* nach ihm. 

Die {8^% haben keine Doppelkante; der andere Kegel 3. Ordnung, 
welcher aus {S^\ und (iSj) besteht, hat dafür 2 Doppelkanten. 

Daraus ist schon zu entnehmen, dass diese (8^)3 nicht zur con- 
foealen Congruenz (2, 6)1 gehören; die (Sg)^ gehen ja auch beim Ueber- 
gange von der einen zur andern Congruenz in sich selbst über. 

(Sj)^ sendet seine Doppelkanten ebenfalls na^h den S^. 

Die folgende Ttdielle zeigt die Zugehörigkeit der Kegel und Ebenen 
sti den 12 Punkten in den beiden Congriiemen C,, Q. 

S5 5» Ss S, 
Cr (S,), {S,\ {,%), (S,) 
C, (S.) (S,)/ (S,% {S,% 
Also haben iS^ und S, ihre Rolle vertauscht, die Ä'j und 8^ ihren 
Grad behalten und die 82 auch ihre Kegel. 

Eine für beide Congruenzen zugleich geeignete BezeieJmnng ist 
wiederum folgende: 

Die einzige singulare Ebene sei (126) 'iE£ (345); in ihr liegen die 
6 Punkte 16, 26; 12, 34, 35, 45. Es sei 26 der S, für Q, der S, 
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für Q, 16 hingegen der Sr, für Cj, der S^ für Q, so dass dem *6 in 
Bezug auf C;, die (fei6) = (126) zugehört. Die 4 übrigen Punkte sind 
die % und 13 14 15 23 24 25 die 83 f) indem wir aber z.B. 
13 noch den zweiten Namen 33* geben, beüeichnen wir die beiden 
von ihm ausgehenden Kegel 3 Ordnung mit (13)3 und (23*)3; der 
ersfceic gehört ihm m Q dei 7weite in Q zu. Jener schliesst 20, 
dieser ir" lus jeder hit die Kante nach dem nicht ausgeschlossenen 
von dm PI Pinkton 7ui Dn|j eil inte. 

451 In dei Rest (.ungiuenz {'^ 15), zu welcher von den 6 Doppel- 

tangent^'n m jedem Punl te dei ^ 4 gehören, befinden sich die Kegel 
5. Ordnung lu S ^ '^^* ö, ^ S*. Von den S^ kommen ?.u ihr die 
noch nicht bei C^ 11 d C luf^etretenen Kegei (5^)3, und zwar aus 
ähnlichem Tiiunle do^ pelt wie der Kegel {Sj^*')^ bei der vorigen 
Congruenz 

De» Band der (2 6)1 isf J der Torsus l der Nullebenen der Punkie 
einer deiaden I 5 Klasse die Cuive j^j der 15 Nullpunkte der Ebenen 
durth l 1^ Oidnung die Fliehe (t) der l treffenden Congruenzstrahlen 
S. Grades 

Die einem Pitnltt P ugehm qe Fläclie (jP) ist .5. Ordnung mit Sr,, 
1S3, % oU i S 1 fachet) Puil/eji; sie enthält die 6 Doppel strahlen d, 
die Congruenzstiahlen g, g aus P und in jeder der Ebenen S^g, 
S^g' noch 4 von S5 Kmmende Geraden. 

Wenn P in cmen S, fallt so zerlegt sie sich in (S^) und den 
Keg 1 2 Ol Inun,^ ais jS aK Spitze, der durch die 5 übrigen Sr^ geht. 

Den Kanten dieses Ke^eh als Strahlen / durch iS^, entsprechen 
durch S3 gehende einfache Leitgeraden von eubischen Eegelflächen p^ 
der 1 2 5) ^ C welche dei C^ 15) angehören. Sie bilden den zur 
contocalen Congiueuz Cg ^ehongen Kegel i_S^*] man erkennt auch 
wiedeium leicht, las« die btiahlen der C,, welche eine Kante V des- 
selben treffen eine (I) 8 Oriades erzeugen, die aus dem Kegel (ß^^, 
einer Kegelschiar p und also noch einer eubischen Regelfiäche p' be- 
steht luf dei dei Punkt ■> dopj elt ist. 

Abel auch ler zu Cj selbst gehörige (1^3)3 ist, wegen Nr. 344, in 
der Rest- Congruenz (8, 15) enthalten. 

Wenn weiter P in einen der jS^ fallt, so besteht die redncirte (P) 
aus dem Kegel 3. Ordnung, welcher in yS^ seine Spitze hat, durch alle 
S3 nnd die 3 übrigen S^ geht. Seinen Kanten, als Strahlen l durch 
Si„ entsprechen die Kanten des {8.^\ und zwar so, dass jede Kante 



*) Ausgefallen ist 3G. 
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von (S'^)^ einfache Leitgerade l' fiir zwei verschiedene Flächfn p'' iwt, 
<]eron doppelte Leitgernileu zwei Kanten unseres jetzigen Kegels sind. 

Die reducirte Fläche (P) endlich, welche zum Punkte S^, gehört, 
ist eine Fläche 4 Ordnung, auf welcher Ä, dreifach und die C S.. 
zweifach sind; was wiederum zu ihrer Bestimmung hinreicht. 

Die Kanten l' des Kegels 5. Ordnung, der aus S^ an (8, 15) 
kommt, sind einfache Leitgeraden von p', deren doppelte l den 
Strahlenbüsehel um S^ in der Ebene (S,) erfüllen; diese p' zerfallen 
durchweg iu den Strahl enbüschel (iSj) und eine Eegelschaar. 

Aus ähnlichem G-runde, wie iu Nr. 448, gehören die Strahlen- 
büschel in der singuläron Ebene (S^) um einen der Punkte S^ zur 
Congruenz (S, 15). 

Daher Jeommm an diese Best-Gongruenz (8, 15) aus den FwnMai S,, 
und Si Kegel 5. Ordnung {8^% und (8^%, aus den Fuvkten S^ Je 2 
Kegel 3. Ordnung (S^% und {S^k* i "■'"^ ^^^ Funkten S^ je ein Kegel 
3. Ordnung {S^\ umd ein Skahlenhüscliel (Sg, {S',)), ersterer doppelt ge- 
rechnet. — 

Rohn hat a. a. 0. gefunden, dass es 4 Arten von FJächeu 4. Ord- 
nung mit 12 Knotenpunkten gieht; nämlich, wenn wir sie wie in 
Nr. 449 eharakterisiren : 

iii„ 2iy,,i, 6A';;,a, 4iv;,,2,i, 

XII, ISiYi,^, 
XII, 32jV4,i,i, 
Xil,; 8iVf,,i, 2N^-2, 2Ar..,.,. 
Die Breuntliiche unserer Congriien/, ist X1I„, die der andern Cou- 
gnien/ (2, G)n ist XIL,. 

Tl. 

Vor dieser Congruenz (2, f!) von der zweiten Art, der wir ein 452 
besonderes Kapitel widmen wollen, besprechen wir die Oongrwens (2, 7). 

8ie hat 1 FurJd 8^ und lO Funkte 8^ . Die 10 Linien von jenem 
sn diesen sind die {nothwendigen) DoppelstrdhUn der Congrume und 
Doppelkanten des Kegels (S^). Auch die Kegel (Sj) geMn durch alle 
iffyrigen Rinkte 8 und haben je den DoppeUkaiil aus dem Scheitel zur 



Eine Gruppe [S]^, ist nicht vorhanden und also auch keine con- 
foeale Congruenz gleicher Art. 

Die Brennfläche (p ist 4. Ordnung 14, Klasse mit 11 Knoten- 
punkten. Die Ebenen, welche in 2 Punkton berfihren, und die 
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stationär berühren den Ebenen umhüllen Torsen bezw. von der Klasse 
40, 30. Die Berührungscurve des letzteren bildet die volle parabolische 
Curve 32. Ordnung. 

Der Tangen tialkegel 6. Ordnung und 10. Klasse, der aus jedem 
Knotenpunkte kommt, ist bei S^ der (Sg); bei den 8g zerfällt er in 
den (,%) und einen swdtert Kegel 3. Ordnung (8^)*, welcher }xine Boppel- 
fcante hat. Die Strahlen aus einem S^ nach den übrigen 83 sind die 
Grundkanten eines Büschels von Kegeln 3. Ordnung. 

Die parabolische Curve geht durch alle 11 Punkte 8 sechsmal. 

Die Mest-Congruenz ist 10. Ordnung 21. Klasse. Zu ihr gehören 
der (Äfl) und die 10 Kegel {S^, aber mich die 10 Kegel (S^* urtd stvar 
letztere vnederiim do^dt; denn, ist l' eine Kante eines von ihnen, so 
hat, wie in Nr. 448, die Fläche (l') 6. Grades, welche nach Absou- 
dt'vnng des Congruenzkegels (S3) bleibt, eine aus folgenden Theilen 
bestehende Doppeleurve 11. Ordnung: der ,Leitgeradeü l', der Er- 
zeugenden aus den Berührungspunkte von l' und der Curve 9. Ord- 
nung der Schnittpunkte der Erzeugenden in den Ebenen durch V, und 
zerfällt in 2 Flächen q". 

Der Hang der Congruens (2, 7) ist 5; sodass jeder' Geraden l 
b Punkte L (und 5 Ebenen X) zugeordnet sind, von denen 2 bezw. 5 
in einen 8^ oder Sg röekeuj wenn l durch ihn geht. Daher begegnet 
die eben erwähnte Curve 9. Ordnung der Geraden l' 3mal. 

Der Torsus |ist 6. Klasse, die Curve \l\ 26. Ordnung, die Fläche 
{t) 6. Ordnung mit jS^ und den 1S3 als 5-, bezw. 2-fachen Punkten. 
Fällt P in einen der jS^, so ist die reducirte (P) der Kegel 3, Ord- 
nung aus 8^ nach den 9 übrigen S^. Seinen Kanten als l entsprechen 
die Kanten des (Sg)* als V und zwar so, dass jedem V als einfacher 
Leitlinie einer p^ zwei l als doppelte Leitlinien correspondiren. 

Die Brennfläehe * ist Rohn's XI„ mit IN^, lOJVg.s; es giebt 
nach ihm noch 3 andere Arten von Flächen 4. Ordnung mit 11 
Knotenpunkten. 



Erzengniigsweise Avv Cinigpuenzen (7, 2), ((), 2)i, (5, 2). 

453 Wir wolleu im Folgenden eine Erzeugungs weise besprechen, welche 

die 3 zuletzt besprochenen Congruenzen umfasst und die wir Caporali*) 
verdanken. 

*; Sopta alcuni sistemi di rette: Eendiconti dell' Accadeniia di Naiioü, 
1S79; Caporali, Memorie di Oeometria S. 136, 
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ErzeuoTingsweiee der Congruenseii (7, 3), (ü, 2)i, (5, 2). ST3 

Caporali behandelt freilieh die 3 (Jualen Congrneiizen, und um 
auch einmal die duale Seite unserer ganzen Untersuchung zu ihrem 
Rechte kommen zu lassen, schlieasen wir uns ihm darin an. 

In einef Ebene E liege ein limares System 3. Skife {GebüscJie) 2 
von Kegehdmitten K mit © => 0, 1, 2 gemeinsamen PimMen vor*) 

Dies Gebüsche S wird nun coUimar auf den Ebenenraum 2^^ be- 
zogen, so dass einem Büschel oder Netze von K in ü ein Büschel 
oder Bündel von Ebenen in i:^ correspondirt. 

Besonders wkhUg sind di^enigen Netse in 2^, deren Kegelschnitte 
— ausser den festen Punkten — nodi einen Punkt (Grundpii/nkf) 
gemeinsam haben. Jeder Ptmkt X von E bestimmt in £ ein solches 
Nets und wenn dann X, der Scheitel des entspreeltenden Ebenenbiindels 
in Z'i ist, so sind die Verbindungslinien zweier so einander mgeordneten 
Fimhte X u/nd X^ die Strahlen der Congruem. 

Untersuchen -wir zuerst die Fläche @, , welcfie von den Scheitein X, 
dieser Bikidel erfüllt wird. 

Jeder Ebene 9^ von Ei entspricht ein Kegelschnitt K von Zi uu<l 
seineu Punkten X also die Punkte X^ der Schnittcurve von ©^ mit 
(p^. Jeder Geraden von S^ als Axe eines Ebenenböachels entspricht 
in 2} ein S'-Büschei, und den 4 — © veränderlichen Grundpuukten des- 
selben correspondiren die Schnitte der Geraden mit ©j. 

Demnach ist die Fläche ©1 von der Ordnung i~@, also von der 
4., S., 3. Ordnung in den 3 Fällen. 

In einer Ebene tp^ Hegen 2 Strahlen der Congruenz, nämlich die- 
jenigen, welche von den Punkten X ausgehen, in denen <p^ ihren ent- 
sprechenden K schneidet. 

In allen 3 Fällen ist dalier die Congrticns 2. Klasse. 

Es sei ffp derjenige Kegelschnitt von S, welcher der Ebene E, 
insofern sie zu S^ gehört, entspricht. Als Orte von Punkten X cor- 
respondirt ihm die Curve E©j von der (4^®)'^'' Ordnung. Die Ver- 
bindungslinien entsprechender Punkte auf diesen Curven umhüllen eine 
Curve von der (6 — @)*™ Klasse. Folglich ist die Ebene E für die er- 
zeugte Congruenz singulWr vom Grade 6 — &. 

Da nun von jedem Punkte X von E nur noch ein nicht in diese 
Ebene fallender Congruenzstrahl ausgeht, so ist die Ordnung der Con- 
gruenz 7 — &, also 7, 6, 5. 

Fällt aber X auf den K^, so kommt auch dieser letzte Congruenz- 
strahl in die Ebene E zu liegen und vereinigt sieh mit einer der Tan- 

*) Caporali nimmt aligemeiner Curven w'^^' Ordnung, 
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geilten aus X an die Curve (6 — ©)'" Klasse; so dass X der zweite 
Brennpimkt dieses Strahls ist ausser dem Berührungspunkte. 

Längs des Kegelschnitts K^^ berührt E die Brennfläche der Con- 
grueaz. 

Die Ordnung können wir auch mit Hiife des Correspondeuz-Priu- 
cips im Strahlenbündel ableiten (Nr. 32). Wir projiciren die ent- 
sprechenden Punkte X und X^ aus dem Punkte 0^=0^ und erhalten 
folgende Correspondenz der Bündel und 0^. 

Jedem Strahle des ersteren entspricht 1 Strahl des zweiten, jedem 
des zweiten aber entsprechen 4 — © im ersten. Beschreibt der Strahl 
im ersten Bündel einen Büschel, X also in E eine Gerade l, so be- 
wegt sich X^ auf ©^ in einem Kegelschnitte ^i; denn so oft l einem 
Kegelschnitte K von £ begegnet, so oft trifft die der l entsprechende 
Curye die Ebene in S,, die dem K entspriclit. 

Einem Strahl enbü«chel von correspondirt also ein Kegel 2. Ord- 
nung in 0,. Die Zahl der sich selbst entsprechenden Strahlen beider 
Bündel, d. h. die Zahl der Ton kommenden Congruenz strahlen ist, 
nach dem erwähnten Principe, 1 -|- (4 — ®) + 2 = 7 — @. 

Die Fläche @i ist also, auch wenn sie 3. oder 4. Ordmmg ist, mit 
oo^ Kegelschnitten bedeckt; im ersteren Falle ist sie dann geradlinig, 
im andern Falle aber, nach Kummer,*) die bekannte Steiner'sche 
Fläche mit 3 Doppelgeraden, die in einen dreifadten Funld susammen- 
laufen. Im Falle &^2, wo ©^ von der 2. Ordnung ist, erhält mau 
ocfi Kegelschnitte, da in diesem Falle auch die den K entsprechenden 
ebenen Schnitte von ©^ 2. Ordnung sind. 

Das Gebüsche 2^ hat oo^ Geradenpaare; die Geraden eines solchen 
Paars sind stets conjiigirt in Bezug auf sämmtliehe Kegelschnitte y, 
welche auf alle K des Gebüsches sieh stützen (oder ihnen harmonisch 
eingeschrieben sind) und bekanntlich eine Schaar bilden;**) die 3 
Punktepaare AA', BB', CG' dieser Schaar sind conjugirt in Bezug 
auf alle K. Jede der 3 Geraden ÄA', . , . und irgend eine Gera.dc 
durch den Schnittpunkt der beiden andern sind in Bezug auf alle y 
conjugirt und bilden deshalb ein Geradenpaar von H, 

454 Wenn = 0, so entsprechen den Geradenpaaren von 2! die 

Kegelschnitt- Paare in den B er ührungs ebenen der Steiner' sehen Fläche 



*) Jonrnal für Mathematik Bd. 64 S. 66; vergl. auch Schröter, im näm- 
lichen Bd. S. T4; Eeye, G. d, L. II 28. Vortrag; Sturm, Math. Aniialen Bd. 3 S. 7G. 
**) Reye, G. d. L. I Anhang: Lineare Systeme uad Gewebe von Kegel- 
schnitten. 
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©j und dem Doppelpunkte des Geradenpaars derjenige von den 4 
Sehnittpunkten der beiden Kegels cli uitte , welcher Berührungspunkt 
der Ebene ist. 

Das Gebüsche S enthält, im allgemeinsten Fall = 0, 3 Systeme 
von Netzen, welche nicht blos einen, sondern zwei Grundpunkte haben. 
Diese Grundpunkte sind gepaart in der Involution, von welcher A, Ä'\ 
S, S' oder C, C Doppelpunkte sind. Alle Netze eines Systems haben 
einen Büschel gemein, der aus lauter Geradenpaaren besteht, von 
denen, z. B. im ersten, die eine die ÄA', die andere irgend eine Ge- 
rade durch (BB', CG') ist. 

Mithin haben die entsprechenden Bündel in i\ einen Büsche! 
gemein, auf dessen Äse die Seheitel X^ der Bündel liegen. Jeder 
von ihnen entspricht 2 Punkten auf AA'. So erhalten wir die 3 
Doppelgeraden der Steiner'schea Fläche ©,, Der dreifache Punkt, 
in dem sie sich schneiden, ist der Scheitel des Bündels, der einem 
Netze des Gebüsches mit 3 Grundpunkten entspricht: den Schnitten 
von AA', BB', CG'. 

Jede Gerade l in E und ihr entsprechender Kegelschnitt ^j auf ©^ 
liefern durch die Verbindungslinien entsprechender Punkte X und JC^ 
auf ihnen eine zur Congruenz gehörige cubische Regelfläehe; jedes- 
mal, wenn l und \ in die nämliche Ebene fallen, geht dieselbe in 
eine ebene Curve 3, Klasse über und die Ebene wird singulär vom 
3. Grade. 

Die Geraden ^ in E und die Spuren X, in dieser Ebene, der 
Ebenen der entsprechenden Kegelschnitte /, bilden zwei Strahlenfelder 
in folgender Correspondenz: 

Jeder l entspricht eine V; jeder V aber eorrespondiren 2 . 3 Ge- 
rade l\ denn von ihr kommen 3 Berührungsebenen der ©^, welche 
bekanntlich 3. Klasse ist, und jede enthält 2 Kegelschnitte. Wenn 
endlich l einen Strahlenbüschel in E beschreibt, so gehen die ent- 
sprechenden ?j alle durch den Xj auf ©,, der dem Scheitel X des- 
selben entspricht; die Ebenen umhüllen also den Tangentialkegel 
3. Klasse aus X^ an ©^ und ihre Spuren l' eine Curve 3. Klasse. 
Folglich hat, nach dem Correspondenz-Principe im Strahlenfelde, diese 
Correspondenz 1 -j- 6 -f- 3 = 10 Coincidenzen. 

Die Congrmns (7, 2), wekhe dem Falle ® = eiitspricht, hat 10 
singulare Ebenen 3. Grades. 

Wenn @ = 1 ist, also alle Kegelschnitte K von H einen Funkt 455 
(> gemeinsam haben, so enthält die Sehaar der ;' ein Funktepaar 
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(Q, Q) niit ^*^ci vereinigten Puntten. Folglich ist sie eine Schaar 
sich doppelt berührender Kegelschnitte und die beiden Berührungs- 
punkte bildeu das einzige Paar getrennter Punkte AA', welche in 
Bezug auf alle K conjugirt sind. Die Berührungsaehne führt zur 
Doppelgeraden der cubischen Regelfläclie ©^ . 

Einer beliebigen Geraden l von E entspricht noch ein Kegelschnitt 
ij auf @^, einer Geraden m aber durch Q eine gerade Erzeugemle m^ 
von @i. Die m bildet mit den oo' Geraden, welche von ihr durch 
A und A.' harmonisch getrennt sind, ebenso viele Geraiüenpaare des 
S und ihnen entsprechen auf ©, oa^ vollständige ebene Schnitte, 
welche ans m-^ und deii Kegelschnitten in den Ebenen durch sie 
bestehen. 

Die singtüäre Ebene 5. Grades, E, haben wir schon für die (6, 2) 
des jetzigen Falles gefunden. Unter den nicht durch Q gehenden Ge- 
raden der Ebene E giebt es, wie eine ähnliche Anwendung des Cor- 
respondenz-Priucips zeigt, 1+ 1.3 + 2^6 solche, welche mit den 
zugehörigen V zusammenfallen: von dem Tangentialkegel aus einem 
Punkte X, der ©^ haben wir näuilieh nur den Kegel 2. Klasse zu be- 
rücksichtigen. Damit haben wir die 6 singtilären Ehenen 3. Grades 
der Congrumz. 

Lassen wir ferner im Büschel {Q, E) eine beliebige Gerade m 
und diejenige m' correspondiren, welche die der m entsprechende Er- 
zeugende Wj von ©^ trifit, so erhalten wir eine Correspondenz [1, 3]. 
Die Coincidenzeu führen zu 4 Paaren sich schneidender entsprechender 
Geraden m und m^ und die Verbindungslinien entsprechender Punkte 
auf ihnen umhüllen einen Kegelschnitt. So sind wir zu den 4 si/ngu- 
läreit Ehenen ä. Grades der Congruenz gela/ngt, welche alle durch Q gehen. 

Beliebige entsprechende Geraden m und m^ liefern die c»' Regel- 
schaaren, welche in der Congruenz enthalten sind. 

Endlich, zum Gebüsche S gehören alle Geradenpaare mit dem 
Doppelpunkte Q, deren Gerade durch A und A' harmonisch getrennt 
werden. Zu jeder Geraden durch Q giebt es ein Netz in £, dessen 
sämmtliehe Kegelschnitte die Gerade in Q berühren; alle diese Netze 
haben den Büschel der eben erwähnten Geradenpaare gemein. Folglich 
entsprechen dem Punkte Q allein oo^ Punkte auf @^, welche auf der 
Äxe des Ebenen büsehels angereiht sind, der jenem Büschel entspricht: 
das ist die einfache Leitgerade von ©^; und der Strahlen hü seh el, der 
diese Punktreihe aus Q projicirt, ist der einzige singulare Strahlen- 
hüschel der Congruene. 

Dieselbe ist damit ah (6, 2)i erlcannt. 
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Wenn alle Curven von U 2 Punkte Q, R gemeinsam haben, 45G 
welche Punkte dann das Gebüsche bestimmen, so ist @^ eine Fläche 
2. Grades. Die Linie Qli^Es setzt mit jeder Geraden l von E ein 
Geradenpaar von 2 zusammen, und alle diese Geradenpaare bilden 
ein Neti^, denn jede awei Punkte bestimmen eins dieser Paare. Jeder 
Punkt von s bestimmt dieses Netz im Gebüsche und ist Grundpunkt 
desselben; der Scheitel S^ des eorrespondir enden Bündels in S^ ent- 
spricht daher allen Punkten von s. Die durch S^ gehenden Kegel- 
schnitte l^ von ©^ sind demnach diejenigen, welche den Geraden l 
von E correspondiren; während die übrigen ebenen Schnitte von @j 
den eigentlichen Kegelschnitten von £ entsprechen. 

Jede zwei Gerade q, r, bezw. durch Q, B gezogen, bilden ein 
Geradenpaar von .S; diesen Büscheln der q und der r entsprechen die 
beiden Geradensehaaren der q^ und der r^ auf ©j. Der Geraden s 
entspricht die durch jS, gebende Gerade g/, bezw. r^". Einem be- 
liebigen Punkt von s entspricht zwar nur der Punkt S",, dem Q oder 
B aber die ganze Gerade g/, hezw. r^". 

Auch hier bestimmt jede Gerade durch Q ein Netz in Z, dessen 
Kegelschnitte die Gerade in Q berühren; zu jedem von diesen Netzen 
gehört der Büschel der Geradenpaare, die aus s (als r) und irgend 
einer q bestehen. Diesem Büschel entspricht der Ebenenbüschel um 
>/, und auf rj° liegen die Scheitel der Bündel, welche jenen Netzen 



Die Curve 4. Klasse der erzeugten [5, 2) in E ist schon ermittelt. 

Dreht sich l um einen Punkt X von E, so dreht sich die Ebene 
des entsprechenden \ um die Gerade S^X^, wo X, dem X entspricht; 
ihre Spur l' beschreibt in E einen Strahlenbüschel. Jetzt entspricht 
auch jeder V nur eine l, und diese Geraden bewegen sich daher coUinear 
in E und decke:! sich 3mal. So ergeben sich die 3 singtdären Ebenen 
3. Grades von (5, 2). 

Der Strahlenhüschel der q ist projectiv zur Regelschaar der q,, also 
auch zur krummen Punktreihe, welche diese Schaar auf dem Kegel- 
schnitte E@i erzeugt; mithin begegnen sich 3mal zwei entsprechende 
Strahlen q und q^ und liefern Kegelschnitte der Congruenz. Gleiches 
gilt für die r und r^ und wir erhalten so die ieiden Gm^pen von je 
3 sin^lären Ebenm 3. Grades. 

Endlich geben die Strahlen von P und Q nach den ihnen ent- 
sprechenden Pnnktreihen auf j)^^, g/ imd die von (S\ nach der Punkt- 
reihe auf s die 3 Straklenbüschel der Conffruens, und man sieht, wie 
zwei anders entstehen, als der dritte. 
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457 Mit dieser einfacheren Erzeugung täsat sich diejenige in /usiim- 

menhang bringen, welche Reye gefunden hat.*) 

Ein lineares System 3. Stufe (Gebüsche) H von Fläehm 3. Grades 
werde coUinear auf deji Ebenenraum 2, bezogen, so dass jeder Fläche 
von H eine Ebene, jedem Büschel in H und seiner Grundcurve ein 
Ebenenbßschel und seine Axe, jedem Netze lu H und seiner Gruppe 
von 8 Grundpunkten ein Ebenenbündel und sein bcheitel in^j entspricht. 

Jedem JPtmkt X des Raums §, m dem sich H befindet, insofern er 
Grundpunht eines Neises von H ist, ottspridtt denmadi in 27^ ein Funkt 
X^, der Scheitel des cotrespondirenden Bändels 

Bewegt sich X in § auf einer Geraden, so beschreibt X^ in 2^^ 
einen Kegelschnitt; denn er fällt so oft in eine Ebene, als deren ent- 
sprechende Fläche die Gerade schneidet 

Bewegt sich X in § auf einer Ebene @, so beschreibt X, eine 
Fläche ©^ 4, Ordnung, da die einer Geraden von Zi^ correapondirende 
Grundcurve der Ebene © 4mal begegnet; diese Fläche @^, Vielehe 
oo* Kegelschnitte enthält, ist also wiederum eine Steiner'sehe Fläche. 
Da aber das Gebüsche H die Ebene © in einem Kegel schnitt- Ge- 
büsche i; schneidet, das auch coUinear au S^ ist, so liegt genau die 
im Vorangehenden besprochene Figur vor: die in © fallenden Griind- 
punkte von Plächennetzen des H sind Grundpunkto der zugehörigen 
Kegel eehnitt-Netae von 9j. 

Wir fassen di^enigen Qeiaäen (/^ von 2,j insbesondere ms Auge, 
deren entsprecJiende Grundctinen in 2^ je in eint- Getadt i/ und t,ine 
cubische Baumcurve eerfaUen und die wir den Geraden g allein mt 
sprechen lassen wollen. Die Geiaden g — die Hmiptbttahlen des Ge 
biisches H — sind diejenigen Genaden in §, durch welche nicht blos 
eine Fläche dea Gebüsches geht, sondern em ganzei Büschel 

Wir nehmen nun an, dass alle Flachen F von H euien Fault A 
gemeinsam haben. Jeder Sttahl durch A ist dann Mauptstrahl g; wir 
untersuchen die Gongrueng den Sptalden g-y , die diesen Sauptstrahlen 
entsprechen. Auf der Fläche Fvon H, welche der Ebene <p^ entspricht, 
gehen 2 Gerade durch A. In dem Netze von H, welches dem Bündel 
um Xj entspricht; gehen 7 Hauptstrahlen von A nach den 7 übrigen 
Grundpunkten; also ist die Omgrumz, die wir nun betrachten, eine (7, 2), 

Im vorigen allgemeineren Falle entsprechen jedem Punkte X^ auf 
einer (/^ 2 Punkte X auf ^, und diese Punktepaare bilden eine Involution, 
die zur Reihe der X^ projectiv ist. Diese Involutionen sind nun alle 

ü. d. L, 11 28. Vortrag und An- 
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parabolisch geworden, und wir haben so zwei projective Reihen von 
entsprechenden Punkten X und X, auf g und g^, indem wir nur den 
von A verschiedenen Punkt X jedes Paars auf g als dem X^ von ^j 
entsprechend ansehen. 

Es giebt im Gebüsche einen Kegel S, der seine Spitze in A hat: 
3 Punkte bestimmen ihn, die unendlich nahe dem Punkte A auf 3 
nicht in eine Ebene fallenden Strahlen aus Ä liegen. Diesem Kegel 
entspreche in S^ die Ebene U^. 

Dem Punkte X, in dem einer der von uns betrachteten Haupte 
strahlen g aus A die beliebige Ebene © von § schneidet, entspricht 
ein Punkt Xj auf der zugehörigen Steiner'schen Fläche <Bi, durch 
welchen die zugeordnete ^j geht; dem Punkte hingegen, in dem g^ die 
Ebene e^ trifft, entspricht auf g der unendlich nahe an Ä befindliche; 
denn (/ ist ein Theil der g^ entsprechenden Grundcurve und seine 
beiden Schnitte mit 8 haben sich vereinigt. 

Es sei N ein in H befindliches Netz, das den Kegel S nicht ent- 
hält; jede Gerade g durch Ä bestimmt eine Grundcurve dieses Netzes, 
welche sie in A tangirt, und deren 8 Schnitte mit S bestimmen auf S 
eine Gruppe associirter Punkte in H, zu welcher Ä und der ihm un- 
endlich nahe Punkt auf g gehören. Wir benutzen aus dieser Gruppe 
nur diesen dem A unendlich nahen Punkt Y, durch den sie ja auch 
bestimmt ist, und lassen ihm den Scheitel Y^ des Bündels entsprechen, 
welcher dem durch die Gruppe gehenden Netze von H correspondirt. 

Da die Gruppe auf S liegt, so befindet sich Y^ in a^ und weil Y 
auf g liegt, so liegt Y^ auf g^. Daher verbindet g^ den Punkt Y, mit 
dem Punkte Xj, der dem Schnitte X^gS auf ©j entspricht. 

Mit Hilfe der Grundcurven von N ergeben sich alle Gruppen 
associirter Punkte des H, welche auf S liegen. Ist nun JV"^ der Scheitel 
des Ebenenbündels in S^, der dem Netze N correspondirt, so sind die 
Strahlen durch jVj jenen Grundcurven entsprechend; berührt eine Grund- 
curve den Strahl g^ÄY, so geht der entsprechende Strahl ^^ nach Yj^. 

Beschreibt nun Fj in ff^ eine Gerade und also Nj F, einen Strahleu- 
büschel, SD bewegt sich die Grundcurve von N auf der Fläche von H, 
welche der Ebene des Büschels entspricht, der sie tanj^irende Strahl 
AY m der Berührungsebene dieser Fläche in A, also X auf .einer 
Geraden in @ und Xj auf dem entsprechenden Kegelschnitte von S^, 

Jedem Strahlenbös chel (iVj, g^) im Bündel N, ist also ein Strahlen- 
büschel (A, I) im Bündel A zugeordnet. 

Es beschreibe X^ den vollen Schnitt der Fläche ©, mit einer 
Ebene (pi; dann durchläuft X die Curve, in der die Ebene © von der 
der 9)^ entsprechenden Fläche F geschnitten wird, der Strahl g^AYX 
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den Kegel 2. Gfrades, der sie aus Ä projiciirt. Die Gniudcurveii des 
Keines N, welche in A von den Kanten dieses Kegels berührt werden, 
bewegen sieh so, dass die ihnen entsprechenden Axen im Bündel N^ 
auch einen Kegel 2. Grades bilden; denn iu die Ebene |j durch If-^ 
fallen so viele von diesen Axen, als die entsprechende Ebene § im 
Bündel A mit dem ersteren Kegel Kanten gemein hat. Durch diu 
Spuren Y^ dieser Axen in 6, entsteht ein Kegelschnitt JiT^, der also 
dem vollen ebenen Schnitte von ©^ entspricht. 

Durchläuft cpj einen Ebenenbüschel, so erzeugen die K^ einen 
Kegelschnittbüschel, dessen Grundpunkte den Schnitten der Äse des 
Ebenenbüsehels mit der Sj eorrespondiren. Folglich bilden die Kegel- 
schnitte K^ in 0^ ebenfalls ein Gebüsche, das zu dem Gebüsche »j in 
@ in coUineärer Beziehung ist, da entsprechende Curven gleichzeitig 
iu Büscheln sich bewegen. Nim ist tj coUinear zu H, dieses zum 
Ebenenraume Z?j, also letzterer auch collinear zu dem Gebüsche in e^; 
von den entsprechenden Funkten Fj in ö^ und X^ auf @^, die durch 
einen Strahl tf^ der betrachteten Congruenz verbunden werden, ist der 
eine ein gemeinsamer Punkt eines Netzes des Kegelschnitt-Gebüsches 
der K^ in ff^, der andere der Scheitel des entsprechenden Bündels in Sj^. 

Damit ist Beye's Erzeugung der (7, 2) auf die von Caporali m- 
mckgefUkrt. 

458 Lassen wir nvM, mit Reye, die Fläc/ten von H noek einen zweiten 

Turild S gemeiiisam haben, betrachten aber, nach wie vor, die Congruenz 
der Strahlen g^, welche den durch A gehenden Hauptstrahlen von H 
entsprechen. 

Durch AB geht ein ganzes Netz von H; daher löst sieh von 
(7, 2) der ganze Strahlenbündel aus dem Scheitel des diesem Netze 
entsprechenden Ebenenbündels ab und es bleibt nur eine {6, 2). Zu 
jenem Netze gehört der Kegel S; also liegt dieser Scheitel in ff^. Das 
Netz hat nicht blos 8 Grundpunkte, sondern sammtliche Fimkte von 
AB (und 4 andere ausserhalb) sind allen seinen Flächen gemeinsam; 
einer liegt auf @; mithin liegt der Bündel -Scheite] auch auf @j, und 
zwei entsprechende Funkte X^ und Y^ von ©^ und ffj haben sich ver- 
einigt. Die Erniedrigwig der Ordnung kommt also auf a/ndere Wei^se su 
stände als bei Caporali. Dieser speeialisirte das Kegelschnitt-Gebüsche 
in E — der jetzigen 6[ —, indem er ihm gemeinsame Punkte gab. 
Da man aber einem solchen Gebüsche nicht mehr als 2 geraeinsame 
Punkte geben kann, so ist es nur möglich, zwei Stufen in der Ordnung 
der erzeugten Congruenz her abzugehen.*) 

") Caporali scheint dies überselien au haben. 
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Etzeugungs weise der Congrueiizen (7, ■^), (ü, ä)i, (6, 2). 28i 

Bei <ler trausformirten Reye'schen Erze ugungs weise ibei ist die 
Collineation zwischen dem Ktägel schnitt Gebüsche und dem Ebenen 
räume, wenn Erniedrigung der Ordnung erzielt werden "^oll, w ein 
zurichten, dasa ein oder mehrere Netze des bebnaehes, die einen Inund 
punkt Yi besitzen, Bündein entsprechen, deren Scheitel X^ je m die'.en 
Gruudpunkt fällt. 

AVeil Flächen eines Gebüsches 6 gemeinsame Punkte hiben können 
so kann man bis au 5 derartigen Coincidenzen ^ehen, und erhdlt elf 
Con^nmsm (6, 2)i, (5, 2), (4, 2), (3, 3), (2 2) Sie etgcben steh damtl 
als Specialfälle der (7, 2), was schon Kummei dargethan hat 

Wenn aber die Zahl der Coineidenzeu 3 übersteigt, dann lat diese 
Construction umstäudlieh und es ist rathsim, luf sie zn verzichten, 
insbesondere so lange der Beweis noch nicht eibratht ift, dass jele 
Congruenz (7, 2) auf die Caporali'sche oder Iteye'sche Weise erzeugt 
werden kann. Für (2, 2), (2, 3), (2, 4) und die dualen Congruenzen 
besitzen wir ja wesentlich einfachere Erzeugungen. 



Ein Beispiel der Coiigraenz siel)enter Ordnung zweiter Klasse. 

Zu einem interessantm Beispiele einer Congruenz (7, 2) fiiiirt der 459 
Bündel ciibiscker Baumcurven durch 5 Funkte J.,, ... A^. 

Die Tangenten dieser Curven in den Punkten, in denmi sie eine feste 
Ebene E durchsehteiden, also insbesondere ihre Asymptoten, hUden evm 
Congrumz (7, 2).*) 

Die Flächen 2. Grades durch die 5 gegebenen Punkte bilden ein 
lineares System 4. Stufe und schneiden ein eben solches System von 
Kegelschnitten in eine beliebige Ebene s ein; es sei ^ der Kegel- 
schnitt, der aicb auf alle diese Kegelschnitte stützt. Diejenigen Flächen 
des Systems, welche durch eine Gerade g von s gehen, bilden einen 
Büschel, dessen Grundcurve aus g und derjenigen Curve unseres Bündels 
besteht, welche der g zweimal begegnet; die zweite Gerade, in der 
eine Fläche dieses Büschels von £ geschnitten wird, geht durch den 
dritten Schnitt G der Raumcurve mit s. Auf dieses Geradenpaar stützt 
sich ß; folglich sind seine beiden Geraden in Bezug auf S£ conjugirt. 
Demnach ist der Geraden g jede Gerade durch G conjugirt, oder G 
ist Pol von g nach ß. 

Die 3 Schnitte irgend einer lUtiimcurve unseres Bündels mit s sind 
Ecken eines Polardreieckes des Kegelschnitts S. 



"^j Jouiual fttr Mathematik Cd. 79 S. äO. 
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282 Ein Beispiel döi' Congnienz (7, Ü), 

Berührt eine Curve des Bündels die Ebene s in G, nu fällt G 
auf die Gegenseite und liegt auf ^. 

Per Kegelscfmitt S ist Ort der Bmihrungspunhte der Ebene s mit 
Cv/rven unseres Bündels.^ 

Weil ß die Ebene E zweimal trifft, so fallen zwei Strahlen der 
Congruenz, mit der wir uns jetzt beschäftigen, in die Ebene £. 

In dem linearen Systeme 3. Stufe von Flächen 2. Grades durch 
die 5 Punkte A^, ... Ä^ und einen beliebigen Punkt P gieht es 00** 
Kegel; ihre Spitzen erfüllen bekanntlich eine Fläche 4. Ordnung Ä*, 
die Kernfläehe dieses Gebüsches,**) welche die 6 Punkte zu conisehen 
Knotenpunkteri hat. 

Eine Gerade g durch F trifft daher S* noch in zwei Punkten; 
die beiden Kegel des Gebüsches, deren Spitzen in sie fallen, begegnen 
sich in c/ und derjenigen cubischen Eaumeurve unseres Bündels, welche 
(/ zweimal trifft; die Treffpunkte sind die Spitzen der beiden Kegel. 
S* ist daher auch Ort der Schnittpunkte der Strahlen des Bündels P 
je mit den sie zweimal treffenden cubischen Raameurven des Bündels 
(^1, ..., A^). Die Tangenten aus P an Ciirven des Bündels erzeugen 
also den Beruhrun^rakegel 6. Ordnung, der an S* aus ihrem Knoten- 
punkte P kommt (Nr. 389). 

So zeigt sich zunächst, daas die Tangenten der Curvm unseres 
Bündds einen Comdex 6. Grades bilden. Zu ihm gehören die Strahlen- 
bünäel um die S Grundptmkie. 

Die BerüJmmgspunlcte der durch P gehenden Tangenten bilden eine 
Baumcurve 7. Ordnung, denn jede Kante des Kegels enthält einen und 
durch die Spitze geht auch eine Curve des Bündels. 

Die 7 Begegnungspunkte dieser Curve mit der Ebene E geben 
die Ordnung unserer Congruenz. 

Zu derselben gehört die Curve 6. Klasse des Oomplexes tJ. Grades 
in E; also ist diese Ebene singulär vom ß. Gvade. 

Die 10 singulären Ebenen 3. Grades sind die Ebenen K,-ti'=^A,Aj,.Äi. 
Die Curve des Bündels {A, , . . . , A^) nämlich, welche durch einen be- 
liebigen Punkt -X von k^^^ geht, zerrillt in die Gerade a^^ ^ -^d-^s "^od 
den Kegelschnitt, der durch A^, A3, A^, X und a^^^a^^^Bi^g geht 

Weil jede Gerade von a^^^ zwei Kegelschnitte des Büschels 

*) Re je, ZHitschrift für Mathematik Bd. 13 S. 523. — Hieraus uod weil durch 
jeden Puntt des Eanmes eine Curve des Bündels geht, folgt, daas die Tangenten 
der Oiirven des Sündeis, welche ihren Berührimg^mikt auf einer Geraden haben, 
eine eubisclw Segelfläche erzeugen, fOr welche die Gerade einfache Leitgerade ist. 
**) Eeje, G, d. L. I[ S. 237. 
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Ein Beispiel der Congraena (7, 2). 283 

(Aj^, Ag, A^i i'iss) berührt, so gehören die StfoJtlenfdder in den 10 Ehenen 
am dop^U sunt obigen Complexe 6. Grades. 

Die Strahlen der Oongruenz (7, 2), welche in tt^^^ fallen, sind die 
Tangenten der Kegelschnitte des ebeu erwähnton Büschels in ihren 
Schnitten mit Ek^jj. Dieselben umhülleoi bekanntlich eine Curve 
3. Klasse, für welche die Gerade Ea^^^ eine doppelte, die 6 Geraden 
«131 «13, a-is, -Blas (-^1, -4^, ^3) aber einfache Tangenten aind. 

Die 10 singulären Ebenen 3. Grades haben aber im vorliegenden 
Fälle die besondre Lage, äass sie die Eimm eines volUtäitdigen Fünf- 
eclcs sind. 

Dadurch erhalten auch die 10 Verbindmigslinien der GnmdpunJäe 
in der Congruenz eine ausgezeichnete Eigenschaft. 

Die 7 Cougruenzstrahlen, welche durch einen Punkt z. B. der «ig 
gehen, sind a,^ und die 2.3 weiteren Tangenten aus ihm an die ain- 
gutären Curven in «,^3, a,^, a,^^. In keiner weiteren Ebene durch «,^ 
kann also ein von a^^ verschiedener Congmenzstrahl vorhanden sein, 
denn sein Schnitt mit o^ wäre Ausgangspunkt für 8 Congruenz strahlen, 

i>je 10 Geraden haben mithin die merhvürdige Eigenschaft, dass eine 
jede von ihnen, während sie unter den mn einem ihrer Punkte atisgeltenden 
Congruetizstrählen nur einfach mhlt, in jeder durch sie gehenden Ebene 
beide Oongniensstrählen repräsentirt.*) 

Laguerre hat nachgewiesen,**) daas die Äxen der Rotationsftäcfien 
3. Grades durch 5 gegebene FunMe P,, . , ., P^ mit den Asymptoten 
der cubisehen Raumcarven identisch sind, welche durch die Mittel- 
punkte der 5 Kugeln gehen, die je 4 von den 5 Punkten P enthalten; 
also bilden auch diese Äxen eine Congruens (7, 2).***) 

Wii buchen Lagen der Ebene E aut, bej denen die Oidniin^ dei 4 
Congruenz &ich erniedrigt 

Zu emw Congruenz (fa, 2) gelangen wir, wenn E dutcli eme^i dßi 
6 Giundpitnlle, z B A^, gelegt wird, weil dann sieh dei Bündel A^ 
abaondeit Ahe> diese Cotjgntenz jsf mcht unsere Congtumz mit einer 
endlichen Zahl m« bmgulatpn Eb'neJi, sondern sii. hat deie» •x'; wilche 

*) Ein anderes Beispul einer CongraenE mit einem solchen fatia,hle ia{ die 
Congruenz (4, 3) dei Uerriden, weiche voft 3 gegebeneu Punkten gleiche Entfeinung 
haben, Aia Loth, das anf der Ebene der 3 Punkte im Mitteljiuiikte de' dmih aie 
gehenden Kreises ernchtet ist, h it die fraglich' Eigenauhaft, veigl B Cck, 
Ueber die Vertheilung der Äsen dei Rotation sfidchen 2 Giades, welthf durch 
gegebene Punkte geben Dissertation von Wimatei 1890 

**) Nou\elles Annales de Mdthömatiqnes 3 Ser Bd 13 S 20L 
"■•i Eck hat 'tie m oemer Dissertation genauer untirsuLbt 
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284 Sin Beispiel der CoagruüTia (7, a). 

einen Kegel 3. Klasse umhüllen, und ist dafier dttal nu einef Congrumts 
^. Ordnung 6. Klasse, we/cÄe eine ebene singulare Linie 3. Ordnung hat 
und aus jedem Funkte abseihen einen Kegel 3. Grades erJtält. 

Die cubischeD Raumcuryen nämlich unseres Bündels liegen ersicbt- 
licli auf den Kegelu 2. Grades K, welche den Büschel A^ {A^, Ä^, A^, A^) 
bilden; jeder von diesen Kegeln enthält oo^, die auf ihm wiederum 
einen Büschel bilden; durch jeden Punlifc des Kegels geht eine. Die 
Tangenten dieser Curven, welche ihre Berührungspunkte auf E haben, 
liegen in der einen oder anderen von den Tangentialebenen t, welche 
den Kegel in den Schnittkanten k mit E berühren. In jeder x be- 
rühren sie einen Kegelschnitt C, denn die Kante h wird selbst von einer 
Curve des Büschels auf dem Kegel in A^ berührt, durch jeden andern 
Punkt von k aber geht nur eine Curve und eine Tangente, und zwar 
eine von k verschiedene. Also ist die Spitze der Berührungspunkt von 
C mit der Kante h und mit der Ebene E. 

Die Ebenen c nun, welche die verschiedenen Kegel in ihren Schnitt- 
kanten mit E tangiren, umhüllen einen Kegel 3. Klasse Kg, für welchen 
E doppelte, die 6 Ebenen w/,^ einfache Berührungsebenen sind und zu 
seiner Bestimmung hinreichen. 

Unter den cubischen Raumcurven auf einem Kegel 1{ haben wir 
auch zerfallende; z. B. bildet a^^ mit dem Kegelschnitte Ka,^^ eine 
solche; mit ihrem zweiten Bestandtheile trifft sie die Kante k'', längs 
der die Ebene t berührt, und die Tangente ist die des Kegelschnitts 
and fäUt in (s,gg. 

Jeder von den Kegelschnitten G berührt also die 4 Ebenen a^.^.^, 
"laii "^134? '^2341 ^'■^ Spuren seiner Ebene in diesen Ebenen und die 
Kante k als Tangenten sind zu seiner Bestimmung gerade genügend. 
Infolge dessen können wir die Entstehung unserer Congruenz auch 
so beschreiben: 

i?s ist ein Vier flach ßißsßyßt, gegeben und ein Strtüilenbäschel {A^, E). 
Man stelle den Kegel 3. Klasse aus A^, her, der die Ehene E sw doppelten 
und die Ebenen aus A^ nach den 6 Kanten des Vierfiac^ m einfachen 
Tariffentialebenen hat, m jeder Serührungseiene desselben sodann den 
Kegelschnitt, der die Schnittlinien mit E v/nd den 4. Ebenen ß berüM. 
Die Tangenten dieser Kegelschnitte erzeugen die Congruene. 

Die Ebene E enthält 2 Kegelschnitte und ausserdem noch den 
Büsche! um A^, ist also für die Oougruenz singulär vom 5. Grade; 
die 4 Ebenen ß oder Kj^^, ..., a^^^ sind, wie im allgemeinen Falle, 
singulär vom 3. Grade, dagegen die 6 Ebenen «,25, ..., «345, wie die 
übrigen Berührungs ebenen des Kg, singulär vom 2. Grade. Hier, wie 
in E, hat sich mit dem Bündel Ä^ ein Büschel abgetrennt. 
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E n B 31 11 Congrnenz (7 ) 280 

/ d ( pleae ( & aie l du h Ite lanjmten der Curven 
von (A A) gehllet crl gdoren auch d L ndel um die 10 

Funkle e B '^ k ^ a ^ vollstand j denn be jeder 1er zerfallenden 
Cü ven wel 1 e a a^g imi e nem Kegelschn tte 1 rch jIj, A^, A^, iJ^^g 
bestel en n 1 alle St ahlen ies Büschels 1er d b fl 5 und die Tan- 
gente des Kegelachn tt n B beatmmt wrl is Tangenten anzu- 
sehen le bw ck Uare 1 egelfl he 4 de d Tangenten ist in 
det T n^e te 1 n 1 1 um len Ke„ I i tt 1 d e n Strahlenbüschel 
(ilof I elt gc ecl n tj e fallen 

Lasi a E d cl S ^q] sot 1 t J ao (1,2) der Bündel 
um diese P ht nd von lei s gila et Cu oet i fej Ehenm E, a^^, 
^11 '^ <^Bifi ^ B scfel ab E w d also 5 G adeit id liese 4, Ebenen a 
2. (jT ade d ö a derer Ehe en a } geg l om 3. Grade ge- 

blieb Und w hab u so alle e ngularen Ebenen nl Curven, welche 
eine |t> 2)i haben muss usser de s ng 1 en Ebene 1. Grades und 
ihrem Strahle bü hei Biese h scliel tat d sich ablösendeii 

Bü iel he ler to g tme (6 2) verblieben 

GeU El l B s I B^ odei i J L L B^^^, so ergiebt 
sici (5 ") i (.4 ) Ändere F 11 anl nclt m olich, ohne dass 
nicht a cl e ne le 1: nkte A in 1 Eben E z 1 e^en kommt. 

Wenn E mit «133 zusammentdllt, so s;erle„t .ich die Congruenz 
(7, 2) in die 7 Bündel A^, A^, A^, B^^.„ B^^, B^,r_, B^^^ und das 
Strahlenfeld K^^g doppelt. 



Dje Coiigruejiz zweiter Ordnung sechster Klasse von der zweiten Art. 

I. 

Diese Congruem hat (Nr. 324) 4 Fimlite S^ und 8 Punhte S^ und i[(;,\ 
die 6 Verbi idungshmen det etsteieti sind Boppelstralilen und jede ist ge- 
meinsame Doppelkatite von zwei Kegeln (ßi). 

Warum diese bishei enster Art' genannte Congruenz richtiger 
„Kweiter Alt zu nennen 19t, 19t m Nr 319 erörtert. 

Die Kejel 4 Ordnung gehen duich aUe weiteren singulären Fimide. 
Die 8 Fünfte S^ zerfallei% in miei GtMgpe!* von je 4 Funkten S^', '%". 
Der Kegel aus einem Pmikte det etneji Gj-uppe geht durch alle 4 Punkte 
der andern Gru^e und nicfit durch die übrigen der ersten Gruppe. Alle 
Kegel (S^') und (S ) enthalten die S^ 

Während die Cmuinten (2 6} etster Art nicht mehr einem tetra- 
edralen Gomplexe angehört ist {2 6)n noch in einem solchen enthalten 
(Nr, 339); ht Eclrn seinem lettaedets Sind die 4 Funkte S^, und bei der 
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28ß Die CoHgraenB (2, 6)ii. 

Congntem (2, 6)ij bilden also die 6 Strahlen in entu Ehmt sttt-^ fi>n 
Brianchon'sches Sechsseit 

Die (2, 6)i hatte nur eine Gruppe [S\, cm Ei ^dhchair S\ sfeui 
und eine confoeale Congruena (2, 6)i. 

Mingegm besitzt (2, 6)n 2 Gruppen [S\, durch tvelche die Tiai/ei 
flächen von Begehchaar-Systemen gehen, die m ih enthalten ■>md, uml 
infolge dessen 2 cmifocale Congruenzen (2, 6)ii. 

Jene Gruppen sind (Nr, 327) 

4S4, 4S; und 4S'i, i.%". 

In jedem Systeme befinden sich 4 Kegel, bezw, die {S^"), {82). 

An die Brennfläche 4. Ordnung 12. Klasse mit 12 Knotenpunkten 
senden die S^ je noch einen weiteren Kegel 2. Ordnung (S^% ausser 
(5j) ^ (8^)^ und die S^', S^" je noch einen weiteren Kegel 4. Ordnung 
Wk, (S^")i- Der zusammengesetzte Kegel (S,\~(S^") und (8^'), 
hat insgesammt 11 Doppelkanten, also hat (S'a')^ deren für sich allein 
noch 3, welche nach den 3 andern nicht auf {82% gelegenen Punkten 
S/ gehen. Aehnliches gilt für die {S^'^. 

Die Ebenen, welche © in 2 Punkten tangiren, und die stationär 
berührenden Ebenen umhüllen, wie bei (2, 6)1, Torsen, die beide 
24. Klasse sind. Die letztere tangirt aber hier längs der Yollständigen 
parabolischen Curve 32. Ordnung, welche durch jeden der 12 Punkte 
8 sechsmal geht. 

Nennen wir hier die gegebene Congruenz C und die beiden con- 
focalen Q, C^, so erkennt man wiederum leicht, dass in diesen drei 
Gongrtiensen den 12 Punkten 8 folgende Kegel mgekoren: 

c (ß.), {8^% {8;\ 
C: {s,\ {s;\ {sr\ 

C. {8,\ (8,\ (S;'\ 

Beim Uebetgange von C Sit C, haben also die S^ wnd S^' ihre Bolle 
tmsgetmtscht: die S, haben ihren Gtad und thte Kegel beJiaUen. Die 
Zusammenstellung von C, und C^ lehit, dd5& auch die Punkte 8^, S^" 
eine Gruppe Obaocinfer Tunkte bilden 

Die 12 Punkte mfallen aho m 3 G/uppen von je 4 Punkten; die 
Punkte eines Gruppe smd die 8^ fut e^nt von den d confocalen Gon- 
gt uenzen wnd Ö3 fiir dte beiden andein Je zwei von diesen Gru^'^ien 
yibcn nne Gtuppe ton b asboeiirten PunJoten 



462 In den den 3 Giuppen asbocnttet Punkte zuijefmigm Netzen befindet 

suh j( em einfach uiiendliJws i'^yöt w i«n Flaüicn 2 Giaäe^i, deren beide 
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Die Congnienz (2, 6)ii. 287 

Ttegelsdiaar-Sysiiifiie hez. in 0wei von den confocalen Gongruensen ent- 
halten sind. 

Nennen wir die Flächen dieser 3 Systeme 

fi, f., f, 

ihre Regelschaaren: 

so seien enthalten: 

in C die Regelschaaron q^ und pg, 



Die /j gehen duich die i''^ und S , die / duiih die S^ und \ , 
die f durcli die S^ und S ', unter den f^ heiinden sich die {b \, 
unter den /^ die {ßi\, unter den / die {S^^ 

Nun sei g^ eine Geiade einer von den RegeUchiaren p — weklie 
ß^ heissen möge — , dinn ist sie au(,n üerade einei gewissen bchaar 
Pi', weil die ^ sowohl wie die pj die Longiuenz Q erfüllen, folglich 
wird sie von allen Geraden emei gewissen Si,haar p, getroflen, deren 
Leitsehaar die p/ ibt, d h von allen Geraden einet zui gegebenen 
Congruen?. C gehörigen Kegel&chaar Nun hat aber p^ mit emei an- 
dern Q, die p^ heissen möge, eine Geiade g^ gemein denn p^ und p' 
gehören zu zwei verschiedenen die Cj duichziehenden Regelachiai 
Systemen (Nr. 342), diese Geiade g'' wird, ak Geiade von pj , von 
allen Geraden der genannten EegeKchaar von C getroifeu 

Also: 

In der Congrueiis C ffiebt es stets eine Eegehdiaai , deien sanimtluhe 
Geraden eine beliebige Geiade ff' etn^ ieitimmie^i zu den p geJiongm 
Begelschawr p' ireffm, dieselben Ge}aden bt/fen dann auch hammtltch 
eine und dieselbe Gerade g^ aus ugend sweien m den p gehoitgert Kegel 
sdiaa^en p^. 

Sind demnach p^ und p^ irgend 2 Regelschaaien aus dem Syteme 
der p, so wird auf die eben beschriebene Weise jeder Geraden von p' 
eindeutig eine Gerade von p" zugeordnet, und umgekehit Oder 

Die Congtuens C macht die beiden Regelsdiaaten p^ und p und also 
alle Eegelschaaren p unter etnande} piojeftw Die entbptechendett Ge 
roden werden sannnflich von allen Getaden emer Regelsckaat pi der C 
getroffen und bilden deien Leitschaai p/ 

In gleicher Weise werden alle Begelschaaren q' projecUv, derartig, 
dass je alle entsprechenden Geraden von sämmtUclien Geraden einer Kegel- 
sdtaar p^ aus dem sweiten Systeme von C getroffen werden wnd deren 
Leitschaar p^' bilden. 
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288 Die Congrneira (S, S)ii. 

Es seien p^, q^, p^ drei von den UegeUchaarm p; je drei ents^ 
Geraden, als Leitgerade, liefern eine B,egelschaar und diese Bec/elschcutren 
müssen die C erzeugen. 

Wenn nun die Projeetivitäten zwischen den drei Regeischaaren 
nielit eine "besondere Eigenschaft hätten, so würde durch diese Her- 
R teilungsweise, die in sich dual ist, eine Congruenz von gleicher Ord- 
nung und Klasse sich ergeben. Eine Ehene durchschneidet die Kegel- 
sehaaren in drei projectiveu Punktreihen auf Kegelschnitten, welche 
man als homologe Curven von drei collinearen Feldern in der Ebene 
auffassen kann. Jedes von ihnen enthält dann eine Curve 3. Ordnung, 
deren Punkte mit den entsprechenden Punkten in gerader Linie liegen. 
Die 6 Schnitte dieser Curve mit dem Kegelschnitte des nämlichen 
Feldes führen zu 6 Geraden, auf denen sich je drei homologe Punkte 
der drei conischen Punktreiben befinden, also zur Klasse 6 der Con- 
gruenz, und dual ergiebt sich die Ordnung 6. 

Die Projectivi täten müssen also in unserem Falle so speciell sein, 
dass sich 4 Strahl enbOndel absondern. In der That: unter den Regel- 
schaaren pj befinden sich ja 4 Kegel; die 3 Leitgeraden eines jeden, 
die sieh bezw. in p^, p^, p^ befinden, sind ebenfalls Kanten und laufen 
in die Spitze zusammen. 

Also besteht die Specialität der Projectivitäten darin, dass 4 mal 
3 entsprechende Geraden der projectiven Regeischaaren in einen Punkt 
zusammenlaufen. Diese 4 Punkte gehören natürlich zu den 8 gemein- 
samen Punkten der 3 Trägerflächeu f^, p, f^ der ßegelschaaren ; und 
in jeden der 4 übrigen laufen ebenso entsprechende Geraden der andern 
— auch projectiven — Schaaren p' dieser Flächen zusammen. 

Folglich sind die Trägerflächen ni<M drei beliebige Flächen 2. Grades, 
sondern sie müssen so beschaffen sein, dass die drei Würfe von Geraden 
aus den einen Schaaren der Flächen, welche durch 4 von den 8 gemein- 
samen Punkten gehen, projectiv sind. 

Durch diese Frqjedivität ist dann aber diejenige der gansen Begel- 
schaaren festgelegt tmd die Regeischaaren, welche sich auf drei homologe 
Geraden stützen, bilden eine Congrueng (2, 6)ii. 

Durch die Congruenz werden nun auch die andern Regelsehaaren 
projectiv und entsprechende Geradem in ihnen gehen nach den 4 übrigen 
gemeinsamen Punkten. 

Haben daher 3 Flächen 2. Grades in Bezug auf 4 von den 8 ge- 
meinsamen Punkten und die einen Regelsehaaren die obige Eigenschaft 
der Projeetivität, so haben sie dieselbe auch in Bezug auf die 4 übrigen 
Punkte und die andern Regelsehaaren. 
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Die im Vor an gel) enden erhaltene Erzeugunga weise der (2, 6),n 463 
hat aber das üiBständliche, dass man drei so beschaffene Flächen 
2. Grades haben muss; wir wandeln sie deshalb in eine andere um. 

Jeder Strahl g von C gehört sowohl zu einer Schaar pj, als zu 
einer Schaar ^^. Eine von den Leitgeraden, g^, der p^ befindet sich 
in der einen Sehaar q^ einer bestimmten Fläche f^ des dritten Systems; 
ebenso eine von den Leitgeraden, g''^, der pg in der zweiten Kegel- 
schaar q'' dieser nämlichen Fläche p. Folglich trifft g die beiden 
Geraden g^ und g'^; dieselben schneiden sich, und es fragt sich also, 
ob g in ihrer Ebene liegt, oder durch ihren Schnittpunkt geht. 
Ersichtlich muss durchweg das eine oder das andere geschehen. Be- 
trachten wir also einen einfachen Fall, in dem die Entscheidung leicht 
gegeben werden kann. Die Trägerflächen von Q^ und p^ gehen durch 
alle Sj, die ja den beiden Gruppen {^S\ gemeinsam sind. Die Geraden 
der Schaar pj und der Schaar pa, die durch einen dieser Punkte gehen, 
liegen auf (ß^^,, während die Leitgeraden, die durch denselben Punkt 
gehen, auf dem {ß^<2 sich befinden, der dem Systeme der f angehört. 
Diese beiden Leitgeraden sind unsere g^ und g'^, wenn wir den Kegel 
iß^i als P nehmen (auf welcher p^ und p'* sich vereinigen); da p, 
und pa zwei beliebige Regelschaareu aus den beiden Systemen der C 
sind, so sind die beiden Leitgeraden g^ und g''- zwei verschiedene 
Kanten von (S^)^; ihr Schnitt ist der Punkt 8^, durch welchen g nicht 
geht; folglich liegt dieser Strahl in der Ebene g^g''; und so ist es auch 
hei der heliebigen Fläche p des dritten Systems. Ist p eine zweite 
Fläche desselben, so ergiebt sich g als Schnittlinie der beiden Berüh- 
rungsebenen g'-g'^ und g^g'^ dieser beiden Flächen. Dadurch aber, 
dass sowohl die Schaareu p^ und p^, als die Schaaren p''- und p'^ 
von p und p projectiv sind, sind diese Flächen collinear geworden, 
und jene ßerührungsebenen sind homologe. 

In der That, wenn wir den Punkt g'-g'^ auf einem ebenen Schnitte 
von p bewegen, machen wir die beiden Schaaren 9^, p'^ zu einander 
projectiv und damit auch die p^, p'^, die zu ihnen bez. projectiv sind, 
unter einander projectiv, so dass der Punkt g^g'^ sieh gleichfalls auf 
einem ebenen Schnitte von P bewegt. Jeder Ebene des Raumes (f) 
wird eindeutig eine Ebene im Räume {p") zugeordnet; dreht sich jene 
um eine Gerade, so dreht sieh diese auch um eine Gerade, deren 
Schnitte mit p denen der ersteren mit P entsprechen. Damit ist die 
behauptete Collineation bewiesen; und wir haben folgende Entstehungs- 
weise unserer Congrnenz: 

Jede Congriiens (2, 6)11 Jtann auf od^ Weisen durch die SchnittUnim 
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enispreckender Berührungsebenen gitveier coUinearm Flächen 2. Grades 
hergesteUt werden. 

Dass wir dadurch zu einer Congruenz 2 Ordnung 6 Klasse mit 
4 smguliren Punkten 4*'" Tuades gelangen wissen wir &(,hon aus 
Nr 293*) Nun abei hat sich gezeigt dass jede (2, 6")n so et zeugt 
werden lann 

Die ± genanntem singiüaten JPunhfe sind dte sieli selbst tnt'ipeihenden 
Fitnkte de> heulen Räume oder melmeh alle} den verschiedenen Flacltcn f 
enispt ecltenden oo^ colhneai&i Raunte die zu je zweien zuaammengesteJlt 
die <x>^ Colhneationen geben 

De» tetraedttüe Complex m dem die Vongtuem (2 b)u entlialten ist, 
ist allen diesen Culhneat onen gemeinsam 

Die ^ Kegel (iS^) sind die Erzeugnisse der Schnittlinien homologei 
Ber ihringsehenen dei beiden Tangentialkegel welche aus jedem der 
\ an f^ und f^ kommen und sich m dci Cjllmeation entsjiechen 

Die Funkte S^ und ihie Kegel (S ) etqeben sich au der niinniehiigin 
Erzingungsueibß folgendet mas)<en 

Zwei entsprechende (Veiaden g^ und c/ der Ke^ekchairen q q 
welche wie nun aus 1er Gollmeation folgt piojectiv ■iind Mnd A\en 
{lojectivei Büschel von B er ihrun^s ebenen dei / ind f unl fuhren 
7u einer m |2 f))ij enthaltenen Regelsehaai Dieselbe wiid zum Kegel 
wenn g^ und g^ sich sehneiden, was viermal geschieht. Denn in q^ 
z. B, entsteht eine Correepondenz [2, 2], in welcher aich 2 Gerade ent- 
sprechen, von denen die eine einer Geraden von p^ in der Projectivität 
homolog ist, die andere aber von der nämlichen Geraden aus p^ ge- 
schnitten wird. Die 4 Coineideuzen geben ebenso viele Paare sich 
schneidender entsprechender Geraden von p' und p^, und die Schnitt- 
punkte bilden die eine Gruppe der S^, die andere ergiebt sich bei den 
9'^ und q'^. Hier mögen diese — bisher S^', S." genannten — Punkte 
Mf bezw. JR' heissen. 

Wie die übrigen coUinearen Flächen f und Eäume (f) aus zweien 
/"', /^, bezw. (^f''}, (/^) gewonnen werden, ist in Nr. 264 erörtert. 

In jeden Strahl der Congruenz C laufen entsprechende Berührungs- 
ebenen aller dieser coüiKearen Flächen f zusammen. 

Es seien nun f und f^ zwei unendlich nahe von diesen Flächen 
und %^ri^ eine gemeinsame Tangentialebene; sind dann ^' und jj die 
entsprechenden Berührungs ebenen an die jeweilige andere Fläche, so 
sind 11^ und jjjj^ Strahlen von C und zwar unendlich nahe, da | und ^, 

*) Wir haben echoa dort erwähnt, daaa Eeye zuerst in dieser Weise die 
Congruenz (2, 6)ii erzeugt hat. 
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entspreclieiide Berührungaebenen yoh unendlich nahen Flächen unseres 
Systems, selbst unendlich nahe sind; mithin berührt die Ebene i^^r/^, 
in welche beide fallen, die Breonfläche von C; andererseits ist aie 
eine Berührungsebeoe der Enveloppe des Systems. Also: 

Die Brennflächt äer Congraens C ist mgUich die Enveloppe der 
cöllinearen Flächen S. Grades f, deren entsprechende Berührungsebenen 
in die Strahlen von C zusammenlaufen. 

Es erübrigt noch, darzuthun, daas in dem System dieser Flächen f, 
von denen die einen Sehaaren p die C^, die andern p' die Cj erfüllen, 
2 Flächen durch einen Funld gehen imd 6 eine Ebene beruliren, ent- 
sprechend den Gradzahlen dieser Congruenzen. In Nr. 269 aber ergab 
sich, dass die Punkte von (f^), welche in den verschiedenen Räumen 
(/) einen gegebenen Punkt P zum entsprechenden haben, eine Gerade 
erzeugen und die Ebenen von (f), welchen in den (f) die gegebene 
Ebene % entspricht, einen Torans 3. Klasse umhüllen; da jene Gerade 
2 Punkte und dieser Torsus 6 Berührungsebenen mit f^ gemein hat, 
so folgt, dass durch P 2 Flächen f gehen und 7t von 6 unter ihnen 
berührt wird. 

Wenn Sg' einer von den Punkten S^' ist, so erfüllen die Geraden 464 
der Regelsehaaren p^ (Nr. 462), welche durch ihn gehen, den Kegel 
(.Sa')- Derselbe geht durch die 4 Punkte S^ der aus den fi^ und den 
Sa' bestehenden Gruppe aasociirter Punkte [S]g. Daraus ergiebfc sieh 
folgende Erzeug ungs weise der Congruenz (2, 6)ii. 

Man theilt die Grundjmnkte eines Netzes von Flädien 2. Grades 
in 2 Gruppen von je vier: A^, Ä^, A^, A^; B^, B^, B^, B^, legt mis 
jß, einen Kegel 2. Grades (£,) durch die 4 Punkte A tmd scheidet aus 
dem Netze die Flachen f^ aus, welche eine Kernte dieses Kegds enthalten. 
Biegenigen Begelschaaren p^ dieser Flächen, m denen je diese Kante ge- 
hört, erzeugen eine Congrttene (2, 6),ii.*) 

Die Grundcurve eines Flächenbüschels des Netzes, welcher durch 
einen beliebigen Punkt X geht, trifft den Kegel {B,), ausser in der 
Spitze £j und den 4 Punkten A, noch zweimal; dies führt zu 2 durch 
X gehenden Strahlen der erzeugten Congruenz und zum Werthe 2 
der Charakteristik (t des Systems f. Wie in Nr, 450 schliessen wir 
auf p = 6 und also auf die Klasse 6 der Congruenz. 

Die Kegelspitzen -Curve 6. Ordnung des Netzes trifft jede der 
4 Verbindungslinien 1?, (Ä,, , , ■ A^ von Grundpunkten zweimal, also 
den Kegel (TJ^) ausserdem noch in 4 Punkten; dies sind die Spitzen 

*) W. Stahl, Jourual f. MathemaliJü Bd. 95 S. 297. 
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von 4 zu den /^ gehörigen Kegeln und also 4 singulare Punkte 2. Grades 
der Congruenz (die S/'). Bj sendet einen Kegel 2. Grades zur Con- 
gruenz, wie unmittelbar ersichtlich ist. 

Dasa in jedem Strahlenhßschel, der einen der 7 andern Grund- 
punkte des Netzes zum Scheitel hat, 6 Gerade von Flächen /i liegen, 
folgt aus: = 6; wir haben zu untersuchen, wie diese sich auf die 
beiden Regeischaaren q^ und q^' vertheilen. 
Dazu beweisen wir den Hilfssatz: 

Wenn G- und L swei Grundpunhle eines Flächennetges 2. Ordnung 
smd, so befinden sich die durch G gehenden Geraden g der einen und die 
durch L gehenden Geraden l der andern Begelsehaaren der Flächen in 
der ersten Cr emona' sehen Verwandtschaft 4. Grades; d. k. wenn g im 
Smdel G einen StrahlenJmsckel (G, y) beschreibt, so durddäuft l einen 
Kegel 4. Grades, weldier die LG Mr dreifa<^en und die Geraden von L 
nach den 6 übrigen Grundpunkten m einfachen Kanten hat. 

Für Letzteres ist kein Beweis erforderlieh. Die l liegen erstens 
in den Ebenen, weiche aus LG nach den Strahlen von [G, y) gehen, 
ferner auf den Kegeln 3. Ordnung, die aus L die Grundcurven des 
Netzes projieiren, welche die verschiedenen Strahlen von ((?, y) in G 
berühren; alle diese Curven befinden sich auf der Fläche des Netzes, 
welche die Ebene y ia G tangirt, und daher haben die genannten 
Kegel die Linien von L nach den 7 übrigen Grundpunkten, sowie die 
beiden in L sich schneidenden Geraden dieser Fläche gemein und 
bilden einen Büschel, der so projectiv auf den Ebeueiibüschel LG be- 
zogen ist, dass jede Ebene den entsprechenden Kegel längs LG be- 
rührt und in der / schneidet, welche derjenigen g entspricht, die durch 
die Ebene projicirt und von der Grundcurve berührt wird, nach welcher 
der Kegel geht. Dies beweist, dass der von den l erzeugte Kegel 
4. Ordnung ist und LG zur dreifachen Kante hat. 

Wir legen G in einen der Punkte Ä, etwa A^^, L in JB,; so hat 
der Kegel 4. Ordnung mit (Bj), ausser der auf ihm dreifachen Kante 
B^^AJ^ und den B^ {A^, A^, A^, noch 2 Kanten gemein; von den 6 
Strahlen im Büschel aus A^ gehören folglich 2 mit der Kante von 
{B^ nicht zur nämlichen und demnach 4 zur nämlichen ßegelsehaar; 
von A^ kommt also ein Kegel 4. Ordnung zur Congruenz. 

Wird L wiederum in .Bi, G aber in B^ gelegt, der nicht auf {B^ 
sich befindet, so hat der Kegel 4. Ordnung mit (i?,) die vier auf 
beiden einfachen Kanten Bi(A^,..Ä^ gemeinsam, und ausserdem 
noch 4, Von den 6 Strahlen im Büschel aus B^ gehören 6 ■ — 4: ^^2 
mit der Kante von (i?j) zur nämlichen ßegelsehaar; aus j?^ kommt 
ein Kegel 2. Grades zur Congruenz. 
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Enthält das Flächennetz ein Ebenenpaar, dann muss nnin die 
VertheiUing der Grundpunkte so vornehmen, dass B^ mit einem der A 
in derselben Ebene des Paars liegt; dadurch bringt man dieses in das 
System der f^ und verringert, wie in Nr. 450, die Klasse der Congruenz. 

Die Eest-Congrums (6, 10) (Nr 34^) (nfsteht bet dieser Congruens ifiö 
sweiter Art in anderer Weibe ah hei denen da ersten Ait 

Die Congruenz (2, 6)n entlmlt insgebammt aa' Begelflachen 4. Grades 
mit einer doppelten aihisciibii Bawmmiive, und unter tJmen oo^, mlcke 
noch eine einfache gerade Leühnie besttcen Diebe geraden Leitlinien, von 
denen jede su swei solchen Begelflachen gehoil, erfüllen die Best-Congruens 
(6, 10) (Nr. 345 und 348) 

Zu äerselbeji sendet jeäet von den 12 Funlten S seinen Kegel 4. Ord- 
nung. Bei den Sj der C ist der (äJ selbst eine in der Congruenz be- 
findliche Regelfläclie 4. Grades, für welche jede von den Kanten l' als 
— auf der Fläche gelegene — Leiigerade angesehen werden kann. 
Die zweite Kegelfläche 4. Grades, welche V zur einfachen Leitgeradeii 
hat, ist der zweite Bestandtheil der Segelfläche 8. Grades (l'), von 
dessen Erzeugenden von jedem Punkte der V, weil diese selbst zur C 
gehört, nur eine kommt. 

Für die 8 andern Kegel 4. Ordnung ergiebt sich die Zugehörig- 
keit zu (6, 10) daraus, dass jeder von ihnen in einer der beiden con- 
focalen Congruenzen sich befindet, oder, wenn nur die Entstehung aus 
C benutzt werden soll, in folgender Weise. 

Es sei l' Kante eines dieser Kegel {82')^; weil sie zu einer der 
confoealen Congruenzen gehört, so ist sie Leitgerade einer in C selbst 
enthaltenen Regelschaar p; also zerfällt {l') in den {8^^^, diese Regel- 
schaar und demnach noch eine Regelfläche 4. Grades, für welche V 
nur noch einfache Leitgerade ist 

Die zweite Kegelfläche, welche l' zur einfachen Leitgeraden hat, 
besteht also aus (S'a)^ und 9. 

Betrachten wir noch eine Kante l' eines Kegels (S,i)ä; sie gehört 
zu beiden confoealen Congruenzen C^ und Cg und ist also Leitgerade 
für eine Regelschaar p^ und p^ ans jedem der beiden Systeme von C; 
diese setzen aber eine Regelfläche 4. Grades in C zusammen, für 
welche V doppelte Leitgerade ist. 

Der Bang der Congruenz (2, 6)n ist 4, wie der von (2, 6)1; also 
ist auch bei ihr der Torsus _[ 5. Klasse und die Curve \l\ 19. Ord- 
nung; durch die S^ geht sie 6 mal, durch die S^ einmal. 

Die Flächen (P) sind 5. Ordnung und haben die S^ zu 3 fachen, 
die S^ zu einfachen Punkten. Fallt P in einen S^ oder einen S^, 
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■L. B, in einen ä/, so ist die reducirte Fl'iehe (,P) dit Eben <] irch 
die 3 übrigen B.^, bezw. die Fläche 3. Ordnung welol e die -4 titlvtn 
A4 zu Doppelpunkten hat und durch die 3 andern \ geht und liiin.li 
wiederum vollständig bestimmt ist. 

4(56 Wenn swei Flächen 2. Grades f^, p die einander m z lei olh 

nearen Bäumen entsprechen, durch die SchmtÜtnien ihtet homologin he 
ruhrungsebetmz eine Congrueng (2, 6)n erseugen so sind sw in leinet 
besmdem Lage mm Haupttetraeder der CollmeaiMH dia wir wie bei 
der Betrachtung des tetraedralen Complexes, JBC D .^ ( jiyd nennen 
wollen. 

Durch specieile Lagen erniedrigt sich die Klasse und wir Mnnen 
so zu allen 4 Congruemen von der 5. his sm 2. Klasse gelangen und 
erltetmen dieselben als Specialfälle der (2, 6)11*). 

Jedesmal, wenn eine der beiden Flächen und infolge dessen auch 
die andere eine Ebene des Haupttetraedera berührt, sondert sich das 
Strahlenfeld in derselben ab. 

Es sei a diese Ebene, so haben z. B. auch die beiden entsprechen- 
den Beruhrungstegel aus B die a zur sich selbst entsprechenden ge- 
meinsamen Tangentialebene tmd der Kegel, der durch die Schnitt- 
linien der übrigen homologen Berührungsebenen erzeugt wird, ist nur 
noch 3, Ordnung. 

Für die restirende Oongruetiz (2, 5) ist daher blus A sirigulär 
vom 4. Grade, B, C, D sind es vom 3. Grade. 

Die beiden Geraden aus der einen und andern Schaar von f^, die 
in « liegen, entsprechen den Goraden von f^ in a. Folglich fällt so- 
wohl ein B, als ein B' in diese Ebene, erniedrigt sich aber zum 
t. Grade, weil die Ebenenbüschel um die beiden in ihm eich schnei- 
denden Geraden aus beiden Scbaaren durch die Ebene a perspectiv 
geworden sind, und daher nur noch einen Strahlenbüschel erzeugen. 
Damit haben wir 2 .3 Punkte 2. Grades und 2 Punkte 1. Grades. Es 
fehlt der dritte singulare Punkt 1. Grades; er liegt auch in a und hat 
diese Ebene zur zugehörigen, wie in Nr. 283 gezeigt worden ist. 
Diesen Büschel hat das sich abtrennende Strahlenfeld gewiss ermassen 
bei der (2, 5) zurückgelassen. 

Berühren femer f^ und f die Ebenen a und ß, so ergiebt sich 
eine Congruenz (2, 4); A und B, die je blos in einer von diesen 
Ebenen liegen, sinken auf den 3. Grad, C und D aber auf den 2. Grad. 



*) Eummei', ii. a. Ü. S. 10-i; wo jedocli nicht diese Erzeugungav 
nutzt wurde. 
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Von den R und den R' fällt je ein Punkt in a und in ß, so dass 4, 
nämlich 2Ii und 2Ii', von ihnen 2. Grades bleiben, die 4 andern 
1, Grades werden. Zu diesen 4 Punkten 1. Grades treten dann die 
beiden, denen k und ß als singulare Ebenen zugehören. 

Wenn f^ und f^ 3 Ebenen «, /3, y des Haupttetraeders tangiren, 
so sind für die Congruenz (2, 3) die Punkte A, B, G, sowie IFi, \M' 
vom 2, Grade, D, ?iR und 3JB' vom 1. Grade, zu denen dann noch 
die Seheitel der Büschel in a, ß, y kommen. 

Endlich, wenn alle 4 Tetraeder-Ebenen von beiden Flächen be- 
rührt werden, sind alle 4 Ecken und alle jR und E' auf den ersten 
Grad herabgesunken; die 16 singuläran Punkte der (2, 2) werden 
durch die Scheitel der Strahl enbüschel in den 4 Ebenen vervollständigt. 

IT. 

Das bekannte Problem*) über die Bewegung einer Geraden, welche 4,f:i'l 
mit mehreren von ihren PunJcten auf gegebenen Geraden oder Ebenen 
gleitet, fiihrt iu seinem interessantesten Falle, wo drei Punkte in drei 
Ebenen gu bleiben gemnmgen sind, zu einer Congruenz (6, 2)ii. 

Bei diesem Probleme, dessen Ausgangspunkt der alte Satz von 
Proclus ist (Nr. 115), hat man bis jetzt die Aufmerksamkeit mehr 
auf die Oerter gerichtet, welche von weiteren Punkten der bewegton 
Goraden beschrieben werden, als auf den, der durch die Gerade selbst 
erzeugt wird. 

Wenn die starre Gerade g mit mvei PunJiten A, B auf swei sich 
in schneidenden Geraden a, b gleitet, so beschreibt, nach dem Satze 
von Proclus, jed^ weitere Pmikt C auf ihr eine Ellipse, um als 
Mittelpunkt; ihre Halbmesser auf a und b haben die Längen BC und 
AG. Sie wird eine Doppelgerade, wenn a und b parallel sind. 

Es giebt daher S Lagen von g, in denen sie mit 3 Funkten A, B, C 
auf 3 geg^ene Gerädert (derselben Ebene) m liegen kommt. 

Durch die Bewegung von g entsteht auf den beiden „Leitlinien" 
eine Correspondena [2, 2], und deshalb umhüllt g eine Cv/rve 4. Klasse S, 
welche jede von den beiden Leitlinien zweimal berührt und noch zwei- 
mal sehneidet, nämlich in den Punkten, die vom Schnittpunkte beider 
Geraden, bezw. von der andern Geraden die Entfernung AB haben; 



*) Vergl. z, C, Dupin, Journal de l'Bcole polytechnique Heft 14 S. 45; 
Darbous, Annales de VEcole normale Ser, III Bd. ö S. S84; Mamnlieim, Nouv. 
Annalea de Mathömatiques Ser. III Bd. 8 8. 308; H. Menzel, Uelier die Bewegung 
einer starren Geraden, welche mit mehreren von iliren Puniten in festen Ebenen 
oder auf festen Geraden gleitet. Dissertation v 
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also ist die Ciirve (i. Ortlming.*) Die uuendlich ferne üerade iat 
ebenfalls eine Doppeltau gente (mit imaginären Berührungspunkten). 

Diese fuive ist die Enveloppe der verschiedenen Ellipsen. 

Wenn a, b pirdllel smä so zerfällt sie in 3 Strahl enbiischel, von 
denen der eine, dessen bcheitel der unündlich ferne ist, doppelt 
zu nehmen ist — 

Sind ferne* a iind b windschief, so hcäim alle Lagen von g dieselbe 
Neigung gegen die Ebenen, du. su a, b parallel sind, und jeder PunJct 
von g hläbi tn einer von diesen Ebenen imd bewegt sich in derselben auf 
einer Ellipbe, di die Orthogonalprojection von AB auf diese Ebene, 
deren Endpnnkte sieh auf den Projectionen der a, Tj bewegen, auch 
unveränderliche Lange bat 

Die Mittelpunkte aller dieser Ellipsen erfüllen das gemeinsame 
Lotb zwischen a und b 

Auf den Geraden a, b entsteht auch hier eine Correspondeua [2, 2J ; 
also ist dei Ott det bewegen Geraden g eine Segelfläche 4. Grades, 
welche a und b su doppelten Leitgeraden und die Verbindungslinie 
ihrer iinendkoli feinen Fünfte zur doppelten (isolirfen) Ermigenäen hat. 
(Art VII), 

Die Ebenen durch letztere schneiden aus der Fläche die von dm ver- 
schiedenen Funkten der g erzeugten Ellipsen hmä.**) 

468 Wenn g mit A und B in swei Ebenen a, ß gleitet, so beschreibt 

sie einen Complex 4. Grades; die Complexcurve in einer beliebigen 
Ebene ^ ist die oben besprochene Curve 4. Klasse, welche die Geraden 
g« und 1^ zu Leitlinien hat. Daher gekoren die Strahlenfdäer im et, ß 
und der unendlich fernen Ebene @ doppelt m diesem Complexe. Aus 
jedem Punkte von a und ß kommt, ausser dem Strahlenbüschel dieses 
Feldes, ein Eotationskegel; aus einem Punkte von @ aber kommen 
noch zwei Strahlenbüschel in symmetrischen Parallel ebenen zu aß. 

Wenn g durch einen beliebigen Punkt X geht und A m a sich 
bewegt, so beschreibt B die Rotationsfläche einer Conchoide (um ihre 
Symmetrieaxe). Den Schnitt derselben mit ß projieirfc der Complex- 
kegel aus X. Daraus folgt, dass für diesen Kegel die zur aß parallele 
Kante Seibstberilhrungskante ist. Also gehört der Bündel der Parallo!- 
1 zu aß doppelt zum Complexe. 



*) Sie ist die Hjpocyoloide mit 4 Hückkehrpunkteii (Äatroide), we 
h rechtwinklig sind. 

**) Eine clersellien ist ein Kreis; die Fläche ist die, mit welcher 
Nr, 115 und 116 za thun hatten. 
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Die Rotiitioiisfläclie der Coiichoide enthillt den absoluten Kegel- 
schnitt S^ derart, dass der Kegel aus dem festen Punkte X längs 
desselben berührt. Folglich geht jeder Conipleskegel durch die ab- 
soluten Punkte der Ebenen a, ß und berührt in den Kauten nach 
ihnen den Kegel aus seinem Scheitel nach S^ 

s den absoluten Funkten von a und ß gehören also 
s Complexe. 

Betrachten wir einen weitem Punkt C von g. 

Jeder Punkt des Baums ist für zwei Gera^ g der PtinM Ü; in 
der That, wenn C in ihm liegt und ^ in «, so entsteht durch g ein 
Botationsbegel, auf dem die Punkte J5 einen Kreis beschreiben; also 
fö,llt S zweimal in ß. 

Diese bpideu Geraden sind symmetnsch in Bezug auf die Ebene 
welche durch den Punkt seukieuht 7ir Geiaden ccß gelegt ist 

Liegt ahei der Punl t m dieser Ebene auf der Ellipse, welche 
duich C erzeugt wird wenn A und L aut den Spuien von « und ß 
lieh bewegen, so talkn die beiden (leiaden ^ich veieinigeud, in 
diese Ebene 

Der Ci/lmdej , dn diese Lllipscn w allen m aß notmalm Fhmen 
mtlialt %md äemnaclt aß ^m Äxe hat, bcheutet vi Baume die Funkte C, 
lon denen zwei tcellc Getaden g mcyelun und ttelrJe im Innern dtt 
Ojlmders hegen, uon denen, für welche s^e imaginär bind 

Wenn g mit Ä auf der Fhene a und mit B auf der Geiaxtai b 4(j9 
(jlntet so btscfueibt jedei weitere Funlt C von g ein Elhpsoid dessen 
Elhp en m den Ebenen durch h leicht anzugeben amd Die Ebene « 
und ihie Paiallelebenen sehne den ls in Kreisen 

Eine 1 eiiebige Gerade c tnflt die J liehe zweimil di die Ellipst, 
nolche ^on A eizeugt wird, wihiend B und t sich luf b und e b 
we,.pn der a su oft begegnet 

Alle die'ie Ellijsoide, den ver'ichie lenen Piukten von / ?u^ehi ii^, 
haben den Punkt O^ab zum gemeinsamen Mittelpunkte. 

Die Geraden g erseugen in diesem Falte eine Congruens {4, 2); dass 
in eine beliebige Ebene — durch welche F festgelegt wird — 2 fallen, 
leuchtet sofort ein. In jeder Ebene | durch b haben wir c»^, welche 
die zu %a und 5 als Leitlinien gehörige Curve Ä 4. Klasse 0. Ordnung 
umhüllen. 

Die Strahlen der Congruenz aus einem beliebigen Punkte X sind 
die Tangenten an die Curve S in der Ebene Xb. 

Diese Congruenz ist, wegen der geraden singulären Linie i, natiirlicJi 
nicht die duale su der im Vorangehenden besprochenen Congruens (2, 4), 
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sondern viülmehr zw einer erst später zu besprechenden, um derent- 
willen wir sie aber hier genauer behandeln. 

Alle ihre Geraden berühren die Fläche T, welche diwck die ver- 
schiedenen Gwrven Ü in den Ebenen | durch h erzeugt wird. Diese 
Curven berühren die Gerade h in zwei festen Punkten, welche vom 
Punkte die Entfernung AB ^== p haben, und schneiden sie in den 
zwei verän der liehen Punkten, welche je von der Geraden ^k diese 
Entfernung haben. In den beiden letzteren Punkten berührt die 
Ebene g die Fläche T, so dass h Axe eines Büschels von Doppel- Berührungs- 
ebenen dieser Fläche ist. 

Aus den verechiedenen Punkten von & erhält die Congruenz je 
einen Rotation ske gel K, und die Berahrangsebenen dieser Kegel um- 
hüllen T. Tangirt eine Ebene | durch h einen K, so wird die Be- 
rührungskante Tangente im Scheitel an die von der Ebene aus- 
geschnittene Curve Ä. Daraus folgt, dass in jedem Punkte von b 
zwei Ebenen die T berühren, die Gerade b also aucli eine Doppelpunkts- 
Gerade von T ist. Demnach ist T 8. Ordnung. Ein beliebiger Punkt 
von h lehrt, dass sie 4. Klasse ist, indem der Tangentialkegel aus ihm 
iu den Doppel-Büschel b und den Rotationskegel K zerfällt. Oder 
wenn l eine beliebige Gerade ist, welche die a in i trifft, so können 
wir auf b eine Correspondenz [2, 2] hersteilen, in welcher einem Punkte 
X von b ein anderer X' entspricht, der von dem Strahle des Büschels 
{X, «), welchen die Ebene IX enthält, die Entfernung p hat; denn 
einerseits schneidet der Rotationsey linder, vom Radius p, um einen 
Strahl von {L, a) die b zweimal, andererseits enthält dieser Büschel 
2 Strahlen, welche die Kugel um einen Punkt X' von b mit dem 
Itadius p taagiren. Die 4 Coincidenzen dieser Correspondenz sind die 
Scheitel der 4 Kegel K, welche die Gerade ( berühren. 

Jede von den erzeugenden Curven ^ hat (ausser der b) auch die 
Gerade |ß und die unendlich ferne Gerade von | zu Doppeltangenten. 
Somit ergeben sich stvei Strahlenlmschel von Doppelstrahlen der Congruenz 
in den Ebenen a und @ um die Spurpunkte der Geraden b. 

Femer sind diese beiden Ebmten conische Doppel- Berührungsebenen 
der Fläche T; die cc berührt ersichtlich längs des Kreises um mit 
dem Halbmesser p. 

Von den einhüllenden Kegeln K arten 4 aus; der eine ist der 
zu gehörige, welcher, als Kegel 2, Ordnung, in die doppelte Ebene 
a übergeht, als Kegel 2, Klasse aber in die Ebeneubüschel um die 
beiden Geraden aus nach den absoluten Punkten von a zerfallt. 
In ähnlicher Weise artet der Kegel aus dem unendlich fernen Punkte 
von b aus. Wichtiger aber sind die beiden Punkte B" von b, welche 
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von tt die Entfernung p haben. Der Kegei aus einem B" ist, als 
Kegel 2, Klasse, in den doppelten Ebenenbiischel um die Axe über- 
gegangen. Daraus folgt, daes die beiden Punkte jB° je nur eine durch 
h gehende Berührungsebene haben, also Cuspidalputüde der Fläche T 
auf der Doppelgeraden S sind, und die eben erwähnte Axe ist die 
ausgezeichnete Gerade des Cuapidalpunktes, durch welche (Xj' in ihm 
berührende Ebenen gehen (Nr. 405), 

Jeder Strahl durch einen Cuspidalpunkt ist Tangente der Fläche 
und demnach enthält eine Ebene ^ durch 6 ausser der Curve Si 
4, Klasse noch zwei Strahlenbüachel um die Punkte B'^, also ins- 
gesammt eine Curve 6. Klasse von Tangenten der Fläche T, wie dies 
auch bei einer Flache 4. Klasse mit einem Büschel von doppelten 
Berührungsebenen im allgemeinen nothwendig ist.*) 

Damit haben wir aber, aus jedem j?", erst einen Beruhrungskegel 
0. Ordnung 2. Klasse ; es fehlt noch einer 2. Ordnung 0. Klasse, der 
also aus 2 Strahlenbüscheln besteht. 

Dies führt zu 2 conischen Doppel- Berührungsebenen durch jeden 
B". Daher bat T insgesammt 6 solche Ebenen, von denen zweimal 
zwei sich auf b schneiden, die beiden übrigen a und S aber nicht. 
Diese 6 Doppel-Berührungsebenen reduciren die Ordnung unserer Fläche 
4. Klasse von 20, welche statthaben müsate, wenn die Fläche nur den 
Büschel von doppelten Berührungs ebenen hätte (Nr. 420), auf 8, 

Nehmen wir nun an, dass g mit den FunUen A, B in den Eheitm 470 
R, ß, mit C aber auf der Geraden c gleite. 

Jeder weitere Funkt I) von g beschreibt eine Ellipse. Denn in jeder 
Ebene | durch e haben wir 2 Lagen von g und von D, auf c seibat 
aber kann B nicht fallen, weil die Punkte «c und ßc nicht die Ent- 
fernung AB haben. Es giebt 2 Punkte OJ, GJ' auf c, welche von « 
die Entfernung CA, und 2. andere C/, C/\ welche von ß die Ent- 
fernung CB haben. Schliessen die beiden Strecken Ca'd", C/Cji" 
sich aus, so giebt es überhaupt keine reellen Geraden g. Im andern 
Falle aber gehen nur vom gemeinsamen Theile reelle Geraden g aus, 
und die Punkte B auf ihnen sind endlich, also die von ihnen be- 
schriebenen Kegelschnitte Ellipsen. 

Zu ihnen gehören die von A und B in a, ß beschriebenen Ellipsen. 

Die den Punkten D und E von g zugehörigen Ellipsen haben 
keinen Punkt gemein und befinden sieh in eindeutiger Beziehung ihrer 



*) Dual: an eine Fläche i. Ordnang mit einer Doppelgerade n kommt i 
einem Punkte derselben ein Kegel 6. Ordaung, (Vergl. Nr. 477.) 
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Punkte. Also ergeugen die Geraden g eine B&jelfläche 4. Grades, Man 
ersieht auch leicht, dass c eine doppelte Leitgerade derselben ist, da jeder 
Punkt von ihr zweimal C ist, und dass in jede Ebene durch c 2 Er- 
zeugende fallen. Der Schnittpunkt derselben erzeugt die fernere Doppel- 
curve dieser Hegelfläche, welche ein Kegelschniü ist, weil einmal dieser 
Schnittpunkt auf c fällt, wenn nämlich die Ebene durch c zur Schnitt- 
linie aß parallel ist (Art V). 

Ättf der Regelfläche liegen die von den verschiedenen Punkten der g 
ergettgten EUipsen. Die obige Erzeugung der Fläche aus zweien zeigt, 
dass in die Ebene einer jeden von diesen Ellipsen zwei Erzeugende 
fallen; also sind die Eienen dieser Curven die I>oppel-Senihnmgsd>enen 
der Fläche, welche je die beiden von den verschiedenen Punhten der c 
kommmden Eremgenäen verbinden. Dieseli>e}t umhüllet einen Kegel 2. Gra- 
des, der dual ist zur Doppelcurve 2. Ordnung. Sind Äj^B^CD^, A^B^OD^ 
zwei von demselben Punkte C auf c ausgehende Erzeugenden, so 
ist Ä^ A^ II J?, B^ II D, Da » also die Ebene der Ellipse der Punkte D 
parallel der Schnittlinie aß. Demnach ist der unmdlich ferne PnnU 
der Geraden aß der ScMitel des eben erwähnten Kegels und gemeinsamer 
Punkt der Ebenen der verschiedenen Ellipsen. 

Auf jeder der Elüpaen, z. B. der der D, entsteht durch die zwei 
Punkte I)i, D^, welche je zu demselben C auf c gehören, eine In- 
volution, deren Centrum der unendlich ferne Punkt von aß ist. 

1 Lassen wir mm auch C eine Ebene y durchlaufen, wodurch wir 

zu dem Falle unseres Problems kommen, der uns am meisten interessirt, 
so tmrd ein beliebiger weiterer Bnnht D der Geraden g ein Fläche 3. Grades 
besckreibmi; denn bewegt sich A auf a, B auf ß, D auf der Geraden 
d, so erzeugt C eine Ellipse, welche die Ebene y zweimal schneidet. 
Diese Fläche ist aber wiederum ein EUipsoid; denn wir haben in jeder 
der 3 Ebenen, z. B. in y, eine Ellipse, in sie durch den Nr. 408 be- 
sprochenen elliptischen Cylinder eingeschnitten, innerhalb dessen allein 
sich Punkte C befinden, von denen reelle Geraden g ausgehen, deren 
A, B, C auf K, ß, y liegen; durch diese erhalten wir nur endliche D. 
Jede Gerade in y (oder a, ß) liefert eine Ellipse auf ein solches 



Der Punkt OE^aßy ist gemeinsamer Mittelpunkt aller dieser 
Ellipsoido. 

Für die Punkte A, B, C ist das Ellipsoid in eine Düppelebene 
a, (3, y ausgeartet. 

Die Geraden erseugen eine Oongruens (6, 2); in jedei' Ebene | 
haben wir zwei Gerade, die mit A, B, C auf |(a, ß, y) liegen. Um 
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die Ordnung 6 /a beweisen, betrachten wir den Complexkegel 4. Ord- 
nung aus emem Punkte X an den zu a, ß gehörigen Comples; die 
Punkte C auf seinen Kanteu bilden eine Curve 6. Ordnung; denn auf 
jeder liegt der ihr zugehörige und in die Spitze fällt C zweimal. 
6 Punkte dieser Curve fallen in die Ebene y. 

Jede von den Ebenen a, ß, y enthält eiiie Curve 4. Klasse von Con- 
gmensstraMen; in y z. B. umhüllen sie die zu den Leitlinien }>{«, ß) 
gehörige Curve; aus jedem Punkte von y kommen, wie wir wissen, 
2 Strahlen, die nicht in y liegen. 

Auf zwei parallelen Geraden A^H^O^ und A^B^C^ der Congruenz 
können die entsprechenden Punkte nicht in gleichem Sinne liegen, 
weil dies 3 zu einander parallele Geraden AiÄ^, B^B^, C^C^ in a, ß, y 
fordert, welche — bei endlichem — nicht möglich sind, Haben 
aber die Reihen ungleichen Sinu, dann sind AjA.^, B^B^, C^C^ cou- 
Tergent und zwar nach 0. Also zu jedem endlichen Strahle der Con- 
gruenz giebt es nur einen parallelen, der auch derselben angehört, 
nämlich der zu ihm in Bezug auf symmetrische. 

Folglich muss auch die Ebene @, die ebenfalls doppelt gerechnet sum 
Systeme der EUipsoide gehmi,' eine der Congruenz ungehörige Omve 
4. Klasse enthalten, von der jedoch nur die 3 Doppeltangenten &(cc,ß, y) 
reell sind. Danach ist die Cmgruens (6, 2) zweiter Art.*) 

Der tetraedrale Complex, in dem sie sich befindet, hat das Doppel- 
verhältniss -^^ und sein Tetraeder ist Kßy^. 

Also ist jede der oo^ CoUiniatwnen eine iffimtat 

Entsprechende Elemente einer solchen Afümtafc sind /;wei Punkte 
D und E auf den verschiedenen fetiahien der Congruenz bo»»/ sind 
auch die beiden Elhpsoide dm D und de) E affin und aho auch im 
vorigen Falle die Ellipsen der D und dei E, da dieselben entsprechende 
Curven auf den Ellipsoiden sind, wenn wii un? die Geiade c in j- 
liegend denken. 

Nach Ni. 4iQd ist die Brennflache der Congruenz tmt de> Enveloppe 
der ElUpsoide identisch. 

Zu der erhaltenen Äfhnitat der Elhpsoide (2)) und (jC) können 
wir, ohne die Eigenschaften des tetraedralen Complexes vorauszusetzen, 
auch in folgender Weise gelangen.**) 

Wenn wir nur die Verhältnisse der Strecken zwischen A, B, C, D 

als gegeben ansehen, so sei ^jj^'^i TiTi "^ (*i einen beliebigen 

*) Die 8 singulären Ebenen 3. Grades sind, wie die Rej;elBchaareu. auf den 
JiJllipaoiden, sämmtlich imaginär und hier von geringerem Interesse. 
") Vergl. die angeführte Dissertation von Menuel. 
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Punkt A' verbinden wir mit durch g' und eonstruiren darauf B\ C 
so, dass -y77, = A, jr-T^, = ji; die Ebenen durch Ä', B', C, welche zu 
a, ß, f bezw. parallel sind, mögen einander in I) schneiden. Wenn 
nun die Parallele g durch D zu g' die a, ß, y in Ä, B, C trifft, so 
ist AD = OA:, BD = OB, CD = OG'. Demnach beschreibt (j den 
tetraedralen Oomplex, wenn Ä' durch den ßaum sich bewegt, hin- 
gegen nur unsere Congruenz (6, 2)ii, wenn A' die Kugel (D)' um 
mit der vorgeschriebenen Länge von AJ) als Halbmesser durchläuft. 

Die Punkte A' und D aber beschreiben affine Bäume. Dass jedem 
A' ein Punkt I) entspricht, folgt unmittelbar aus der Construction. 
Ist aber D gegeben, so hat man die 3 Parallelebenen a, ß\ y zu 
a, ß, y durch I) zu legen. Alle Strahlen aus 0, welche a, ß' so in 
Ä', B' schneiden, dass jy^. = A, bilden einen Strahlenbüschel, dessen 
Ebene zu a' ß' parallel ist; ebenso für «', y und das Verhältniss ;*. 
Der gemeinsame Strahl beider Büschel ist der einzige, für den beides 
gilt, und sein Punkt A' der dem D entsprechende. 

Wenn nun A' in einer Geraden siph bewegt, so thuu es auch B' 
und C und die drei Parallel ebenen beschreiben drei perspective Ebenen- 
büschel, der Schnittpunkt D also eine Gerade. 

Weil tt, ß, y einen endlichen Schnitt haben, so gilt dies auch 
für die Parallelebenen, so lange sie selbst endlich sind; also entspricht 
jedem endlichen Punkte A' ein endlicher Punkt B. Damit ist die 
Affinität bewiesen. 

Sich selbst entsprechend sind alle Parallelebeneu zu a, ferner ß, 
y und jeder Punkt von ßy, sowie die unendlich fernen Punkte von 
aß und ay\ die Collineation ist daher die in Nr. 241 beschriebene. 

Die Verbindungslinien A' I) sind alle zu a parallel. 

Das EUipaoid (Z*), welches durch die Affiuität der Kugel (D)' 
entspricht, ist dasjenige, das vom Punkt D erzeugt wird, während g 
die Congruenz durchläuft. 

Ein anderer Punkt E auf g führt zu einer andern Affinität, in 
welcher dann der um mit dem Halbmesser AE beschriebenen Kugel 
(£')" das Ellipsoid (E) entspricht. 

Lassen wir nun auf diesen beiden Kugeln (fl)' und (£)" zwei 
auf dem nämlichen Strahle durch gelegene Punkte A', Ä' ent- 
sprechen, für welche OA! -.OÄ' = AB: AE auch dem Vorzeichen 
nach gilt, so sind die Kugeln ähnlich und ähnlich gelegen, also die 
zu ihnen affinen EUipsoide (J>) und {E) collinear und zwar wiederum 
affin, da ® in der Aehnlichkeit und den beiden Affinitäten (zwischen 
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Ä und -D , Ä' und IT) , also auch in der Collineation sich selbst 
entspricht. 

Wenn der SchniUpunht der drei Ebmen a, ß, y rmmälidi mt- 472 
femt ist, dann gehen alle EUipsoide in Doppelebentn ubei und diese 
Ebenen umhüllen einen parabolischen Cylinder, dessen Kauten den 
Schnittlinien von a, ß, y parallel sind. In jeder von ihnen haben wir 
oo^ Strahlen g, welche 2 Büschel bilden. Daraus folgt, dass alle g 
eine Congruenz (4, 2) bilden. Dieselbe ist ebenfalls nicht duil zu der 
(2, 4) mit einer endlichen Zahl von siugulären Punkten, sowie ver- 
schieden von der in Nr, 470 behandelten. Die jetzige Congruenz hat 
eine unendlich ferne singulare Linie 2. Ordnung, welche von den 
Scheiteln der eben erwähnten Strahlenbüschel gebildet wird und in 
einer Beriihruugs ebene des parabolischen Cylinders liegt. 

Sie ist zu derjenigen (2, 4) dual, deren Strahlen tangential an 
einen Kegel 2. Grades von den Punkten eines Kegelschnitts kommen, 
der durch die Spitze des Kegels geht. Wir werden uns in dem Ka- 
pitel über Congruenzen 2. Ordnung mit siugulären Linien mit dieser 
Congruenz zu beschäftigen haben. 

Sie wird zur (6, 2), welche dem allgemeinen Falle entspricht, 
durch den doppelten Strahlenhände] aus dem unendlich fernen Punkte 
vervollständigt. Die Curve 6. Ordnung, mit deren Hilfe wir in 
Nr. 471 die Ordnung der allgemeinen Congruenz (6, 2) nachwiesen, 
geht durch den unendlich fernen Punkt von aß, der auf der Doppel- 
kante des Compleskegels liegt, also im vorhegenden Falle den Punkt 
zweimal; mithin vereinigen sich, für jede Lage von X, 2 von den 
6 Schnitten dieser Curve mit der Ebene y in 0. 

Auch die frühere Congruena (4, 2), das Erzeugniss der Geraden 
g, welche mit Ä und B auf et und h gleitet, ist ein besonderer Fall 
von (6, 2); wir lassen BG null werden, ohne dass y mit ß sich ver- 
einigt; dann muss JB auf der Geraden ßy sich bewegen. Wie kommt 
in diesem Falle die Erniedrigung von der 6. zur 4. Ordnung zu stände? 

Auf dem Kegel 4. Ordnung, der aus einem beliebigen Punkte X 
an den Complex 4. Grades von Nr. 468 kommt, bilden die Punkte 
eine Raumcurve 6. Ordnung, die Punkte A und B jedoch nur Curven 
4. Ordnung, die Schnitte des Kegels mit den Ebenen a, ß. Die Curve 
der Punkte C, soweit sie auf beliebigen Kanten des Kegels liegen, 
deckt sich nun mit der der B, auf den beiden Kanten aber, die nach 
den absoluten Punkten von « hingehen — deren ganze Bündel ja 
zum Complexe gehören — , ist der Punkt B, der Schnitt mit ß, ein 
endlicher Punkt und, nach der bekannten Eigenschaft der Strahlen, 
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welche die absolute Curve SE^ treffen, hat jeder andere endliche Punkt 
der Kante von B die Eutfernung 0; also wird die Curve 4. Ordnung 
der B durch diese beiden Kanten zur Corve 6. Ordnung der C ver- 
vollständigt. Zwei von den Schnitten der Ebene y mit dieser voll- 
ständigen Curve liegen daher auf ihnen, oder von der Congruenz 
(6, 2) haben sich die Bündel um die beiden absoluten Punkte von « 
abgelöst. 

47,^ Wird nun, während nach wie vor A, B, C gezwungen sind, in 

«, ß, y zu bleiben, auch I> genothigt, in der Ebene d zu gleiten, so 
muss sich natürlich dieser Punkt auf der Ellipse bewegen, in welcher 
Ä das EUipsoid (j?) achneidet, und ein fünfter Punkt 'E von g auf 
derjenigen Ellipse, die derselben auf dem affinen EUipsoide (£/) entspricht. 

Werden mithin 4 Punkte Ä, B, C, D einer Geraden g genötb^t, 
sich in festen Ebenen a, ß, f, 8 sii lewegen, so durchlaufen alle Funh^ 
der g affine Ellipsen. 

Die oo'- Lagen, welche g dabei einnehmen Imnn, ^füllen wiederum 
eine Segelfläche 4. Grades, die zugleich der Ort ifer Elisen ist (Art III}. 

Der 4. Grad ergiebt sich, weil die Fläche das Erzeugniss der 
Verbindungslinien entsprechender Punkte zweier projectiver Kegel- 
schnitte ist (Nr. 41), oder durch folgende Ueberlegung: 

In jeder Ebene durch eine Gerade l haben wir 2 Strahlen der 
Congruenz (Ö, 2) und auf ihnen 2 Punkte Z); die Gerade l selbst 
enthält 2 Punkte I), ihre Schnitte mit dem BUipsoide (J5). Also 
bilden die Punkte D auf den Strahlen von (6, 2), welche l treffen, 
eine Baumearve 4. Ordnung; 4 von ihnen fallen daher in die Ebene 8. 

Diese Regelfläche hat keine gerade Leitlinie mehr. 

Die Ebenen der Kegelschnitte, welche zugleich, weil jede von üinen 
2 Erzeugende enthält, doppelte Beröhrungsebenen der Fläche sind, 
sind, da sie entsprechende Punkte projectiver (gleicher) Punktreiheu 
auf irgend drei Lj^en der bewegten Geraden verbinden, die Schmier 
gungsebenen einer cuhiscken Baumcurve und uwJiüUen einen Tarsus 3. Klasse. 

Ferner hat, wie bekannt, diese Regelfläche eine Doppeleurve 3. Ord- 
nung, der alle Erzeugenden zweimal begegnen, ebenso wie durch jede 
zwei von den Doppel- Berührungsebenen gehen. 

474 Wie im ersten Falle (Nr. 467), so sind auch in den beiden andern 

Fällen (Nr. 470, 473), in denen es sich um oo' Gerade g, welche alle 
gleiche Funhtre^ten tragen, und oo^ Ellipsen, die unter einander affin 
sind, handelt, die MittelpunUe dieser Ellipsen in einer geraden Linie ge- 
legen und sämmtliche Gt^aden g gegen dieselbe gleidi geneigt. 
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Es seien k, ß, y, ö (Jie Ebeaen, in denen 4 Punkte A, B, C, 
D von g sicli bewegen, {A), ..., (.D) die Ellipsen, die sie be- 
schreiben. Von jedem Punkte 91 der « geht ein Strahl g aus, der 
von ß, y, d so in 93, ®, ® getroffen wird, dass die Punktreiho 2(SES) 
zu der ABCD ähnhch ist (Nr. 471). 

Bewegt sich nun 91 durch ce, so bewegen sich 93, 'S, 3) affin in 
den 3 andern Ebenen, Kommt nämlich 9t auf (A), so ist jener Strahl 
der (/. Bewegen wir nun 9t auf einer Geraden in cc, welche (A) in 
A^ und A^ treffe, von denen g^^ Aj^B^Cj^Bj^ und ^^ e^ J.^ .Bg C^ D^ 
ausgehen, so gehören Aj^A2, B^B^, C^C^, B^D^ zur einen Schaar 
eines Paraboloids und die Geraden der andern Schaar tragen Punkt- 
reihen, welche zu denen auf g^, g^ ähnlich sind, und sind also g; 
folglich bewegen sich die entsprechenden SS, S, ® auf den Geraden 
B^B^, C^C^, AA und '^'«'se von 9t, 93, ©, ® beschriebenen Puukt- 
reihen sind ähnlieh. Damit ist, nochmals, die Affinität der 4 Felder 
und somit aller co'- Felder und speciell der in ihneu enthaltenen 
Ellipsen dargethan. 

Der Strahl g, der von dem Mittelpunkte einer von ihnen ausgeht, 
enthält auch die Mittelpunkte der übrigen , weil die Mittelpunkte 
affiner Kegelschnitte einander entsprechen. 

Wenn nun AjA^, BiB^ zwei entsprechende Durchmesser von 
(^A) und (B) und 91", ©" die Mittelpunkte sind, so ziehen wir B^A^' 
parallel, gleich und von gleichem Sinne mit B^A^; dann sind die 
Strahlen g zwischen Aj^A^ und B^B^, weil sie eine paraboloidische 
Regelschaar bilden, zu den Strahlen des Büschels aus B^ in der Ebene 
des gleichschenkligen Dreiecks A-^i-^i' parallel und zwar §1*"®" zur 
Höhe desselben. Demnach haben alle gleichen Strecken A B die 
Strecke %"?&" zur Orthogonal-Projeetion, oder alle Geraden g sind, 
wie behauptet wurde, gegen die Mittelpunkts -Linie gleich geneigt. 

Dieselbe Figur zeigt auch, dass von allen Strahlen g — welche 
eine Congruenz (3, 1) bilden (Nr. 309) — die Mittelpunkts- Linie die 
kleinste Strecke zwischen irgend zwei von den Ellipsen-Ebenen hat. 



Vorkommen von mi)gliclieii Doppelstrahleii bei den Cougruenzeu 
2. Ordnung und höherer als zweiter Klasse. 

Wir benutzen das Ergebniss von Nr. 466, dass die Congruenzen 475 
(2, 5), (2, 4), (2, 3) und (2, 2) Specialfälle von (2, 6)n sind, und 
fangen deshalb mit dieser letzteren Congruenz an. 
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Sie ist das Erzeugniss der Schnittlinien entsprechender BerÜhnmga- 
ebenen zweier collinearer Flächen 2. Klasse f uod f und eindeutig 
auf jede derselben bezogen. Einen möglichen Doppelstrahl — neben 
den 6 nothwendigen — werden wir also erhalten, wenn die Flächen 
f und / eine doppelte Bei uhr ingaebene haben d h wenn iie m sun 
EJegdsfJmttfe k itmi h ausaiten, die sidi m i»ei coUineaien Eaumin 
S, S' mtbpreehen 

Die Congrumz ist also det Oit det Schmtümim solclm cnhprecJiot 
den Bienm de» Leiden Rnmne uelclie heau Ic und 1 betulmn Dei 
mögliche Doppelst) aM i^i det Schnitt d det leiien Ebenen x und x lon 
k und l 

Die beiden Con^iuenzstrahlen aus einem Punkte X i eigth^n 

sich folgendermassen I entspreche dem i m 27 wir legen ins 
X.Y die Tangentialebenen au l, und schneiden sie 7um zweiten Male, 
ausser in Y\ , mit dem Ke^el der aus unstrem Punkte an den zu 
den colhnearen Kiumen geh iigen tetraednleu Coniplex kommt die 
Schnittkanten s nd die Congruenzstrahlen unl ihie ^ eibmdung^ebene 
die NullebenL ^ou X in Bezug auf die Congtuenz oder deien Null 
System. 

Fällt nun X^l auf die Gerade 3, also I m die Ebene x, üO 
vereinigen sich die beiden Beiuhrungsebcnen aus II ■iu / lu he 
Ebene x ihre fcchmttkanttn in den zweiten Schmtt derselben mit dem 
Compleskegel d,ut> T, d i in die (Teiade d und Nullebene ist die Be 
rührungsebene dieses Kegels iangs d also nicht unbestimmt uul «i 
änderlith wenn T die (/ lun,hlautt 

Damit ist diese Geiade als moghchei Doppel&fcidlii eiLannt. 

Singulare Punkte 4. Grades sind, wie im allgemeinen Falle, die 
4 sich selbst entsprechenden Punkte der Collineation. Weil aber die 
beiden Schaaren der ausgearteten Fläche h oder h' sich in den Tan- 
gentenbüsehel der Curye vereinigt haben, so sind die 4 singulären 
Punkte 2. Grades S^ oder li nach der Bezeichnung von Nr. 463, 
welche von den einen entsprechenden Schaaren herrühren, mit den 4 
von den andern herrührenden S^' oder W zusammengefallen und zwar 
in diejenigen 4 Punkte von d, in welchen entsprechende Tangenten 
von k und h' sich schneiden, die Coincidenzp unkte einer auf dieser 
Geraden durch die homologen Tangenten der beiden Curven hervor- 
gerufenen Correspondenz [2, 2]. 

Die Kegel 2. Grades ans diesen Punkten enthalten die Gerade d. 

Folglich hat die Congmene 4 unäre Funlcte S^, welche, me mi all- 
gemeinen Falle, durch die 6 nothwmdigen Doppelstrdhlen verbunden sind, 
tmd 4 binäre Punlcte S^, welche auf dem möglichen Doppelstrahle liegen. 
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Lassen wir aber, um zu den CoMgruenzeü niedrigerer Klasse zu 
gelangen, die Kegelschnitte k und h' 1, 2, 3, 4 von den Ebenen des 
Haupttetra«ders der Collineation berühren, so haben wir, nach Nr. 466, 
hei (2, 5), (2, 4), (2, 3), (2, 2) auf dem JDoppelstrakle d heew. 3, 2, 1, 
binäre S^ und 1, 2, 3, 4 binäre Si, die deshalb S/, S/ genannt wer- 
den mögen.*) 

Es verUeff>en mithin außserhalh dieses Boppelstrahls und als unär: 

bei (2, 5): der S^, die SSg, der 8*, 

indem die SÄ^' mit den S^", der S^' mit dem Si' in die binären 
Punkte aicb vereinigt haben; 

hei (2, 4); die bädm S^, 2S^, 2S^, 

hei (2, 3): 35^ und 45',, 

und bä (2, 2): 8S^, 
wie wir schon wissen (Nr. 402) 

Die Srennfläche ^ hat aho eine Di/ppeif/etade vnd i, 'i, 6, 7, 8 
atisserkalb derselben gelegene conische Xnot/^punkte Singulare Bleuen ff 
hat der allgemeine Fall der (2 6)ii meht, m den andern Fallen sind 
1, 2, 3, 4 binäre, 1, U, 4, 8 unaie voikanden Die ersteren, welche die 
Doppelgerade enthalten, berühren ^ wiederum längs euiey Geraden totsal, 
welche je die beiden nicht auf det Doppelgeiaden gelegenen 8 dct Ebene 
verbindet; die andern hingegen berOhren , wie im allgemeinen Falle, 
längs eines Kegelschnitts |ö|^, der auch einen der binären Punkte S 
enthält und diesen dadurch als Ouspidalpunkt zu erkennen giebt (Nr. 405). 

Wegen der Doppel geraden d wird $ in jedem ihrer Punkte nur 470 
von 4 Doppeltangenten berührt und ist deshalb die Ordnung der voll- 
ständigen Doppeltange^tlen-Congrueni} 2.4^8. 

Jeder ebene Schnitt hat 16 Doppeltangenten; da diejenigen, welche 
in unäre Ebenen e fallen, abzuziehen sind, so ist die Klasse der ge- 
nannten Congruene in den fünf Fällen 16, 15, 14, 13, S. 

Dieselbe eerfalU: 

m die (2, 6)ii und die Best-Gongruens (6, 10), 

m dw (2, 5) imd die Best-Congmens (6, 10), 

m die (2, 4), eine confocdle (2, 4) und die Eest-Congruem (4, G), 

m die (2, 3) und 3 confocdle (2, 3), 

tn die (2, 2) und 3 confocale (2, 2) (Nr. 407). 

Die Verminderung der Zahl der confocalen gleichartigen Con- 
gruenzen beruht wiederum darauf, dass die Gerade d zu den llegel- 

*) Ebenso bedeutet q, dass ein t'uiiitt quüteniär ist, wäbiend ein Zeiclieii 
für das Unäisein nicht erforderlich erscheint. 
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schaaren von sämmtlichen oder einigen Regelachaar-Systenien der 
Congrueöz gehört und daher die Geraden der zugehörigen Leitschaaren 
nicht Doppeltangenten der Brennfläehe sind. 

Bei (2, 6)n und (2, 5) sieht man sofort, dass die beiden — iden- 
tisch gewordenen — Gruppen [S]g (Nr, 445, 461) alle 4 binären Punkte 
S enthalten und also d zu allea Regelachaaren der Congruenz gehört. 

Bei (2, 5) verbindet die torsale Gerade, längs deren ^ von der 
einzigen (Sj') berührt wird, S^ mit dem unären S*. Der Kegelschnitt 
in der Ebene (S*) enthält noch die drei Sg und den jS^*. 

Der Punkt i5/ ist ein Cuspidalpnnkt der Doppelgeraden d; die 
Tangente in ihm an den eben erwähnten Kegelschnitt bestimmt die 
einzige durch d gehende Berflhrungsebene und ist selbst die aus- 
gezeichnete Gerade dieses Cus pidalp unkte s von der Beschaffenheit, 
dass alle durch sie gehenden Geraden in S^" die Fläche O berühren 
(Nr. 405). 

Nicht so unmittelbar i^t von den diei übrigen Punkten S^, bezw. 
allen 4S* bei (2, 6)ii 7U eikennen, dans sie Cuspidalpnnkte sind; zu- 
mal sie auch, weil eben die confocalen Cougruenzen fehlen, bei einer 
andern nicht 1. Grades werdüu können — 

Wenn in Nr, 456 die buden Punkte P nnd ^ unendlich nahe 
an einander auf s liegen, dann ergiebt sich die duale Gongruenz (5, 2) 
mit einem möglichen Doppelstrahle 

477 Die Oonffrums (2, 4) mit einem möglichen DoppehbuMe d mithält 

2 von jeder der 5 Aitfn smgulmei Tunkte, die sie hesttst: S^'', S^'', 
S„ S^, S^. 

Jede von den beiden Ebenen (8^^) geht durch d und einen von 
den S^; also haben in einen S,* sich zwei Ä^, die dem einen S^, und 
in den zweiten zwei, welche dem andern 83 verbunden sind, vereinigt. 

Es seien, wenn wir die Bezeichnung von Nr. 434 benutzen, 24 
und 34, welche beide dem 4 verbunden sind, die ersteren S^, so sind 
die in der Ebene (24) gelegenen jS^, nämlich 2 und 2*, die auf d be- 
findlichen und haben sich mit den in (34) gelegenen 3 und 3* ver- 
einigt und zwar, was ja nur Sache der Bezeichnung ist, 2 mit 3, 2* 
mit 3*; daraus folgt, dass im zweiten ä^* sich 25 und 35 vereinigt 
haben. Also sind hinär: 

2 = 3, 2* = 3*; 24 — 34, 25 -- 35, 
und unär: 

4, 5; 1, 1*; 14, 15. 

Die torsalen Geraden in den Ebenen (S/) verbinden 4 mit 15, 
5 mit 14. Dmiacli sind von den 6 cotiischen KnoteivpunMm der 3> nur 
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ztveimal swei durch eine der Fläclie angehSrige und die Doppelgerade 
treffende Gerade verbunden, die beiden übrigen 1 und 1* nicht 

Von den 3 Gruppen [SJg (Nr. 435) enthalten die beiden (identisch 
gewordenen) III und IV alle 4 binaren 8, hingegen die II nur 2; 
also ist nur die eonfocale Congniens C^ vorhanden. Beim Uebergange 
von Q 0u ihr haben die 4, 5 mit den li, 15 ihren Grad ausgetauscht, 
die Ptmlde auf d aber alle dm ihrigen behalten. 

Die Fläche * ist 10. Ranges und 8. Klasse (Nr. 420, 421) und 
erhält daher {Nr. 389) aus jedem der conischen Knotenpunkte noch 
einen Berührungskegel 4. Ordnung und 4. Klasse. Aus dem Paukte 
4 kommt der Kegel 3. Ordnung, der ihm in Bezug auf Cj zugehört, 
und die Ebene (14), die in Bezug auf Cj zu 14, in Bezug auf Q aber 
zu 4 gehört. Aus 14 aber kommt noch ein Kegel 3. Ordnung (mit 
der Doppelkante nach 15), der ihm in Bezug auf Q zugehört. Von 
jedem der beiden Punkte 1 und 1* kommen der ihm in Bezug auf Q 
und Q zugehörige Kegel 2, Grades und die beiden Ebenen (14), (15). 
Damit ist die 4. Ordnung, aber noch nicht die 4. Klasse erschöpft. 
Nun sehneidet aber die Ebene, welche d mit einem dieser Punkte 
verbindet, aus ein Gferadenpaar, dessen Gerade sich in ihm schneiden. 
Die Ebenen durch eine von diesen Geraden sind B er ührungs ebenen 
der *, da von den Sehuittpunkteu der Geraden mit der ausgeschnittenen 
Curve 3. Ordnung nur zwei in Doppelpunkte der Fläche fallen (bei 
den torsalen Geraden (4, 15), (5, 14) thun es alle drei); also haben 
wir durch den Funki noch ä Büschel von Tangentialebenen, durch welche 
der Kegel 4 Klasse vervollständigt wird. 

Der Berührungskegel aus einem beliebigen Punkte der Doppel- 
geraden d ist 6. Ordnung, weil von eiaem Doppelpunkte einer Curve 
4, Ordnung, die nur ihn als Doppelpunkt hat, 6 anderwärts berührende 
Tangenton ausgehen, und 8. Klasse — ■ wegen der Klasse von O — 
oder, nachdem der Büschel der Ebenen durch d, weiche alle doppelt 
berühren, abgeschieden, 6. Klasse. Fällt der Scheitel aber in einen 
der Cuspidalp unkte, so löst sich noch der Ebenenbüschel um die aus- 
gezeichnete Gerade ab, und zwar doppelt, und es bleibt nur ein Kegel 
4. Klasse. Dieser Kegel ß. Ordnung 4. IHasse besteht bei einem der 
S^', etwa 2 E^ 3, aus den zwei Kegeln 2. Grades, welche diesem Punkte 
in Bezug auf Q und C^ zugehören und beide d enthalten, und den 
beiden Ebenen (ß-,^'), die längs der Geraden (4, 15), (5, 14) berühren 
und in verschiedenartiger Zuordnung in Bezug auf diese Congruenzen 
zu den beiden S^^ gehören.*) 

*) Damit ist, iadirect, dio CaspidaJität der ,%'' bewiesen. 
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Der Kegel aber, der aus eiaem dieser Punkte, z. B. aus 24 ^=. 34, 
kommt, zerfällt in die beiden eben erwähnten in Bezug auf C^, Cg ihm 
zugehBrigen Ebenen, in die Ebene (15) und noch einen Xegel 3. Ord- 
nung 4. Klasse. 

]^an erbält diese Congruenz (2, 4) mit einem mögliehen Doppel- 
stralile yennittelst zweier quadratisch verwandter Ebouenbiiudel (Nr, 440), 
wenn in dem einen Bündel zwei Hauptebenen zusammenfallen und die 
homologen im andern gleichfalls.*) 

478 Die Congrums (2, 3) mit einem möglichen Doppelstrahle d hesitst 

Nehmen wir an, dass in £^2* sieh die Pnnkte 4 und 5 (nach der 
Bezeichnung von Nr. 423) vereinigt haben, dann folgt, dass in die 
i^i* nur solche Punkte S^ zusammengefallen sind, in deren Ebene einer 
von diesen Punkten liegt, also 14, 24, 34, 15, 25, 35. Daher enthalten 
die Ebenen (14j und (15) die Gerade ä und den 1, also sind sie 
identisch und mit ihnen luch die zugehörigen Punkte 14, 15. Dem- 
nach lind hinai 

•i^^ 11=15, 24 — 25, 34 £1-35 
un l mhat 

1, 2, 3; 23, 13, 12, 45. 

Von diesen iinaren Pufütteii sind durch die 3 torsalen Geraden 
m den Lhmen (Sj*), langb deren diese die $ berühren, su je zweien ver- 
bunden, namlich 1 rmt 23 2 mit 13, 3 mit 12. 

Dadurdh wtid det siebente 45 vor den G übrigen y also auch vor 
den o tdüigen S^ auigaseiclmet.**) Dies zeigt sich auch in der Ver- 
schiedenartigkeit der 4 weiteren Punkte (1 binärer," 3 uniire) in den 
zugehörigen Ebenen dieser 4 Punkte. 

Jede der 3 Ebenen (23), (13), (12) enthält nämlich den 45, 
feiner 2 von den 9 und 1 S/', die Ebene (45) hingegen die 3 
ubii^en Äj und den S'', so dass in diesem Falle der SJ' in derselben 
Weise, wie die Sj*, als Cuspidalpunkt zu erkennen ist. 

Von den 5 Giuppen [S]g (Nr. 424) enthalten die identisch ge- 
woidenen V und VI alle 4 binaren Punkte (sie tilhren zu einem Sj- 
■iteme von Regelschaaien dei Congruenz, die allu d enthalten) und II, 
UI IV IUI 2, aho bestehen Mos die 3 confocalen Congriiemen Q, Q, Q. 

*) &cljubeit Einst ifiga AuBartungen dei quadiatiachen iiauBformation 
(M ttheilungen dei Math Ciestlhcliaft in Uambuig Ni 3 S 31) Ausaitung %. 

**) Lr ist derjei ige, dei rrnt den 3 Punkten 'ij das Hauptti,fraeder der Col- 
lineatifn bildet 
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Die Brennfläche 3» ist 10, Hanges und 6. Klasse, mithin sind die 
Berölirungakegel ans den 7 conisclien Knotenpunkten 4. Ordnung und 
2. Klasse. 

Für die weitere Betrachtung aber ist es doch wohl vor theilh alter, 
die andere Bezeichnung (Nr. 426) anzuwenden, nach welcher die 4 
binären und die 7 unären Punkte (in der obigen Reibenfolge) die 
Namen : 

15 :^ 16, 25 = 26, 35 e^ 36, 45 — . 46 
und; 

12, 13, 14, 34, 24, 23, 56 
haben. 

Von dem Punkte 1" le fui C e ö st konmeu le u- 
gehbrige Kegel (12)^, den er aucl f r Q belilt und de Ebenen (1 !), 
(124), die in Bezug auf C ^ ''u -*4 „el ore und dabei b sb r 1,12;, 
(13) Messen, dem 12 abei in Bezug aut Q und Q ? ^ehdie 

Von dem Punkte 84 dei fui C e n S t kommt I e li n zu- 
gehörige Ebene (134), 1 »her ( 3) welche er in 14 13 ab^ elt bezw. 
für Q, Q, ferner die Ebene (15ü) = (2 4) b 1 er (45) gen nnt d e 1 tu 
in Bezug auf Cg zugehört dazu kommt e n be C nocl i 1 1 v r- 
handener Kegel 2. Grades (^4) der zu -ii i Bez g luf C^ C gel ort. 

Von zwei Punkten, wie 12, 34, welche durch eine toraale Gerade 
von verbunden sind, ist also der eine ein S^ für zwei von den 4 
cunfocalen Congruenzen, der andere für die beiden übrigen, je mit 
demselben Kegel; für die jeweiligen andern ist jeder ein ä^. 

Endlich vom ausgezeichneten Punkte 56, dor für C, auch ein S, 
ist, kommen die 4 Ebenen 

(156), (134) = (256), (124) = (356), (123) = (456), 

die in Bezug auf C, zu 56, 34, 24, 12 und von denen die drei letzten 
zu 56 in Bezug auf Q, Cg, Q gehören. 

Zur 4. Ordnung des Kegels sind wir auf diese Weise geliiugt, 
aber noch nicht zur 2. Klasse. Da 56 keiner von den torsalen Ge- 
raden angehört, so erhalten wir in der Ebene, die ihn mit ä ver- 
bindet, wieder 2 auf gelegene in ihm sich schneidende Geraden 
und die Ebenenbüschel um dieselben bilden den noch fehlenden Kegel 
2. Klasse. 

Jeder von den 4-. Unären Funkten auf d ist für eine von dm 4 Can- 
grtiemen der S^' und zwar für diejenige, deren Zeiger in seinem jetzigen 
Namen enthalten ist , so 25 :^ 26 für Ca . Der Berührungakegel 
aus ihm (nach Abscheidung der Ebenenbüschel um d und die aus- 
gezeichnete Gerade) ist 6. Ordnung und 2. Klasse und besteht aus 
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dem Kegel 2. Gradea, den der Punkt zu derjenigen Congmenz sendet, 
für welche er S/ ist, den 3 binären singularen Ebenen, welche 
torsal berühren, und der einen unären singularen Ebene, welche durch 
ihn geht, (156) bei 15 = 16, (134) = (256) bei 25 = 26 u. a. w. 

Jene drei binären Ebenen vertheilen sieh in den 4 Congruenzeu 
auf die 4 binären Punkte; so gehört (125) ^ (126) oder mit andern 
Namen: (346) ^ (345), welche längs der Verbindungslinie von 12 und 
34 berührt, in Q, Q, Cg, Q zn 25 = 26, 15 = 16,45 = 46,35 = 36. 

Eine Congruenz (2, 3) mit einem möglichen Doppelstrahle ergiebt 
aich bei tler Erzeugung durch drei projective Strablenbüsehel {Nr, 430), 
wenn deren Ebenen in eine Gerade zuBammenlaufen, welche dann der 
genannte Doppelstrahl wird: es vereinigen sich die Punkte 9(, ^, S, J^ 
mit den Punkten A^, B^, C^, D bezw. 

479 Die 7 unaren Punkte lassen erkennen, dasa bei der (2, 3) nodi 

em Siieiie) den ersii-n bdinadender Do^^lstrahl vorhanden sein hinn. 
Lisseii wii namlich indLm wii nun gleich die zweite Bezeichnung 
benutzen auch die Punkte 2 'nades 13 und 14 sieh yereinigen und 
infolge dessen auch die vom 1 Otiide 23 und 24, 35 und 45, 36 und 
4b, dann fallen, weü auf dem ersten Doppelstrahle schon 35^^.36, 
45^46 ist, diese 4 Punkte in einen quaternären S,^ zusammen, in 
dem sich die beiden Doppelstrahlen d^ und d^^ schneiden. Demnach 
sind binär: 

atif d,^^: 15 = 16; 25 = 26, 

atif rfg,: 13 = 14; 23 = 24, 

je der erste ein iS/, der zweite ein Sj* für die gegebene Congmeuz C^ 

ünär bleiben mir 12; 34, 56, von denen jener für Q ein S^, diese 
S\ sind. 

Die zu den S'i* gehörigen Ebenen (125) "= (126) oder (346) = (345) 
und (123) = (124) oder (456) = (356) berühren die Brennfläche ©, 
die nun d^^ '^'^^ '^i ^^ Doppelgeraden hat, längs torsaler Geraden, 
welche 12 mit 34 und 56 verbinden und sich auf d^g, d^^ stützen. 

Die Ebenen (134) = (256) und (156) = (234), die in Bezug auf 
C, zu 34 und 56 gehören, haben diese Punkte gemein und treffen d^^ 
in 25 = 26, 15 = 16, d,^ aber in 13=14, 23 = 24. Wegen der 
beiden Doppelgeraden wird $ in jedem Punkte nur von 3 Boppel- 
iangenten bmihrt; von den 8 Doppeltangenten eines ebenen Schnitts 
fallen 2 in die Ebenen (ySj); die Doppeltangenten-Congruenz ist also 
(4, 6) und zerfallt in Cj und eine confocale gleichartige. In der That 



y Google 



Voikommen v. mögliohou Dopprlstnilileii bei d. Congruiinzen 2. Ordnung. 313 

führt jetzt nur die mit IT bezeichnete Grupite [S]g su einer coii- 
focalen Q.*) 

Der ßang von ist 8; daher sendet jeder der 3 unaren S einen 
Berührungakege] 2. Ordnung und 2. Klasse aus. Beim Punkte 12 ist 
er ein nicht zerfallender und beiden Congruenzen gemeinsam. Bei 34 
besteht er als Kegel 2. Ordnung aus den beiden Ebenen (134)^(256), 
(156)^(234), die in Bezag auf C, zu 34 und 56, in Bezug auf Q 
zu 56 und 34 gehören, als Kegel 2. Klasse aber aus den beiden 
EbenenhÖscheln um die Geraden, in denen von der Ebene {d^^, 34) 
geschnitten wird. 

Der Berührungskegel aber aus einem der binären Punkte ist (nach 
Abscheidung der beiden Ebenenbüschel) 4. Ordnung 2. Klasse. Von 
den beiden Punkten auf demselben Doppel strahle, z. B. d^, ist 15^16 
für C^ ein 8^', für C^ ein S^' und 25 ^ 26 umgekehrt; als jSj* haben 
beide die nämliche zugehörige Ebene (125) ^ (126), Diese Ebene, 
ferner der Kegel 2. Grades, der dem Punkte als 5/ in der betreffenden 
Congnienz zukommt, und diejenige von den beiden (^i), in welcher 
er Hegt, 'setzen den Berührungafeegel zusammen. 

Der (^uaternäre Punkt iSj' ist für beide Congruenzen vom 1. Grade 
mit der Ebene d^id^s als seiner zugehörigen. 

Vom Vaikeliningsprobleme, hei dem wir von der Srennßädw aus- 480 
gcAen, wollen wir blos einige PSile vornehmen, von denen der eine 
uns lehren soll, dass auch i^ der Congruens (2, 4) zwei mögliche Doppel- 
straMm auftreten honnen. 

Es sei eine Fläche 4. Ordnung F* mit einer Dojypelgeraden d und 
4 conisdien Knotenpm^ten vorgelegt. Durch diese 4 Punkte und einen 
beliebigen Punkt X von F* geht eine (einzige) cubische Raumeurve r, 
welche d zweimal trifft und infolge dessen vollständig auf F*- liegt, 
Ist dann X^ wiederum der dritte Schnitt von r mit der Berührungs- 
ebene in X, so ergiebt sich, wie in Nr. 392, dass die Fläche 2. Grades f, 
welche durch r, d und XX^ geht, die F* längs r berührt, so wie 
dass XX^ und alle Geraden dieser Fläche aus derselben Schaar Doppel- 
tangenten von F^ sind. 

So wird in jedem Punkte von F^ eine von den 4 Doppeltangente Ji 
ausgezeichnet und durch den Inbegriff dieser Doppeltangenten aus der 
vollständigen Doppeltangenten-Congruenz der F^, welche (8, 16) ist, 



*) Die Gcuppen III und IV" und ebenso V und VI fallen Kusaimnen; die 
Regel schiiaren der beiden zugehörigen Systeme von Q haben tf^,, bezw. d^^ ge- 
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eine GongruPnz 2 Ordnung au«gc el eden Sie miss C Klaa&c und 
2. Alt sei we 1 '5 e (1 e BLnbrung ke^el 4 Orlu n^ (mit 3 Doppel- 
kantecj wel le an i** ai dea Knoteupi i kten kommen zu siugulären 
Kegeln hat denn lie&e entatehen duruh diejem^en Ceraden der er- 
zeugenden Regelschaiien der Flachen / welche duich le Ivnoten- 
punl te g 1 en — 

Wenn eine llaclf 4 Oidmnj t^ n t tnen l /peJte Keyphclmittc 
d^ noch ^ comscJie Knotenpiilte N ^ hat so sind {Ni 404) zwei 
Fälle möglich entweder ist die Veibindungslmie deiselben nicht auf 
i^* gelegen, oder aba se ist eine Gerade längs deren die Fläche 
von einer Ebene bei hit wird Zeifdlt <?' m gwet, bich schneidende 
QeraJen he wii wie m Ni 41fe welei a und h nennen wollen, so 
iverdm J» ueitei Falle dm uns allen interesmit diese dadurch wesent- 
lich von etnander wniersdi e len dass eine die a von J&r torsalen Geraden 
getroffen vnrd 

Besitzt aber die i'"'* 3 coniache Knotenpunkte N^, N^, N^, so ist 
(Nr. 404) einer von ihnen, N^i ''^^^ ^^^ beiden andern durch torsale 
Geraden verbanden, von denen die eine a, die andere b trifft, durch 
die dritte der Fläche nicht angehörige Gerade iV^ N^ gehen 2 eonische 
Doppel-Berührungsebenen. 

Wir erhalten diese Flächen auch aus der in Nr. 418, 422 be- 
handelten mit 4 coniachen Knotenpunkten N^, N^, N^, N^, welche 
durch ein Vierseit von torsalen Geraden verbunden sind, wenn wir 
den Knotenpunkt N^ , oder die im Yierseite benachbarten N^ , N^ 
„auflösen". 

Ebenso wie in Nr. 418 benutzen wir eine solche torsale Gerade, 
um die beiden Doppeltangenten, die in einem Punkte die F^ berühren, 
von einander zu trennen, und zerlegen so bei der Fläche mit awei 
Doppelgeraden und 3 Knotenpunkten die voUatändige Doppeltangenten- 
Congnienz (4, 6) — von der Klasse 6, wegen der beiden conischen 
Doppel-Beruhrungsebenen — in zwei Cougruenzen (2, 3). Die zwei 
torsalen Geraden lehren, dass jede der beiden Congruenzen zwei Systeme 
von Regelsehaaren hat, von denen die des einen alle durch a, die des 
andern alle durch b gehen. 

Ebenso gerlegen ivir bei der Fläche mit mvei sich, schneidenden 
Doppelgeraden a, h und mvei Knotmpunicten iV^, N^, deren torsale Ver- 
UndtmgsUnie die a trifft, die vollständige Congniens (4, 8) in swei Con- 
yruenmi (2, 4), von welchen jede ein System von durch ö gehenden 
Hegels chaaren hat. 

Den Schnittpunkt von a und 6 haben beide Congruenzen C,, Q 
zum quaternären S,. In Bemg auf die iveiteren avf ihnen gelegenen 
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Punhte S verhalten sich aher hier die beiden Geraden a und i un- 



Was jedoch zunächst die beiden conischen Knotenpunkte anlangt, 
welche für die Congruenzen unUre S sindj so senden sie, da die F* 
den Rang und die Klasse 8 hat, Beriihrungskegel 2. Ordnung 4. Klasse 
aus. Dieser Kegel besteht für jeden der beiden N aus einem Kegel 
2. Grades, der ihm in Bezug auf beide Congruenzen zugehört, und 
zwei Ehenenbüscheln, weif die Ebene Ni wiederum zwei Gerade aus- 
schneidet. 

Von den 4 Cuspidalpunkten der a, 5, welche binäre S für beide 
Coiigruenzon sind, kommt an die Fläche (nach Abscheidung der Ebenen- 
bOschel) noch je ein Kegel 4. Ordnung 4. Klasse. Zu demselben ge- 
hört bei den Punkten auf a die Ebene, welche längs NiK^ berührt 
und dem einen oder andern dieser beiden Punkte in Bezug auf Q, Q 
zugehört. 

Folglich bleibt noch ein Kegel 3. Ordnung 4, Klasse, also mit 
einer Doppelkante, der zu dem nämlichen Punkte je in Bezug auf die 
andere Congruenz gehört Die Doppelkinte ist der nothwendige Doppel 
strahl diesei Conniuenz Dei mögliche Dojpelstrihl a geholt dem 
Kegel nui einfich an, denn m joder Ebene durch a sind die Tangenten 
uns dem Scheitel S in den aus der II lache ausgescbuitteneo Keg^l 
schnitt Kanten des Kegels, in dtr Ebent, »Ö gehen diese beiden Lmun 
nach den binnen S auf h 

Die Kegel femer au& die&en Punkten auf zerfallen je in 2 Kegel 
2 Giadeo, Alf bezw zu dei einen odei andern Oongiuenz gehoien, 
^emein^ame Kanten derselben sind h, die fetrihlen nach den beiden N 
und der dem Scheitel als Cuspidalpunkt zugehörige au=( gezeichnete 
Stiahl, denn in der Richtung diesei Linie hit die Vereinigung der m 
einen binaren Punkt zusammengetallenen Punkte jS stattgefunden 

Demnach ist ton dm heiden hinuien P>mlte)t S auf dem Doppel 
slralde a jeder fut die eine fongtaenz ein %'', fwt die andete ein S, 
imd dei andere vmgekehrf die ihnen cds S^ suqehonge Ebene ist m 
heiden Fallen die Ebene, welcfie die totsale Gerade ff,JV, mfkait Die 
beiden binaren Pimkte auf h und die beiden unaren bind 2 Grades 
die lefgteten haben m beiden Congrue^isen je den namlidien Keyel, du 
et steten nicht 

Fügt man also zu dem emen Doppelstrihle, den wii in Nr 477 
sehen voraussetzten, noch den zweiten zu so i luken im Schnittpunkte 
die beiden bmaien Punkte 2t ^= 34 und 2j ^ 35 zusammen, auf dem 
zweiten Doppelstrahle liegen die neuen binären Punkte 4 ^^ 5, 14 E^ 15; 
unär sind 1 und 1* geblieben. 
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Bekommt die Coogruena (2, 4) einen möglichen Doppelstralii, so 
verliert sie 2 von ihren 3 eoufocalen gleich aj-ti gen Congruenzen, die 
Best-Congrueuz bleibt; erhält sie noch einen zweiten, ao scheint die 
Rest-Congruenz nun verloren zu gehen und die confocale (2, 4) bleibt. 
Vielleicht ist es richtiger, zu sagen, dass letztere verloren geht uni^ 
die Rest-Congruenz eine (2, 4) geworden ist. 

Der Congruenz (2, 3) raubt jeder Doppelstrahl, der erste, wie der 
zweite, zwei confocale gleichartige Congruenzen. — 

Es scheint nicht, dass die Congruenzen (2, 5), (2, 6)ii einen zweiten 
inöglicben Doppelstrahl, (2, 6)i und (2, 7) überhaupt einen möglichen 
Doppel strahl i 
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.Die Strahlencongruenzeii zweiter OrdmiDg mit 
singulären Linien.*) 

I. 

Die Skahlemongruengm, welche nicht Mos einselne singulare Punicte, 481 
sondern oo^ tesitsen, serfallen in 3 GaUungcn. 

I. Die Congruens ist der Inbegriff der Doppelsecanien einer Bmimcurve. 

II. Sie ist der Inbegriff der Strahlen, welche moei verschiedene sin- 
gulare (hirven je einmal treffen , oder der Schnitt der Complexe der 
Treffger aden beider Curven. 

III. Eine einsige singulare Curve wird von allen Strahlen der 
Congruens je einmal getroffen und ist der Ort der einen Bremipunkte 
derselben. 

Bei der Ordnung 1 war die Gattung III noch nicht möglich; bei 
der Ordnung 3 aber sind alle 3 Gattungen möglich und 111 wird gerade 
die reichhaltigste sein. Die Gattung I ist, wie bei jener Ordnung, 
auch bei ihr nur durch eine Congruenz vertreten. 

In der That, wir fanden in Nr. 304, dasa bei einer Raumcurve 
ft*" Ordnung die Zahl der Doppelseeanten aua einem beliebigen Punkte 
> (t — 2 ist; also können Raumcurven von höherer als 4. Ordnung 
keine Doppelsecanten-Congruenz 2, Ordnung liefern. Von den 3 Raum- 
curven 3. und 4. Ordnung aber hat nur die Kaumcurve 4. Ordnung 
erster Art, die Grundcurve eines FlächenbUschels 2. Ordnung, 2 schein- 
bare Doppelpunkte. 

Die einsige Congruens 2. Ordnung von der Gattung I ist die Con- 
gruenz der Doppelseeanten der JRtmmmrve 4. Ordnung erster Art.**) 

Sie ist ersichtlich 6. Klasse. 

Durch die Raumcurve s* gehen, wie bekannt, 4 Kegel 2. Grades, 
deren Tangentialebenen zugleich den Inbegriff der Ebenen bilden, 

Akademie für 1666, g i nud ,5; 
eher, ebeuda Bd. Sa 



*) Kui 




11. Sturm, 


Math. Annalen Bd. S6 S. 467 ; E. E 


S, S98, 30 w 


ie die ia Nr. 56 ecwälinte Dissertation. 


**) Kui 


,imer, Lehrsatz VII. 
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welche die Curve doppelt berühren. Also stellt, nach Nr, 297, die 
Fläche 8. Ordnung dieser 4 Kegel die Funkt- Brennfläche ^(F) der Con- 
grumg dar; während die Ebenen-Brennfläche 0(ip) der zweifach <je- 
rechitete Ehmenort 3. Stufe 8. Klasse der BerOftrungsebenen der Ctirve, 
also IG. Klasse ist. 

Die Formeln für m^, ni in Nr. 293 geben übereinstiminend für 
den Bang 

»■ = 2, 
wie auch leicht unmittelbar eingesehen werden kann. Wenn eine Ge- 
rade l mit awei Doppelsecanten der Curve s* zu demselben Strahlen- 
büsehe! gehört, so berührt sie diejenige Fläche des Fläch enbüscb eis, 
auf der die Doppelaeeanten iiegeu. 

Wir wollen uns im allgemeinen, um unsere Untersuchung nicht 
zu weit auszudebnen, begnügen, singulare Linien ohne vielfache Punkte 
eu betrachten; es sei denn, dass ein solcher vielfacher Punkt erforder- 
lich ist, um die zweite Ordnung zu bewirken. 

Deshalb gehen wir hier auf die beiden Speeialfdlle, dass die 
ßaumcurve 4. Ordnung erster Art einen Doppel- oder Eückkehrpunkt 
beaitat, nicht ein. 

Die Spiiz&ii der 4 Kegel sind ausserhalb der singulüreii Curve ge- 
legene singulare Pimlcte und gwar 2. Grades. Die Strahlen dieser sin- 
gulären Kegel haben die besondere Eigenschaft, dass je alle ihre 
Punkte Brennpunkte sind mit der Berührungsebene des Kegels als 
allen gemeinsamer associirter Brennebene (Nr,297). Die übrigen Strahlen 
der Congruena haben nur 2 BrenupunktCj in den Begegnungs punkten 
mit s*, und für jeden ist assoeiivte Ebene die Taugential ebene, längs 
des Strahls, des singularen Kegels 3. Ordnung aus dem Punkte an die 
Congruenz, d, i. des Kegels, der aus ihm die s* projicirt. 

Die einem Punkte P in Beaug auf diese Congruenz zugehörige 
Fläche (P) 3. Ordnung ist die sogenannte Pampolare von P bezüglich 
des FlächenbUschels, d. h. das Erzeugniss der Kegelschnitte, längs 
deren die von P an die verschiedenen Flächen des Büschels gelegten 
Tangential kegel berühren.*) Sie enthält die itaumcurve s* einfach; 
längs derselben berührt der von P au diese Fläche gelegte Tangen- 
tial kegel. 

Der zu einer Geraden l gehörige Torsus l_ der Nullebenen ist 
3. Klasse. 

Hingegen die Curve \l\ 17. Ordnung der Nullpunkte der Ebenen, 
welche durch l gehen, zerfällt in die Curve s*, dreifach gerechnet, und 

*) Vtrgl. liieiiie „Flilchea 3, Ordnung" S. 10. 
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die Curve 5. Ordnung der Berührungspunkte der Tangen tialebetien, 
die von l an die Plächen des Büschels kommen; sie trifft l in den 2 
Punkten, von denen die mit I zu einem Strahlenbüachel gehörigen 
Doppel seeanten kommen. 

Die Schnitte dieser Curve mit einer Ebene i beweisen, dass die 
Tangentialebenen der Flächen des Büschels, welche ihren Berührungs- 
punkt in £ haben, eine Fläche 5, Klasse umhüllen. In diese Fläche 
und die 4 Bündel um die Schnittpunkte von s* mit e, dreifach 
rechnet, zerspaltet sieh die der Ebene e zugehörige Fläche (e) ] 7, Kh 

Man kann die vorliegende Congrueaz. leicht als theilweism Schnitt 
zweier Complexe 3, Grades nachweisen. Die Geraden auf den Flächen 
eines Netzes 2. Ordnung bilden (Nr. 6) einen Complex 3. Grades. 
Sind nun P;, , . ., P^, Pj, P,' 8 beliebig auf s'' gelegte Punkte, so 
haben die beiden zu den Netzen (F,F^ . . . P^P,) und (P, ... F^P,') 
gehörigen Complexe die 6 Strahlenbündel um die Punkte P^, . . ., P^, 
die Doppelsecanten-Congruenz (1, 3) der eubischen Raumcurve durch 
diese Punkte und unsere Congruenz (2, 6) gemeinsam.*) 

Ein Beispiel dei dualen Congruenz (6, 2) ist diejenige, welche 
durch die Geraden de« einen von zwei eollineaten Räumen gebildet 
wird, deien Ebcnenbuschel mit den entsprechenden im andern Baume 
(projectiv ) gleich &iüd *) 

Wii wenden uqs zu den Congruenzen 2. Ordnung von der Gattung IL 482 
Ihe teiäen stnifulaten Curven s'', s''', welche von allen Stra}ilen dnei' 
solcheit Cmgtuen^ getroffen werden, seien fi'"' und ii^*" Ordnung. Die- 
selben müssen so viele Schnittpunkte haben, dass die nach diesen 
Punkten gehenden Kanten der die Curven aus einem beliebigen Punkte 
projicirenden Kegel (ifij — 2 Schnittkanten derselben darstellen. 

Es sei mindestens eine der beiden Curven, etwa s'', so beschafFen, 
dass, wenn sie aus einem von ihren Punkten projicirt wird, ein be- 
liebiger Projections strahl nur einen Punkt der s'' projicirt. Dies for- 
dert, da&s 'if uneben ist, sobald (t > 2 ist. Projiciren wir nun beide 
Curven aus einem Punkte von s", also durch einen Kegel (ft — 1)'°'', 
bezw. /i^'" Ordnung; so haben wir: 

f*ft — 2<(;i — l)fi,; 
also; 

Die zweite Curve s"' kann demnach hochsten^s 2. Ordnung sein. 

*) Miithem, Aiinalen Bd. S. 540. 
**) Ebenda Bd. 28 S. 264. 
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Sie sei zunächst eine Gerade s, ao mviss sie mit s'' (t — 2 Punkte 
gemein haben (welehe getrennt oder ganz oder theilweise vereinigt, 
auf s'' einfach oder vielfach sein können, jedenfalls so beschaffen sind, 
dass die Ebene und der Kegel , die aus einem beliebigen Punkte s 
und s'' projieiren, in den Strahlen nach den gemeinsamen Punkten 
ji — -2 gemeinsame Kanten haben). 

Wenn zweitens s''' ein Kegelschnitt s^ ist, so führt die Projcction 
beider Cvu-ven aus einem Punkte von s" zu; 

2;i — 2 < ft, 
also: 

II < 2. 

Der Fall ji = 1 fuhrt zu nichts; weil eine Gerade und ein Kegel- 
schnitt, die sich zweimal treffen, in dieselbe Ebene fallen: die Con- 
gruenz dei gemeinsamen Treffgeraden zerfällt dann. 

Also mubs auch s ein Kegelschnitt sein, der, wegen der Ordnung 
2 der Congiuenz, dem eisten zweimal begegnen muss. 

Wir haben noch den Fall zu erörtern, dass beide Curven s'' und 
s"' ebene Cuiven von höherer als 2. Ordnung sind. Die Curve s'' 
habe auf der fechuitthnie der beiden Ebenen Punkte von der Viel- 
fachheit i^, ig, . ■ ., welche zugleich für die s''' vielfach vom Grade 
\, \, ... sind. Weil nun Si,, ^ (* und h, < .«; — 1, so ist 

und also < ^w/ij — 2. Da das beliebig gelegene Piojectionscenti im 
nicht in eine der Ebenen fällt, welche eme langente von ä in einem 
dieser gemeinsamen Punkte mit einer Tangente von s" m dem n im 
liehen Punkte verbinden, so können duich Beiubrun^en die Vielfach 
heften 4, ^h nicht eihijht weiden, und wn gelangen bei zwei solchen 
Curven nicht zu Congruenzen 2 Ordnung 

Danach 'kommen ShaMmcongruen en 3 Ordnung mit uei <t}ngii 
lären Linien nut auf folgende 3 'Weisen su stände 

1) Entweder sind die beiden singnUxren Lmien Kegthcfmüte mit 



2) Oder die eine binguUne Lmte ist eme Gaaile, dtt ande 

ihr (n — 2) »'inl begegnende Cu>v( «*" Ordnunf/*) 

Wenn n > 3, dann muss diese zweite Curve uneben sein 
Die Klobbe äei Congruenz iiit et uMltcli 4 \m £allf J) 10 1 

Falle 3). 

^ Kummer, Lehrsati^ Vlll, IX, X. 
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Es seien in jenem Falle Sj^ und s^* die beiden Kegelschnitte, ß,, 4' 
«2 ihre Ebenen, 0, (X die beiden Begegnungsp unkte und ro, m' die 
Ebenen, welche die Tangenten beider Curven in diesen Punkten ver- 
binden. Mit den Strahlenfeldern in ö,, ög setzt unsere Congruenz 
(2, 4) die eben behandelte (2, 6) zusammen; denn 2 Kegelschnitte mit 
2 BegegDungspunkten bilden ja eine Ausartung der Eaumcurve 4. Ord- 
nung erster Ärt.*J 

Die Geraden unserer Congruenz (2, 4) sind die auf den Flächen 
des Büschels 2. Ordnung durch s/, s/ beflndlichen. Zu diesen Flächen 
gehört auch das Ebenen -Punkte- Paar (ff,, «2; 0, 0') und seine Ge- 
radensehaaren werden durch die beiden Büschel-Paare 
(,»„ 0), (<!„ 0'); (.., 0'), (»„ 0) 
gebildet, welclie somit mir (2, 4) gehören. 

Daher sind z. B. von dem Felde ff^, das sich ja von der (2, G) 
abgelöst hat, hei (2, 4} verblieben die Büschel (0,, 0), (iJ,, 0') und 
sind also die beiden Ebenen s^, ffg vom 2. Qrade für die Congruenz, mit 
der Besonderheit jedoch, dass die singulare Curve 2. Klasse in zwei 
Strahlenbüsehel zerfallen ist. 

Die Ebene ro ist gemeinsame Berubrangsebene, in 0, aller Flächen 
des Büschels; folglich enthält sie die durch gehenden Geraden der- 
selben. Die Strahlerä)üschd (0, ca) und (&, m) gehören gans mr Con- 
gruens wnd die Ebenen a, a sind singulär vom 1. Grade. 

Die Punkte 0, 0' sind singidär, nicht blas 2. Grades, wie die 
Übrigen Punkte von Sj^, s^^, sondern vom 3. Grade; aber der singulare 
Kegel 3. Ordnung zerfällt in 3 Büschel, z. B. bei in (0, ff,), (0, ff^), 
(0, o); rechnen wir blos zu s,^, so setzen (0, 0^) und (0, ai) den 
Kegel 2. Grades zusammen, der im allgemeinen von einem Punkte des 
Sj^ zur Congruenz kommt. 

Ferner hat die Congruens noch 3 ausserhalb der singulären Cv/rven 
gelegene singiMre Punkt 3. Grades, die Spitzen der beiden eigentlichen 
Kegel des Fläehenhüschels. Im Strahlenböschel (0, co) oder (0', ea), 
trennen die beiden Kanten, längs deren diese Kegel von to oder m' 
berührt werden, die Geraden aus den einen Schaaren der Flächen von 
denen aus den andern. 

Diese beiden Kegel bilden die Pmüct-Brennftäche ^{F) 4. Ordnung 
der Congruens; die Ehenen-BrennfUiche *(?>) 8. Klasse besteht aus dm 

*) Zerfällt diese Baumcnrve in eine cabiBobe Raumcurve nnd eine sie Kwei- 
mal treffende Gerade, ho zerspaltet sieh (2, 15) in zwei verachiedenattige (1, 3), 
die Doppekeeanten-Congruenz der oiibischen lta,Hracurve und die in Ni'. 305 
bespi'ocliene Cougtuen?,. 
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'beiden Orten 5. Klasse der Berührungsebenen von s^, s^, doppelt ge- 
rechnet (Nr. 298). 

Der Hang ist 3, wie der von (2, 6). 

Ein interessantes Beispiel der im Vorcmgehenden hetrachteten Oon- 
gniens (2, 4) ist der Ort der SchnUtlinien entsprechender Berührungs- 
dienen einer Fläche 2. Grades, welche eu si^ selbst coUinear ist auf die 
zweite Art, d. h. so, dass die Geraden der einen Begdschaar denen der 
andern correspondiren (Nr. 283, 414). Zwischen diesen beiden Sehaaren 
bestehen deshalb zwei Projectivitäten, je nachdem eben jede zu dem 
einen oder andern von den beiden eollinearen Räumen gerechnet wird. 
Wenn aber die beiden Hegelsehaaren einer Fläche 2. Grades zu ein- 
ander projectiv sind, so erzeugen die Sehnitfcpuntte der homologen 
Geraden einen Kegelschnitt. So erhalten wir durch die zwei Pro- 
jectivitäten zwei Kegelschnitte auf der Fläche, also mit zwei Begegnungs- 
punkten. In den Berührungsebenen t und t^, die sich in der Colli- 
neation entsprechen, liegen die Geraden g und l aus den beiden Schaaren 
und die entsprechenden l^ und ^j. Die Punkte gl^ und g^l, welche 
beide auf tt-. Hegen, befinden sich auf dem einen, bezw. dem andern 
TOn den Kegelschnitten, die also beide von rr^ getroffen werden. 

Die Verbindungslinien homologer Punkte der Fläche erzeugen die 
Congruenz (4, 2), die durch alle Linien entsteht, welche zwei Kegel 
2. Grades jnit 2 gemeinsamen Tangentialebenen zugleich berühren.*) 

484 Wir wenden uns nun zum zweiten Falle der Congruenz 2. Ord- 

nung mit zwei singulären Linien, einer Geraden s und einer Curve 
jjter Ordnung s", welche (n — 2)-mal die s trifft. 

Der Beweis för das Vorhandensein von liaumcurven jeder be- 
liebigen Ordnung n mit einer (n — 2)-facben Secante ist — wenn er 
fiberhaupt für erforderHch gehalten wird**) — , auf ähnliche Weise zu 
fiihren, wie in Nr. 305 für Raumcurven n*^' Ordnung mit einer (w— 1)- 
fachen Secante; nur dass der eine Ebenentorsus durch ein projectiv 
beziehbares einfach unendliches System von Flächen 2. Grades zu er- 
setzen ist.***) 

Bei diesen Congruensen (2, n) ist jeder PunU auf der singulären 
Geraden s singulär vom m'™ Grade mit einem im allgemeinen nicht 
zerfallenden singulären Kegel n*^' Ordnung, jeder PurM aber auf der 
singulären Curve s" singulär vom 1. Qrade. Bei den n — 2 gemein- 

*) Zeuthen, Math. Annalen Bd. 26 S. 2S7. 
**) Dass 68 auf den Flächen 2. und 3. Ordnung solche Curven gieW, isb 
bekannt: Math. Annalen Bd. 31 S. 467. 

*'*) Vergl, auch Bobek, Wiener Sitzung ab er jcM Bd. 95 8. 349. 
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sameE Punkten zerfällt der Kegel n}" Ordnung in den die s" pto- 
jieirenden Kegel (n — 1)'" Ordnung und den Strahl enbüschel, der durcli 
s und die Tangente von s" bestimmt wird. Jede Ebene durch s ist 
Singular vom 3. Grade und zwar ao, daas durchweg die singulare Curve 
2. Klasse in zwei Strahienbiischel zerfällt. 

Wenn p der Bang der Curve s" ist, so gehen von s an s" 
Q — 2{n- — 2) Beriihrur^sebenen, welche, nach Nr, 298, die Fläche ^(i*') 
bilden. Die ^(90) ist der Ort p'" Klasse da- TangentiaJebenm von s". 
Die beiden Formeln für 7n, und % geben, wenn diese Werthe 
ffl^ = p — 2(m — 2), «j = p eingesetzt werden: f = 2(« — l)" aP- 
w ihrend uei/en der geraden Leitlinie s nach Nr. 289 

sein mubs 

Bei dei Ableitung jener Formeln (Nr. 293) wurde jedoch nicht 
voi ausgesetzt, dass die Congmenz 00^ Doppel strahlen von der Beschaft'en- 
heit habe, dass für die Punkte und Ebenen eines solchen Strahls die 
zugehöiigcn Nullelemente unbestimmt sind. Wenn aber eine Congrumz 
eine MegeJfiaclie d'^' Grades von derartigen Doppelstrahlen d besitzt,*) 
10 befinden sich die d Ebenen durch eine beliebige Gerade l, welche 
deiade d enthilten, und deren Schnittpunkte mit l unter den Coin- 
cidenzen der Coirespondenzen, die zu den genannten Formeln geführt 
haben, und sind, und zwar gleichfalls doppelt, abzuziehen. Wir 
haben also in den Formeln r durch r -\- S su ersetzen, und erhalten 
^ = 2 (» ^ 1) — ■!■ p, r = 0. Und in der That hat unsere Congrums 
eme solche Begelftäche von Boppelstraklen; es sind das die Doppelsecanten 
dei s' aus den versohiedenen Funkten der Geraden s. An die s" kommen 
namlich aus einem beliebigen Punkte -^«(w — 1) — ^ ji Doppel- 
secanten, von einem Punkte der s also, ausser der {n — 2)-fachen 
&ecinte, noch 2n — 3 — -^-p. So vielfach ist s auf der Regelfläche, 
in jeder Ebene durch s befindet sich nur eine Erzeugende, also ist 
tf = 2{«-l)-ii..**) 

II. 
Wesentlich schwieriger zu behandeln ist die dritte Gattimg, welche 485 
diejenigen CongruenMen 2. Ordnimg umfasst, die blas eine von einem be- 
lidngen Congruenzstrahle nur einmal getroffene singulare Linie haben. 

*) Den Binflus? einer solchen Eegelfläche berücksichtigt R. Schumiiclier 
in seiner Dissertation. 

**) Man ersieht unmittelbar, dass bei eiaer {n — l)-fachen Secante eine der- 
artige Hegelflüehe nicht möglich ist. 
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Mao hat bisher diese Congruenzen so behandeln zu i 
glaubt, daas man, neben dieser singulären oder Brennlinie, eine von 
allen Strahlen der Congruenz zu berührende Fläche annahm, die dann, 
der Ort der zweiten Brennpunkte ist. Daas sie nicht die vollständige 
Brennfläche ist, ist in Nr. 299 erörtert worden. Und zu den Con- 
gruenzen 2. Ordnung mit durchweg vereinigten Brennpunkten auf 
jedem Congrueuzstrahle, welche für m = 2 in der iu Nr. 306 be- 
sprochenen Art sich ergeben, gelangt man bei dieser Behandluogs- 
weise nicht. 

Femer lässt der eine von Kummer bemerkte Fall^*) in dem die 
volle Congruenz der Strahlen, vrelche eine Curve treffen und zugleich 
eine Fläche berühren, in zwei Congruenzen 2. Ordnung zerfällt, — wir 
kommen auf ihn in Nr. 493 zu sprechen — , vermuthen, dass das auch 
noch in andern Fallen nt ten kann und dadurch noch weitere Con- 
gruenzen 2. Ordnung n I 3 w den. Auch der Umstand, dass die 
Congruenzen 2. Ordn u^ hn nguläre Linien nicht die voltständige 
Doppeltangenten-Congru d B e mfläche bilden, weist auf die Mög- 
lichkeit hin, dass du h Z fallen noch weitere Congruenzen 2. Ord- 
nung sieh ergeben können. Aber es dürfte schwierig sein, alle Fälle 
des Zerfallens ausfindig zu machen. 

Man muss die Sache von einer andern Seite anfassen. 

Wir nehmen also jetzt an, dass eine Congruenz 2, Ordnung eine 
singulare Curve s'' /t*™ Ordnung hai, deren sätnmtlicke Punkte Ä*°° Grades 
sind, also sw Congrums Kegel }^' Ordnung senden, durch welche Kegel 
sie erzeugt wird, und dass ferner die Congruenz strahlen weder sammt- 
lich die s'' zum zweiten Male, noch sämmtlich eine andere Curve treffen. 

Die Klasse der Congruenz ist ersichtlich: 
n = (ih. 

Es ist möglich, dass von den Funkten S der s'*, ausser den Kanten 
des singulären oder ergeugenden Kegels (iS), noch einzelne weitere Cmv- 
graenzstraJüen ausgehen, natürlich, wie es die Stetig]mt fordert, wn allen 
PunJcten S gleich viele. Es sei t die Zahl derselben; wenn l die s'' iu 
jS trifft, so zerfällt die Fläche (l) der die l treffenden Congruenzatrahlen 
in (Ä) und eine Fläche (l)' vom Grade n -j- 2 — h. Letztere erhält 
aus jedem Punkte von l 2 Erzeugende; für den Punkt S gehören dazu 
die t Erzeugenden, die 2 — i übrigen sind Kanten von (S). Also ist 
t£2. 

Wenn l eine beliebige Gerade ist, so hat die Regelfläche (T) 
(n -j- 2)*™ Grades folgende vielfachen Curven: 1) die Gerade l selbst 

*) a. a. 0., Lehrsatz XIV. 



y Google 



Die Strahl encongmenzen 2. Oidnung mit siugulärfin Linien 320 

doppelt, 2) S Doppel strahlen, indem wir eine Regelfläche ä*™ Grades 
(ij ^ 0) von Doppel strahlen d voraussetzen (Nr. 484); 3) die Curve s", 
offenbar Ä-fach; endlich, weil in jeder Ebene durch l die n Coiigruenz- 
etrahlen noch ^n(n — 1) — [i .^h{h — 1) Schnittpunkte ausserhalb 
s'' haben, 4) eine Curve |i|* — die reducirte |^| — von der Ordnung 

wobei in r von den Ö Doppel strahlen schon abgesehen ist. 

Trifft aber l die s" in S, so gehört der ßestschnitt der (/)' und 
des Kegels (S), ausser den 2 — t Kanten, also von der Ordnung 
Ä(« + 2 — h) — 2 + ^, zur Curve \l\*. Die Ordnung des zweiten 
Beatandtheils ergiebt aich folgendernaassen: jede Ebene durch l ent- 
hält n ^ h nicht auf (ä) befindliche Congruenzstrahlen ; von ihren 
^{n — h)(n — h ~ 1) Schnitten liegen ((i. — 1) .^Ä(i'i — 1) in den 
ft — 1 weiteren Begegnungspunkten der Ebene mit s''; es sei femer 
*•' die Zahl der von S verschiedenen Punkte auf l, von denen zwei 
— nicht in einen il vereinigte — Congruenzstrahlen ausgehen, die in 
eine Ebene durch l fallen, also die Zahl der Begegnungspunkte, mit l, 
dieses zweiten Bestandtheils ; demnach ist seine Ordnung: 

^(n-h)(n-k-l)-^{!L-r)b{h~\)-\-r'. 
Durch Addition beider Ordnungen ergiebt sich die von \l\*, und wir 
haben : 

1) r — / = 2(fe- l)+(. 

Wenn l wiederum beliebig ist, so entsteht durch sie auf s" eine 
involutorische Correspondenz [h]; der Kegel (5) aus einem beliebigen 
Punkte S von s'' trifft l in h Punkten und die zweiten Congruenz- 
strahlen aus denselben schneiden si^ in den h Punkten S', welche dem 
jS entsprechen. Der Grad der Fläche der Verbindungslinien entsprechen- 
der Punkte ist der Rang r der Congruenz (natürlich im engeren Sinne, 
wenn es oo"- Doppel strahlen d giebt); denn so oft eine Erzeugende 
dieser Fläche die l trifft, haben wir zwei von einem Punkte der l 
ausgehende und in einer Ebene durch l liegende Congruenzstrahlen. 

Im besonderen Falle, dass l die s*" in S schneidet, bleibt das all- 
gemeine Ergebniss der Correspondenz [K] bestehen; aber von den h 
Linien, welche den Punkt S selbst mit seinen entsprechenden Punkten 
verbinden und welche auch zu den die l treffenden geboren, lässt sich 
nicht auf Congruenzstrahlen sehliessen, die mit l zu einem Strahlen- 
bUschel gehören; d. h. r' ist um h kleiner als r; oder: 

2) r — r'=h. 

Falls jedoch die singulare Linie eine Gerade ist, besteht wohl 
noch die Correspondenz [/*], aber die Verbindungslinien fallen alle in 



y Google 



32G Oit Strahlencongruenzen 2. Ordnung mit singnlilren Linien. 

die Gerade selbst hinein und unsere Schlüsse gelten nicht. Auch 
Formel 1) bestellt nicht; in diesem Fall, wo Ä = w, ^ = »•' = 0, ist 
die Curve H\* gar nicht vorhanden. Wohl ist, wenn l die singulare 
Gerade trifft, die E^läche (l)' da; sie ist 2. Grades. 

Wenn aber ^> 1, folgt aus 1) und 2): 
h-\-t = 2. 
Da nun /t > 0, so ist i < 2; ferner: 

h<2. 

Die Kegel, welclie an eine Congnims 3. Ordnung von den Punkten 
einer nicfd geraden singtdären Linie kommen, sind Mdtstens 2. Ordnung. 

Danach serfallen die Congmensm 3. Ordnung vmi der Gatking III 
in 3 XJnkrgatttmgefn: 

A. Die singtääre Linie ist eine Oeraäe 

B. Bie singulare Linie ist nicht gerade, lon /eikm ihn PunMe 
hommt ein Strahlenbüsckel an die Congruens and attt.'ierdem noch ein 
Strahl, h=l, t=l 

C Die stngtilafe Ltnu. ist ebatfalh nicht qerade, von jedem Punhte 
derselben 'kommt em Kegel 2 Gtades an dw Conq^ums und aubserdem, 
im allgeniemen, kein netterer Stiahl, /i = 2, / = U *) 

i6 Fu} die Congiuengai de> Untetgattunq Ä ibf, \\f^en du geraden 

Leitlinie, der Rang 

I =0. 
Für die beiden andern Untergattungen wollen wir ihn in ähnlicher 
Wei&e ermitteln, wie tnr die Congruenzen ohne singulare Linien 
(Nr. 312;. 

Die einem Punkte P zugehörige Fläche (P) der Nullpunkte der 
Ebenen durch P ist bei einer Congruenz 2. Ordnung stets von der 
Ordnung »■ -|- 1 (Nr. 289). Die erzeugenden Punkte in einer Ebene 
des Bündels P sind die ^n(n — 1} — ^-^h(h — 1) Schnitte der Oon- 
gruenzstrahlen, die zu verschiedenen von den Kegeln der Congruenz 
aus den Schnittpunkten der Ebene mit s^ gehören. Geht man nun 
von einer beliebigen Ebene des Bündels zu einer die s'' berührenden 
über, 80 ist leicht zu erkennen, daas im Falle Ä = 2, also bei der 
Untergattung C. von jenen ^n(n — 1) — ^nh(h ~ 1) Punkten 2 in 
den Berßhrungspunkt gerückt sind, nämlich die Punkte gg^^, g^g', wenn 
S, S' die unendlich nahen Punkte, welche die Ebene mit s'' gemein 
hat, und g,gi; g',g,' die von ihr aus den Kegeln (S), {S') ausgeschnit- 



*) Eine gerade singulare Linie ist in B. und C. an sich niclit ausgeacliloseen; 
aller damit greifen diese Untergattungen in A. über. 
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tenen Strahlen sind, von denen g' dem g, g^' dem ^j unendlich ist. 
In dieser Weise gelangt s'' auf die Fläche (P). 

Ist nun I wiederum eine die s'' in S treffende Gerade, so gehen 
die beiden Geraden der Congruenz, welche von einem beliebigen Punkte 
von l kommen, sobald dieser durch S geht, in zwei Kanten des Kegels 
iß) über, die beiden Congruenz strahlen also, welche aus einem Nachbar- 
punkte X von S auf l kommen, müssen zu Kegeln (iS"), (S") gehören, 
deren Spitzen dem S auf s" sehr nahe sind; ihre Ebene XS'S" geht 
daher auf der Grenze in diejenige Berührungsebene der Curve s" im 
Punlctc S Über, welche die l enthält, und die beiden Kanten, welche 
von dieser Ebene aus (S) ausgeschnitten werden, sind die oben er- 
wähnten und die Ebene ist die Nullebene von S, wenn man zu diesem 
Punkte auf der Geraden / gelangt. Von den Nuilebenen der Punkte 
auf l gehen dalier durch einen beliebigen Punkt der l erstens seine 
eigene, sodann r' — wofern es auf l r von S verschiedene Punkte 
giebt, deren beide Congruenz&trahlen mit l zu einem Strahlenbüschel 
gehören — und die Niillebene von 8. Demnach ist der Torsua der 
Nullebenen der Punkte von l von der Klasse r'-(- 2; und da P sich 
nicht in der einzigen Ebene befindet, die in diesem Continuum dem B 
zugehört, so wird die Flache (P) von l, ausser in S, noch in r'4- 2 
Punkten getroffen. 

Lassen wir aber \ in einen zum Kegel (iS) gehörigen Congruenz- 
strahl g fallen, so können die weiteren Schnitte mit (P) ausser B nur 
die Begegnungspunkte mit den i% — 2 nicht zu {ß) gehörigen Con- 
gruenz strahlen in der Ebene P^ sein. Also ist: 

r'+2 = » — 2, 
und da: 

so haben wir: 

»■ ^ » ~ 2. 

Der 'Rang äer Congruemen von der UntergaÜung 0. ist n — 2, 
ebenso wie bei den Congruenzen ohne singulare Linien. Demnach 
sind die Flächen (P) von der Ordnung n — 1 und die singulare Linie 
s" auf ihnen [n — 1 ^ (w — 2)]-fach, also einfach, wie die Punkte 5^ 
bei den eben genannten Congruenzen. 

Anders aber ist es im Falle h = 1. Wenn auf einer die s'' ^s" 
in S trefi'enden Geraden l ein Punkt X durch S geht, so gehen die 
beiden Congruenzstrahlen über in einen Strahl des Büschels (S) und 
den nicht zu diesem Büschel gehörigen Strahl der Congruenz durch S, 
der zu dem Büschel aus einem andern Punkte von s" gehört; Null- 
ebene von S, als einem Punkte von l, ist diesmal nicht eine durch l 
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gehende Ebene, also hat der Torsus der Nullebenen der Punkte von l 
die Klasse r' ~\- l, und in so vielen Punkten trifft l die Fläche (P), 
ausser in S. Andererseits sind, wenn l iu einen Strahl g des Büschels 
(5) fällt, die Yon S verschiedenen Schnitte mit (PJ die Begegnungs- 
punkte mit den n — 1 andern Congruenzstrahlen in Pg; daher: 

r' + 1 = M - 1 
und: r = r'-{-l = » 1 

Der Hang der Congnwnsm von der Untergattung I> id n — 1 

Die Ordnung der Flächen (P) ist also n nnd die Gurve ;.' auf 
ihnen [n~(n— 1)]-, also einfach. Dies Ergebniss ist nicht m Uebei 
einstimmung mit dem bei den Congruonzen ohne singulaie Linien füi 
die Punkte S-^ gefundenen. Der Unterschied wiid durch den Um&tand 
bewirkt, dass es im vorliegenden Falle nouh fmen nicht zum Stidhlen 
biischel gehörigen Congruenzstrahl giebfc Indem die Ebene von diesem 
Strahle nach P noch einen Strahl des Bus heU unthilt, k )mmt dts 
Scheitel des Büschels auf die Fläche (F) 

487 Wir wenden uns nun zur Ermittelung der verschiedenen Arten 

von Coiigruenzen, die zu den Untergattungen A., B., C. gehören. 

Bei dm Congruonsen von A. Jtahen wir in jeder Ebene durch die 
s-inguläre Gerade s oo' CongnienestraMen, welche, wegen der Ordnung 2, 
eine Cvroe 3. Klasse umhüllen. 

Wir nehmen zuerst an, dass diese Curven im atigemeinen nicht 
serfaUem; ihr Erzeuguiss ist, wenn (t — 2 von ihnen durch jeden Punkt 
von s gehen, eine Fläche ft'*' Ordnung mit der Geraden s als einer 
(ft — 2)-fachen Geraden. Im Falle (^ = 2 ist dieselbe ganz unabhängig 
von der Fläche 2. Ordnung. 

Demnach wird eine Art von Congruengen am der Untergattung Ä. 
durch den Inbegriff dm Geraden gebildet, welche bei einer Fläche T ^'"' 
Ordntvng mit einer (ft — 2)-fachen Geraden diese Gerade treffen und T 
in einem vom Treffpunkte verschiedenen Funhte lerühren. 

So ausgesprochen, umfasst der Satz die beiden Lehrsätze XII und 
XV von Kummer; in Bezug auf die weiteren Eigenschaften müssen 
aber die Fälle jt = 2 und ft > 2 getrennt werden. 

Im ersteren Falle handelt es sieh also um die in sich duale Con- 
gruem 2. Ordnung v/nd 3. Klasse der Strahlen, welche eine Fläclte 
3. Grades T berühren und sugleich eine beliebige Gerade schtdden. 

Nach Nr. 299 ist T WKder volle Punkt-, noch volle Ebenen-Srmn- 
fläcJie. Jene loirä durch die beiden Tangentialebenen «i, a^ aus s an T, 
diese durch die Ebeneribündel um die Schnittpunkte Sj^, S.^ von s mit T 
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Alle Tmikte und Ebenen von s sind Singular vom 3. Grade. Singular 
hingegen vom ersten Grade sind die Berührungspunkte T-^, Tg von e,, 0^, 
die Tangentiakhenen t^, t^ von S,, S^. Daas für den Punkt T^ der 
Büsehel (-7\, ö^) nur einfach zählt, lehrt jede Ebene durch Ti, die 
ausser dem zu diesem Büschel gehörigen Strahle noch einen zweiten 
Oongruenzstrahl enthält. 

Folglich haben die Strahlen voa (T^, ß,) iind (2\, ö^) die be- 
merken s wer the Eigenschaft, dass für einen Punkt anf einem von ihnen 
die beiden von ihm ausgehenden Strahlen der Congruenz sich in dem 
Strahle vereinigen mit bestimmter Nullebene «^ oder ffg, in einer 
Ebene durch den Strahl eine solche Vereinigung nicht statt hat 
(vergl. Nr. 459). Jeder dieser Strahlen hat alle seine Punkte zu Brenn- 
punkten, aber associirte Brennebene ist durchweg 6^ oder 63. 

Die Strahlen von {j^j, tJ, {S^, r^) haben die duale Eigenschaft. 

Es sei nun aher die Ordnung (t der Fläche T grösser als ä und i'^S 
also die Gerade s, auf T gelegen, (^ — 2)-fach. Nehmen wir an, dass T 
sonst keine vielfachen Punkte oder Curven mehr besitzt; dann gehen 
an einen beliebigen ebenen Schnitt von seinem {(i — 2)-fachen Punkte 
2fi — 2 anderwärts berührende Tangenten. Also isi die Klasse der 
Congruens 

)j = 2.«-2.*) 
Wegen r = ist: 

Wj = 4 (;( — 1 ), Ji^ == 4 (2 fi - 3) . 
Letztere Zahl ist in der That die Klasse von T. Zwischen den Punkten 
auf s und den Ebenen durch s entsteht nämlich eine Correspondenz 
[2, (i — 2], in der jedem Punkte von s seine ft — 2 Berührungs ebenen, 
jeder Ebene durch s ihre zwei Berührungspunkte — die Schnitte der s 
mit der ferneren Schnittcurre 2. Ordnung der Ebene — entsprechen. 
Folglich giebt es (Nr. 13) 4(ft — 3) Verzweigangspunkte S^ auf s, 
von deren entsprechenden Ebenen sich 2, in a^, vereinigt haben. 

Die erste Polarfläche eines beliebigen Punktes nach T hat die 
Gerade s zur (ft — 3) -fachen Geraden und ihre (t — 3 Berührungs- 
ebenen in einem Punkte S von s bilden die erste Polare der Ebene 
Os nach dem Systeme der fi — 2 Berührungs ebenen von T in 8; ist 
aber 8 einer der Äy, so enthält diese erste Polare auch die Ebene e,,. 
Demnach berührt die erste Polarfläche von nach T diese Flüche in 
jedem von den 8^ (vergl. Nr. 420), und die ersten Polarflächen zweier 
Punkte und Oj haben, ausser s, eine Curve von der Ordnung 

*) Kummer, Lehrsatz XV. 
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4(,(i — 2) gemeinaaiH, die durch alle S(, geht und in ihnen die T be- 
rührt. Polglich hat sie mit T noch: 

4fr - 2),. - 4 C^ - 3)(,» - 3 + 1)- 4(2,. - 3) 
Punkte gemein: die Berührungspunkte der von 00^ kommenden 
Tangentialebenen der T.*) 

Die OrdnuQg ft der Fläche T aber bleibt hinter der Ordnung 
m^ = 4(t — 4 um 3(t — 4 zurück; T ist die vollständige ^((p), aber nicht 
die vollständige ^(^F); m derselben gehört — ähnlich wie bei (t = 2 — 
jede Ebene durch s, welche aus T ein Geradenpaar ausschneidet. Denn für 
jeden Punkt einer solchen Ebene haben sich die beiden Congruenz- 
strahlen in den Strahl nach dem Doppelpunkte des Paars vereinigt: 
wir haben oo' Congruenz strahlen, die je alle ihre Punkte zu Brenn- 
punkten haben und mit diesen Brennpunkten die Ebene erfüllen. 

Die Zahl dieser Ebenen ist S[t — 4. 

In der That, von den Kegelschnitten der T in den Ebenen durch s 
treffen ji. eine beliebige Gerade und die Zahl der eine Ebene berührenden 
ist gleich der Klasse 2 ft — 2 unserer Congruenz; also ist nach der 
zweiten Formel 1) von Nr. 19 die Zahl der Geradenpaare 3 ft — 4. 

Hinsichtlich der Strahlenbüschel der Congruenz in den Ebenen 
dieser Geradenpaare gilt ähnliches wie bei den Strahlenbüscheln 
(Ti, ffj), (Ta, 63) im vorigen Falle. 

Die Ordnung der Tangentialkegel aus den Punkten von s an T, 
d 1 de} Cisewgmdcn Kegel de) Congruenz ist, wie das die Ordnung 1 
der smgularen Linie eifordert glcidi der Klasse 2[i — 2 der Congruenz; 
jide} von ihnen hat die s gm {2/» — 4:)-fachen Kamte; die obige Corre- 
•ipondenz [2 (i — 2] hat, nat,h Nr. 13, 2(ft — 2) Ebenen, deren beide 
entspret-hendeu Punltte zusammengefallen sind oder deren Kegelschnitte 
die Gerade s berühren, dadurch wird dieselbe (2ft — 4)-fache Kante. 

Ersichtluh gehen alle deest Kegel durch die Doppelpmhte der 3,tt — 4 
(rei adenpaa) e 

iSO Von den Congiutnzen dieser Art sind die zu einer cubischen 

Fiaühe und emei Geraden auf ihr, so wie die su einer Fläche 4. Ord- 
nung T* mii emet doppelten Getadm gehörige hervorzuheben. 

Von dei letzteien, deien Klasse im allgemeinen 6 ist, wollen wir 
noch einige bebondere FdUe besprechen. 

Wenn die Flache Jf aiisserkalb der vielfachen Geraden s einen 
Knotenpunkt hat, w sind alle Stiohlen dti/rch Äw, welche die Gerade s 
treffen, DoppelstroM^t det Congntem, und zwar so, dass sowohl die 

*) llith Aanalen Bd 4 S 354 
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beiden Congruenzatralilen, welche von einem Punkte eines solchen 
Strahls ausgehen, sich in ihm vereinigen, als auch zwei von den Con- 
gruenzstrahlen in einer Ebene durch ihn. Die Geraden der Congruenz 
in einer Ebene durch s, die ein Geradenpaar ausschneidet, ohne dass 
jedoch der Doppelpunkt derselben ein Knotenpunkt der Fläche ist, 
haben nur die erstere Eigenschaft, 

Wenn die Fläche 4. Ordnung T* zwei Knotenpunkte ausserhalb 
der Doppelgeraden hat, so sind zwei Fälle möglich: Entweder trifft 
ihre Verbindungslinie die s nicht, dann erhalten wir also zwei solche 
Büschel von Doppel strahlen. Oder die Verbindungslinie trifft die Ge- 
rade s; die Ebene beider berührt dann die Fläche längs der erateren 
Geraden;*) alle Geraden dieser Ebene sind Tangenten der Fläche, 
welche sich auf s stützen. Also löst sich ein ganges Straklenfeld von 
der Congntens ab; die Strahl enhüachel in der Ebene um die Knoten- 
punkte verbleiben zwar bei der re stiren den Congruenz, aber ihre 
Strahlen gehören ihr nur einfach aa. 

Nehmen wir an, die Fläche T* habe 6 Knoteitpu,nkte ausserhalb s 
und zwar so, dass mveimal 2 in einer Ehetie durch s liegen, weiche dann 
torsal längs der Verbindungslinie berührt, ivahrend dies für das dritte 
Paar nicht gilt. Die 6 Knotenpunkte erniedi-igen die Klasse der Fläche 
von 20 (Nr. 420) auf 8, die beiden torsalen Ebenen die Klasse der 
Congruenz von 6 auf 4. Die beiden letzten Knotenpunkte verschaffen 
dieser zwei Strahienbüachel von Doppel strahlen. Von den 16 Geraden, 
welche eine Fläche 4. Ordnung mit einer Doppelgeraden, aber ohne 
weitere Knotenpunkte besitzt und welche 8 Geradenpaare bilden, re- 
präsentirt jede der beiden torsalen Geraden 4 und jede von den 2 . 2 Ge- 
raden aus den beiden letzten Knotenpunkten 2, so dass kein weiteres 
Geradenpaar ausser denen, die in diesen Punkten ihre Doppelpunkte 
haben, vorhanden ist. 

Die nach Nr. 484 modifieirten Formeln von Nr. 293: 
m, = 2«(»i"- 1) — 2 (S -{- r) , 
n^=2m(n— 1) — 2(Ö -\-r) 
werden durch die Zahlenwerthe m = 2, w = 4, »" = 0, Ö = 2, m^^i, 
w^r= 8 befriedigt. Wir entnehmen daraus, dass die Fläche J* sowohl 
die voUe ^{cp), als die volle *(F) bildet, dass also die Ebenen von 
Ger adenpaaren, welche von Knotenpunkten herrühren, nicht zu ^(F) 
gehören und dass die Doppelstrahlen in diesen Ebenen solche mit 



*) Denn das von ihr ausgeschnittene Geradenpaar tat 2 Doppelpunkte, alao 
len seine beiden Geraden sich vereinigen (vergl. auch Sr, 421). 
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imbostimmten NuUelementen ihrer Punkte uniä Ebenen sind, wie das 
ja ihrem Nichtliegen auf der Brennfläche entspricht. 

Von der dualen Congruenz zu der eben besprochenen ist die Con- 
grnenz (4, 2), welche in Nr. 469 behandelt wurde, ein Beispiel. 

Setzen wir ferner voraus, dass die Fläche T* misserhalb der Doppel- 

geraden s noch 8 weitere KnotenpmiJde habe. Aus Nr. 421 wissen wir, 
dass diese viermal zu je zweien durch eine torsale die s treffende Ge- 
rade verbunden sind. Die Fläche ist dann auch 4. Klasse und von 
der Congruenz (2, 6) haben sich die Strahlenfelder in den 4 torsal 
berührenden Ebenen abgelöst; es bleibt eine Congruenz (2, 2), welche 
8 Strahlenbüschel in diesen Ebenen je um die EJiotenpunkfce enthält.*) 
Die 4 TorsalHnien repräsentiren alle 16 Gferaden. 

Durch m ^ n = 2, r = ^ = 0, «ii = «j = 4 wird den obigen 
Formeln genügt. 

Von jedem Punkte der Geraden s kommt an diese Congruenz 
(2, 2), KU der s nicht mehr gehört, ein Eegel 2. Grades. Ä.!le diese 
Kegel gehen durch die 8 Knotenpunkte. Demnach gehören sie zu 
demselben Netze und die 8 Knotenpunkte bilden, wie wir schon in 
Nr. 419 fanden, eine Gruppe assoeiirter Punkte. 

Diese 8 Punkte zerfallen, wie gesagt, in 4 Paare, deren Verbin 
dungslinien die Gerade s treffen; man kann deshalb auf zwei verschie- 
dene Weisen 5 aus ihnen herausnehmen: entweder gehören zu diesen 
5 Punkten zwei Paare, oder nur eins; im letztern Falle liegen dann die 
3 übrigen Punkte und einer vom Paare in einer Ebene, nämlich einer 
von den 8 conischen D op p el-B er üb rungs ebenen der Fläche (Nr. 421). 

Wir überlassen dem Leser sich duett zu überzeugen, dass, wenn 
die Spitze eines Kegels 2, Grades auf einer Geraden s läuft und der 
Kegel durch 5 Punkte bestimmt ist, die so liegen, dass zwei Verbin- 
dungslinien, welche zu 4 Punkten gehoien, die s treffen oder dass nur 
eine es thut, dann aber dei eine von den beiden Punkten, welche sie 
verbindet, mit den 3 übrigen in einei Ebene hegt, die sammtlichen 
Kegel eine Congruenz (2, 2) eizcu^^en unl njch drei weitere Punkte 
gemeinsam haben. 

Die Gruppe der 8 assocmten Punkte musi, wie in Nr. 392, zu 
einem einfach unendlichen "^ysteiiie i-uf dei Hiebe gelegener Raum- 
curven 4. Ordnung erster Alt fuhren, allein dis sind die Curven, längs 

*) Die aämliche Fläche lieferte {Ni 4IJ luii.h ibie Doppeltangenten 4 Con- 
gruenzen (2, 2) ohne Bioguläre Linien mit s als gern einsamem (möglichem) Doppel- 
Btrahle. — Die obige Congruenz ist diejenige auf welche in der Anmerkung von 
Kr. 404 hmgewieaen wurde. 
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deren die erzeugenden Kegel die Fläche berühren. Jede hat die Spitze 
des zugehörigen Kegels zum Doppelpunkte und wird in demselben 
Yon den Ebenen geschnitten, die in allen ihren Punkten die T* tangireu, 
und so gelangen wir nicht, wie in Nr. 392, zu Doppeltangenten, son- 
dern zu Geraden, welche T berühren und auf s treffen, eben zu den 
Geraden unserer Congruenz. 

Eine Congrume (2, 2) von der eben beschriebenen Art bilden, wie 
wir später zeigen werden, die Strdlilm eines Com^exes U. Grades, welche 
eine gegebene Gerade treffen. 

Eine weitere Specialitat ist folgende: 

Die Fläche 4. Ordnung und 4. Klasse T* mit einer Doppolgeraden s 
habe die besondere Eigenschaft, dass sämmtliehe Kegelschnitte, in 
denen sie von den Ebenen durch s geschnitten wird, diese Gerade be- 
rühren. Wie im allgemeinen Falle arten 4 von diesen Curven 2. Klasse 
in Strahlenbüschel -Paare aus; dass diese die s berühren, heisst, dass 
piner von den beiden Scheiteln auf s liegt. Also sind 4 von -den 
S Knotenpunkten auf die Gerade s gerückt und 4 ausserhalb geblieben. 

Demnach gehen die Kegel, vpelehe die Congruonz erzeugen, durch 
diese 4 Knotenpunkte und durch s. Man kann leicht direet erkennen, 
dass auf diese Weise eine Cougruenz (2, 2) entsteht; die 2. Ordnung 
beweist die Kegelspitzen - Fläche 4. Ordnung, die zu den 4 genannten 
Knotenpunkten, einem beliebigen Punkte auf s und einem beliebigen 
Punkte X im Räume gehört (vergl. Nr. 503). Die Berührung sehen e 
jedes von den Kegeln längs der Geraden s ist die einzige Tangential- 
ebene der Fläche T im Scheitel des Kegels; folglich ist die Gerade s 
cuspidal auf T*. 

Die Fläche, als Enveloppe der Kegel, ist das Erzeugniss der cu- 
bischen Raumcurven, welche durch die 4 ausserhalb s befindlichen 
Knotenpunkte gehen und s beruhien, denn in eiuei solchen Uurve 
schneiden bich zwei unendlich nahe von den Kegeln ') 

Eine deiaitige Congiuenz (2, 2) ent^steht durch alle diejenigen 
Str-ihlen eines Complexe« 2 Grades, welche einen Complexstrahl tieffen. 

Wir nehmen nun an, das& tamtnthche Kefjehthmtte m den Ebenin 491 
diirdi die singulme Getaäe s, welche vmt d^m fongncmsttahlen eingcIiuUI 
weiden, m ctiei Stt ahlenbuschel zerfailcn. 

Wenn die Scheitel im allgemeinen ausserhalb s liegen und nur 
(n — 2)-mal einer von ihnen auf diese Gerade fällt, so entsteht durch 
sie eine Curve n^" Ordnung (mit s als ()i — 2)-facher Secante), welche 

*) Joiivniil für Mathematik Bd. 79 S. 115. 
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eine zweite singulare Linie ist; die Congraenz gehört nicht zur Gattung 
TU, ist vielmehr die in Nr. 484 besprochene aus der Gattuiig II. 

Wollten wir annehmen, dass einer von den beiden Scheiteln 
standig auf s liegt und zwar so, dass er jj-mal in jeden Punkt dieser 
G-eraden zu hegen kommt, während der andere Scheitel im allgemeinen 
ausserhalb s sieh befindet und nur («' — l)-mal auf sie fällt; dann 
zerfällt die Congruenz offenbar in zwei getrennte Congruenzen 1. Ord- 
nung, von denen die eine von einer Correspondenz [1, n] zwischen der 
Punktreihe auf s und dem Ebenenbüschel um s herrührt (Nr. 306), 
die andere eine zweite einguläre Linie n''^'' Ordnung hat, die («' — 1)- 
mal der s begegnet (Nr. 305). 

Zu einer Congruenz 2. Ordnung, für welche s die einzige singulare 
Linie ist, gelangen wir also nur, wenn beide Scheitel ständig auf diese 
Gerade fallen. Wird dann jeder Punkt derselben M-mal Seheitel, so 
erkalten wir eine Correspondenn [2, «] swisdien der Punktreihe auf s itnd 
dem. JSbmenhüsckel um s und eine Congrueng von der Art, wie wir sie 
in Nr. 306 ßr dm allgemeinen Fall einer Correspondens [m, «] genauer 
beschrieben /lo&e«: ihre Strahlen haben im allgemeinen nur 2 Brenn- 
punkte, die aber im Treffpunkte mit s zusammengefallen sind. 

Die Klasse dieser Congruenz ist n. 

Die Fläehe (i"' Ordnung mit einer (fi — 2)-facken Geraden s führt 
in den Tangenten, welche sie auf dieser Geraden berühren, su einer der- 
artigen Congruenz (2, (i — 2); denn man erhält eine Correspondenz 
f2, ft — 2], wenn man die Punkte von s und ihre Berührungsebenen 
einander entsprechen lässt. 

Die Fläche 4. Ordnung mit einer Doppelgeraden s, mit der wir 
schon so vielfach zu thun gehabt haben, liefert mithin eine Congruenz 
(2, 2). Hat sie also ausserhalb s noch 8 KnotenpumMe, so liefert sie 
drei verschiedene Sorten von Congruemen (2, 2): 

1) die Congruens der Tangenten, die auf der Doppelgeraden berühren, 

2) die Congruens der Geraden, welche die Do^ipelgerade treffen und 
die Fläche anderswo berühren, 

3) 4 Congruensen von Doppeltangenten. — 

Eine Congruenz (2, 2) von der jetzigen Art wird durch diejenigen 
Geraden des einen von zwei coilinearen Räumen gebildet, deren Punkt- 
reihen mit den entsprechenden im andern (projectiv-) gleich sind. Die 
Gerade s ist die unendlich ferne Gerade der Fluchtebene des ersten 
ilaums (welche der unendlich fernen im andern entspricht), und die 
Correspondenz [2, 2] der Punktreihe auf ihr und des EbenenbUschels 
um sie ist eine Projeetiyität zweier Involutionen,*) 

*) Math, Aiinalen Bd, 28 S, 261. 
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Die Untergattung A. von Gattimg III enthält 3 verschiedeae 492 
Arten von Congruenzen : 

1) die Congntens (2, 2) aller Geraden, welche eitte Fläche Ä Grades 
berühren und eine Gerade treffen; 

2) die Congruensen 2. Ordnung vmd, im allgemeinen, {2 (i — 2)'*' 
Klasse der Geraden, welche hei dner Fläche ft*™ Ordnung mit einer 
(ß. — 2) -fachen Gerctden auf diese Gerade sich sMtzen wnd die Fläche 
in einem andern I^inkte tangiren; 

3) die Congruenzen (2, «), loelche durch die StrahlenbUschel gebildet 
werden, deren Scheitel und Fbenen mit derselben Geraden incidiren wnd 
in einer solchen Correspondene stehen, dass jeder Ebene 2 ScheOel, jedem 
Scheitel n Ebenen ent^echen. 

Diese Congruenzen 3) sind Kummer entgangen, and zwar haupt- 
sächlich aus dem Grunde, weil er bei seinen Untersuchungen eine 
Brenn fläche voraussetzte, die von allen Congruenz strahlen berührt 
werden soll. 

An der Entstehung der beiden Flächen 9{F) und ^{ip), 2n'^^ 
Ordnung und 4(« — l)*™ Elasse, welche aus 2« Ebenen durch die 
singulare Gerade, bezw. aus 4(w— 1) Ebenenbijndelu bestehen, deren 
Scheitel auf dieser Geraden liegen (Nr. 306), sind nicht alle Strahlen 
der Congruenz betheiligt, sondern nur oo^, welche 2n, bezw. 4(m — 1) 
Strahlenbüschel bilden und die genannten Flächen dadurch erzeugen, 
dass sie je alle ihre Punkte zu Brennpunkten, oder alle ihre Ebenen 
zu Brennebenen haben. 

HI. 

Die Congniensen der Untergattung B. von III entstehen durch 49o 
Strahlmbüschel, welche von den Funkten einer singtdären Zdnie von 
höhere- als 1. Ordntmg ausgehen. 

Die Klasse n einer solchen Congruens ist (Nr. 485} gleich der Ord- 
nung <fer singulären Curve s". 

Wegen der Ordnung 2 müssen die Ebenen der Skalüenbüschel, von 
denen jede einen enthält, einen Kegel 2. Grades K^ umhüllen. 

Enthielte jede, was die Ordnung 2 noch zuliesse, zwei, so würden 
sie einen Ebenenbüschel bilden und desseu Äxe würde eine zweite sin- 
gulare Linie sein. 

Alle Strahlen der Congruens berühren also den Kegel K*. Nach 
seiner Spitze V sendet jeder von den erzeugenden Büscheln einen 
Strahl; dadurch wird dieser Punkt für die Congruenz singuIar und 
zwar vom «*™ Grade, da der singulare Kegel die s" projicirt; wofern 
s" nicht durch V geht. 
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Schon 3 Strahlenbüachel - Ebenen beweisen die Singularität ihres 
Sclinittpunktes. 

Die Ourve s" tmd der Kegel K^ sind in eindeutiger Beziehung ihrer 
Puntte und Berührungs ebenen, also von gleichem Gescfdedite 0. Ent- 
sprechende Elemente sind durchweg incident; wir nennen deshalh s" 
und K^ perspeetiv. 

Von jedem Punkte von s" gehen zwar 2 Beriihrungsebenen an K^, 
aber nur eine entspricht ihm; jede TangentiaM)ene von K^ schneidet s", 
im allgemeinen, m n Fimlcten, aber nw eiiter von ihnen entspricht ihr. 

Erst vor Kurzem hat R. Sehumaeher*) die Möglichkeit des 
allgemeinen Falles nachgewiesen und so zu den Kummer'schen Con- 
griienaen, welche zu III B. gehören und die ich auch noch in meiner 
Vervollständigung der Kummer'sehen Aufzählung**) für die allein 
möglichen gehalten habe, weitere und zwar wesentlich allgemeinere 
Congruenzen 2. Ordnung hinzugefügt. 

Wir wollen jedoch zuerst die schon Kummer bekannten Con- 
gruenzen besprechen. 

Dieselben sind von zweierlei Art: 

a) Von jedem Punkte der singnlären Curve s" kommt nur eine 
veränderliche Tangentialebene an lO und jede von den Tangential- 
ebenen hat nur einen veränderlichen Schnitt mit s". 

Wenn n = 1 ist, so ergiebt sich ein Specialfall von III A. 1), 
bei dem nämlich die Fläche 2. Grades ein Kegel ist, welchen die 
Gerade berührt; die Congruenz (2, 2) von III A. 1) zerfällt dann in 
eine (2, 1) und ein Strahl enfeld. Diese (2, 1) ist dual zu der in 
Nr. 305 und 310 besprochenen (1, n), wenn n = 2. 

ß) Jeder Punkt von s" sendet 2 veränderliehe Tangentialebenen 
an K^, von denen aber nur die eine ihm entspricht, und jede Berüh- 
rungsebene des K'^ hat, ausser dem entsprechenden Pimkte, noch einen 
veränderlichen Schnittpunkt mit s". 

Bei cc) kann die erste Bedingung wiederum auf zwei Weisen er- 
füllt werden: 

«') Die Curve s" ist eben und ih^e Ebene berührt K}; die zweite 
Bedingung fordert dann, dass s" (w — l)-mal durch die Spitze V 
geht***) 

a") Die Curve s" liegt gam auf detn Kegel K^; die jedem Turikte 
entsprechende Ebene ist seine Berührungsebene. Die übrigen n — 2 



*) Disaertation g 16 und Matliem. Annalen Bd. 38 S. 298, 
**) Math. Annalen Bd. 3ö S. 4G7. 
*n Kuinmer, iv a. 0. LoliisHt?. XlII, liowiidorer Fall. 
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Schnitte rait derselben liegen fest in der Spitze, die so ein (ji — 2)- 
faclier Punkt von s" ist.*) 

Bei ß) gehi s" auch (n — 2)-mal durch die SpiUe V. Folglich wird 
sie aus derselben durch einen zweiten Eegel 2. Grades K^ projicirt. 

Jedem Punkte X. von s" und der Kante FX von K^ ist eindeutig 
die eine durch ihn gehende Berührungs ebene | von JO zugeordnet; 
die zweite Kante von K^ in § gebt nach dem der | nicht entsprechen- 
den Punkte X' von s". Also besteht auch zwischen | und X' oder 
VX! eine eindeutige Zuordnung und demnach auch zwischen X und X' 
oder FX und FX'. Folglieh sind die Berührungsebenen ^ von K^ 
Verbindungs ebenen entsprechender Kanten zweier projectiver Kanten- 
reihen auf K-^; also berühren sich K^ und K^ und zwar längs der 
sieh selbst entsprechenden Kanten.**) 

Demnach heriihrt die Gurve s" den K^ doppelt 

Ordnet man jeder Berührungsebene | von K^ den andern Punkt 
X' zu, oder, was dasselbe, dem X die zweite Bcrührungaebene |', so 
erzeugen die Büschel (X', |) oder (X, |') eine sweite Gongrums (2, n) 
von derselben Art 

Seide zusammen tilden die Congruem (4, 2«) aller Strahlen, tvelche 
K^ berühren und s" treffen."**) 

Im Vorangehenden sind wir selbständig zu jeder von ihnen ge- 
langt; Kummer, der seine Untersuchung stets auf den Inbegriff der 
Strahlen richtet, welche eine Fläche berühren und eine Curve schneiden, 
erhält zunächst die Congruenz (4, 2w) und muss ihr Zerfallen beweisen 
— das einzige Beispiel einer durch Zerfallen sich ergebenden Con- 
gruenz 2, Ordnung, das er bemerkt hat. 

Synthetisch lasst sich dies Zerfallen in folgender Weise darthun; 

Wenn die Curve s" durch die Spitze F des Kegels K^ (n — 2)-mal 
geht und K^ noch zweimal berührt, so wird sie aus F durch einen Kegel 
Xj* projicirt, der sich mit K^ längs zweier Kanten berührt. Schneidet 
eine Berührungs ebene ^ von K^ den K^^ in den Kanten x und x', so 
beschreiben diese, nach einem bekannten Satze über sich doppelt be- 
rührende Kegelschnitte, t) zu einander und zum Büschel der | pro- 
jective Kantenreihen. Je nachdem man die eine projeetive Beziehung 
zwischen | und x oder die andere zwischen | und x' benutzt, entsteht. 



*)Kmniaer, Lehrsatz XVI, aber dort in der nicht begründeten Beschrän- 
kung, dass M gerade sein soll, auegesprochen. 

**) Steiner-Sctröter's Yorlesungen über sjnthe tische GeoDietrie, 2. Aufl. 
S. 348. 

*«*) Kummer, Lehreatz XIV. 
t) Steiner-Sehröter, S. a47. 
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wenn X und X' die Begeguungspunkte von x und x' mit s" sind, 
durch die Büschel (X, |) hezw. {X', |) die eine oder andere von den 
Tlieilcongruenzen. — 

Der Strahl tier Congruenz aus jedem Punkte X von s", der nicht 
zum Büschel gehört, ist im Falle «') immer ein Strahl des Büschels 
in derjenigen Berührungaebene des K^, welche die s" enthält; im 
Falle ß") ist er diejenige von den beiden in X sich schneidenden un- 
endlich nahen Tangenten der s", welche nicht in der X zugehörigen 
Berührungs ebene des K^ liegt; im Falle ß) endlich gehört er zum 
Strahlenbüschel in der dem X nicht entsprechenden zweiten Tangen- 
tialebene I'. 

494 Aber, wie gesagt, die specieUen Lagen der Curve s" zum Kegel 

K^, welche in diesen 3 Fällen angenommen sind, sind nicht erforder- 
lich; es ist mir nöfhig, dass s" mm Geschlechte oder uniüiirsal und 
dass ein Kegel 3. Grades m ihr perspectiv ist. 

Sehen wir zu, wie wir zu solchen s" und K^ gelangen. 

Es sei also s" eine unicursale ebene oder unebene Curve n^" Ord- 
nung, zu welcher der Kegel K* 2. Grades perspectiv ist; d. h. die 
Reihe der Punkte X auf s" und der Büschel der Berühr ungsebenen | 
von E? sind so projectiv, dass durchweg entsprechende Elemente in- 
cidiren. 

In einer festen Berührungsebene l^ von K'' sei eine Gerade ( ge- 
zogen, und zwar beliebig, oder so, dass sie durch einen der n — l 
Punkte der s" in |ß, die dieser Ebene nicht entsprechen, — er heisse 
X(|' — geht oder endlich, aber nur bei unebener s", so, dass sie durch 
zwei von diesen Punkten X^, X^' geht. Durch die Ebenen % werden 
nun die Punktreihen auf s" und auf t projectiv, so dass der Punkt X 
von s" und die Spur |( %emer entsprechenden Ebene | auf t einander 
correspoudiren; insbesondere ist X^, bezw. sind X^', X^' sich selbst 
entsprechend. 

Durch die Verbindungslinien entsprechender Punkte entsteht daher 
eine Regelfläcbe p''+^ (n -\- 1)"" Grades, bezw. eine p" w"*" Grades 
oder eine p"'"^ (n — 1)'™ Grades; wie die Correspondenz [1,«] in 
einem beliebigen Ebenenbüschel beweist, in der zwei Ebenen sich ent- 
sprechen, die nach correspon dir enden Funkten von t und s" gehen. 

Bezeichnen wir, um in bequemer Weise alle drei Fälle zugleich 
behandeln zu können, n -\- \, n und n — 1 mit w'. t und s" liegen 
einfach auf dieser Regelfläche und jede Ebene durch t enthält n — 1 
Erzeugende. Die n — 2 weiteren Punkte von s" in ^g, die dieser 
Ebene nicht entsprechend sind, senden zur Fläche Erzeugende, welche 
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sowohl in |q liegen, weil sie auch ( treffen, als auch in den je eiit^ 
sprechenden Ebenen |; also gehen sie durch die Spitze V von K^, 
und dieser Punkt ist ein (n' — 2)-facher Punkt von p"', und K^ der 
Berührungskegel, der von V an die Fläche kommt (ausser dem An- 
sehmiegungskegel). Er ist also zu jeder Curve der Fläche perspectiv, 
welche über jede Erzeugende einmal hinweggeht, also insbesondere zu 
jedem ebenen Schnitte, so wie auch zu jeder Curve (tt' — 1)''^' Ord- 
nung, die durch eine Gerade zum vollen ebenen Schnitte ergänzt wird. 

Legen wir die Ebene eines Schnitts der letzteren Art durch V, so 
erhält die Curve einen vielfachen Punkt von einem um 1 niedrigeren 
Grade als die Ordnung beträgt. Eine solche Curve, die leicht in pro- 
jeetive Beziehung zur Geraden t gebracht werden kann, ist deshalb 
zur Herstellung der p"' besonders geeignet, in dem diese Fläche durch 
die Verhindungslinie entsprechender Punkte auf Curve und Gerade 
erzeugt wird. 

Es sei w ein Ebenenbüschel, dessen Axe u die Gerade t schneidet; 
die n Erzeugenden von p"', welche durch die Schnitte von s" mit einer 
Ebene von u gehen, treffen t in ebenso vielen Punkten; wir erhalten 
eine Correspondenz [1, n] zwischen dem Ebenenbüschel u und der 
Punktreihe t oder vielmehr, da die «-punktigen Gruppen von (, die der 
nämlichen Ebene von u entsprechen, eine Involution w*™ Grades bilden 
(Nr. 21), eine Projectivitat zwischen ihr und dem Ebenenbüschel, oder 
auch zwischen der durch jene in der ßegelfläehe p"' selbst hervor^ 
gerufenen Involution und dem Büschel u. 

Erzeugniss der Schnittpunkte der Ebenen von u je mit den ent- 
sprechenden Erzeugenden ist im allgemeinen eine Curve (n -f- «')**' 
Ordnung; denn in einer beliehigen Ebene erhalten wir auf einer Curve 
^'ter Ordnung eine Involution w*™ Grades und einen zu ihr projectiven 
Strahlenhüschel ; wird aus dessen Scheitel jene projicirt, so entsteht 
im Büschel eine Correspondenz [n, n'j und die Coincidenzstrahlen 
gehen nach den Schnittpunkten unserer Curve mit der Ebene. 

In unserem Falle aber zerfällt die Curve (n -{- n'y^'^ Ordnung in 
die Curve s", die n' — L Erzeugenden von 9"', welche in die Ebene ut 
fallen, und die Erzeugende, welche vom Punkte ut ausgeht. Jene 
n' — 1 gehören zu einer Gruppe der Involution in p"'. 

Damit gelangen wir zu folgender Serstellungsweise von Ciirven s" 
und Kegeln K^, die su ihnert perspectiv sind: 

Eine Curve (n' — 1)'" Ordnung mit einem (n' — 2)-fachen Punltte 
V wird projectiv auf eine Gerade t bezogen; die Verbind ungslinien 
entsprechender Punkte erzeugen eine Segelfläche p"' m'*™ Grades, für 
welche t einfache Leitgerade, der Punkt F aber ein («' — 2)-facher 
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Punkt ist. Folglich kommt aus ihm ein BerUhrungskegel K^ 2. Klasse, 
dessen Tangentialebenen nach den Erzeugenden von p"' gehen. 

Jede Ebene schneidet in einer Curve n''" Ordnung, welche zu IC^ 
perspectiv ist; legt man sie durch eine Erzeugende und den V, so 
dass sie den Kegel K'^ berührt, so führt sie zu einer Curve (ri — 1)'" 
Ordnung mit einem {n — 2) -fachen Punkte in V. Dies entspricht 
Kunimer's Fall «.'). 

Um nun eine unebene zu K^ perspective Curve «'*' Ordnung zu 
erhalten, führen wir einen Ebenenbüschel h ein, dessen Ase die ( trifft, 
stellen auf t eine Involution w'™ Grades her, in der die Spuren der 
n — 1 Erzeugenden der p"', welche in der Ebene tu liegen, zu einer 
Gruppe gehören. Dieselbe bewirkt eine Involution in p"', von der 
eine Gruppe diese Erzeugenden selbst enthält. Letztere Involution 
beziehen wir projectiv so auf den Ebeneubösehel u, dass diese Gruppe 
der Ebene ut, diejenige Gruppe aber, welcher die vom Punkte ut 
kommende Erzeugende g' angehört, der Ebene u^ entspricht. Das 
Erzeugniss dieser Projectivifät ist, abgesehen von den n Erzeugenden, 
die in ihre entsprechenden Ebenen fallen, eine Curve n^ Ordnung 
s", welche jede Erzeugende von ß"' einmal trifft und daher zu K^ per- 
spectiv ist. *) 

Lässt man ö von den n — 2 Erzeugenden, die durch Y gehen, 
aneb einer Gruppe der Involution angehören und diese der Ebene uV 
entsprechen, so wird V ein ß-facher Punkt von s". Ist Q = n — 1 
— was m' =; )i + 1 voraussetzt — ■, so wird die Curve eben und wir 
haben wieder Kummer's Fall a). 

490 Auf s besteht eine Coneipondeuz [1, m — e ~ 1], in der jedem 

Punkte X die « — ff — 1 weiteien Schnitte X' der ihm entsprechen- 
den Ebene !; von &' toirespondireu (ff^O). Die Coincidenzen lehren, 
dass n — ff Berührung seh enen von K^ die Curve s" in den ent- 
sprechenden Punkttn X tangutn, eine solche Ebene berührt, weil sie 
auch die dmch \ gehende Eizeugende von p"' enthält, auch diese 
Fläche m X und VX ist also auch Berührungskante mit K^; dem- 
nach tangirt auch K" die Cuive s 

Gpht s e mal durch die Spitce lon K^, so herührt sie den Kegel 
JO (n — e) mal 

Dei Idll (3) entspricht dem h chiten Werthe n— 2, den 6 bei 
Raumcurven annehmen kann 

Die SträhhnbiCiChel m den Ehcnin | von lO um die n — e ^- 1 

") Der ( begegnet sie [m — («' — l)]-uial. 
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nicht attsprechmäen Punkte X' bilden eine Congrttem {2(k — a — 1), n), 
die mit der .Congruenn (2, n) der Büschel (X, |) die Congruem sämmt- 
licher Tangent<m von K^ msammensetst, welche s" treffen. 

Bei ff = n — 1 ist sie nicht vorhanden, bei 6 ^ n — 2 ebenfalls 
eiue (2, n) and mit der andern gleichartig: Fall ß). 

Der Strahl aus einem Punkte X von s", der wohl zur Congruens 
(2, n), aber nicht sunt Strahlenbüschel (X, |) gekört, ist der Strahl XX\ 
wenn X' der der zweiten Berührungs ebene ^' aus X entsprechende 
Punkt ist. Für §' ist also X ein nicht entsprechender Punkt und 
der Ort dieser Strahlen der Ort der Verbindungslinien entsprechender 
Punkte der oben erwähnten Correspondenü [1, « — G — 1], eine Regel- 
fläche (w — ff) (w — l)*™ Grades. 

Legt man durch einen Kegelschnitt s^ eine Itegelscliaar q^ (n = n), 496 
so ist jeder der Trägerßiü^ f^ umgeschrid>ene Kegel K^ perspectiv m s^ 
und m'ar w^en der beiden SchnittpunUe X, X' jeder Tangentialebme | 
doppelt perspectiv; den beiden Perspectivitäten entsprechen die beiden 
Regelschaareu von f^. Die Punktreihen der X und X' sind projectiv 
und die sich selbst entsprechenden Punkte die Schnittpunkte von s^ 
mit der Berührungacurve des Tangential kegeis. Die Zahl der Pro- 
jectivitäten auf s^ ist oo^, also ebenso gross ist die Zahl der zu 5^ per- 
spectiven Kegelschnitte, der Spuren der zu s^ perspectiven Kegel IP 
in der Ebene von s\ Die Tangentialhegel einer einzigen f^ durch s^ 
liefern diese sdion alle. Haben wir die 3 Paare entsprechender Punlite 
Xj, X/; X2, X/; X^, Xg' von s^ welche die Projectivität bestimmen, 
auf den Linien ic,, x^, x^, so seien j/j, y^, y^ die Geraden der einen 
oder andern Schaar von f^ durch Xj, Xg, X^ (oder X/, X^', Xg'); 
dann bestimmen die 3 Ebenen a^i j/j , x^y^i ^s Va ^^^ Spitze des Be- 
rühr ungskegels von f^, der den zu s^ perspectiven Kegelschnitt ein- 
schneidet, welcher x^, x^, se^ berührt,*) 

Die Zahl der zu s^ perspectiven Kegel K^ ist also 00*+^. — 
Durch eine ebene Curve 3. Ordnung s' vom Geschlechte sei eine 
Jiegelfläche 3. Grades q^ gelegt. Jeder Tangentialkegel aus einem Punkte 



*) Gehen s, , z^, g-, aus der zweitsn Sohaar durch X, , X^, X^, hingegen 
VirVstVi' *i8 der ersten, 3,', s^', z^ aus der zweiten durch X^' , X^' X,', so 
ist Piiokt , , . 

{^i y, , x^Vt, a^3 Vi) = (■'^i ^i > a^! ^a . ^3 h )' 
Punkt , -.,-.'•. 

und die Tangentialkegel aus beiden sind verschieden, aber ihr Sohaitt mit der 
Ebene von ^ der nämliche. 
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t?e»- Flädie i'it perspectiv su s' In den Kegehrhnittm , welche diese oo^ 
Kegel 2. Giodes in äic Ebene von s* emsdineideH, haben wir alle zu s^ 



Auf s' haben -wn nun durch jeden solchen perspectiven Eegel 
oder Kegelschnitt eine Coirespondenz [1,2], ihie Comcideuzen sind 
wiederum die Spuren der BSrührungscurve 3. Ordnung des Kegels 
mit p^. Aber diese Correspondenz hat .die besondere Eigenschaft, 
dasa jeder Punkt X mit den beiden entsprechenden X.', X", welche 
eine gemeine Involution durchlaufen, in gerader Linie liegt; solcher 
Correspondenzen, die durch diese Involution vollständig bestimmt sind, 
giebt es also auf s^ nur oo^ und 2 Paare ^jX/, X^X^' bestimmen sie; 
durch sie sind die dritten Schnitte X^", X^' bestimmt und durch 
Xj', X"; X/, Xg" die Involution. Sind x^, x^ die Verbindungslinien, 
j/i, y.^ die Erzeugenden von p^ durch X^, X^, so hat die Schnittlinie 
der beiden Ebenen S'iJ/i, x^y^ noch einen dritten Schnitt mit q^\ der 
Tangentialkegei aus ihm ist der zu s^ perspective, der den Strahlen 
x^, x^ die Punkte X^, X^ zuordnet. 

Die Zahl der zu s^ perspectiven Kegel K^ ist 00^"+^. — 
Durch eine vnicursale ebene Curve 4. OnJmmg s* hgm wir eine 
liegelßäche p* 4. Grades mit doppelter cuhisclter Ennmeurve. Die Tan- 
gentialkegei 3. Grades ans den Funkten dieser Doppelcurve sind perspectiv 
SU s* und schneiden alle zu s* perspectiven Kegelschnitte mn. 

Auf der s* entsteht eine Correspondenz [1, 3], die noch specieiler 
ist; sie besteht in der Projectivität zwischen einer Punktreihe und 
einer cubischen Involution auf s*, welche letztere die besondere Eigen- 
schaft hat, dass die 3 einer Gruppe angeliörigen Punkte stets in ge- 
rader Linie liegen, Weil der der Gruppe entsprechende Punkt auch 
auf dieser Geraden liegt, so wird die [1, 3] durch die Involution völlig 
bestimmt. Die Mannigfaltigkeit einer solchen Involution auf der s* 
ist nur 1. 

Ist einer Geraden x^^ in der Ebene von s* ihr einer Schnitt X^ 
mit dieser Curve zugeordnet und y^ die durch X^ gehende Erzeugende 
von 0*, so liegen von den 3 Schnitten der Ebene x^yi mit der Doppel- 
curve von p* zwei auf y^\ der Berührungskegel an q^ aus dem dritten 
ist perspectiv zu s* und liefert einen perspectiven Kegelschnitt. Gäbe 
es noch einen zweiten, der auch der x, den X^ zuordnet, so würden 
diese beiden projectiven Curven 2. Klasse die Curve 5. Ordnung, die 
aus s* und «, besteht, erzeugen, was nicht möglich ist. 

Daher giebt es 00'+^ zur gegebenen Curve s* perspective Kegel 
2. Grades. — 
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Zu einer ebenen unicttrsalen Curve 5. Oränwag kcmn es nur einen 
perspediven Kegelschnitt geben und oo^ perspective Kegel 2. Grades. 

Für Baumcurreu, welche perspective Kegel 2. Grades zulassen, 497 
inachen wir zunächst folgende allgemeine Betrachtung. 

Wenn K^, K'^, K"" drei perspective Kegel sind mit den Spitzen 
F, y, V" und drei entsprechende, d, h. dem nämlichen Punkte der 
Eaumcurve zugeordnete Beröhrungsebenen derselben im allgemeinen 
nur diesen Punkt gemeinsam haben, so kann die Curve keine andere 
Curve sein, als diejenige, welche durch die Schnittpunkte der ent- 
sprechenden Beriihrungs ebenen dreier projeetiver Kegel 2. Kiaaee ent- 
steht; das ist eine Curve 6. Ordnung, da (Nr. 462) bei drei projectiveii 
Kegelschnitten einer Ebene es 6mal vorkommt, dass entsprechende 
Tangenten in den nämlichen Punkt zusammenlaufen. Die Ordnung er- 
niedrigt sieh, wenn die Kegel Tripel von entsprechenden Tangential- 
ebenen besitzen, welche eine Gerade gemein haben. 

Durch zwei projeetive Kegel 2. Grades werden die Bündel um 
ihre Spitzen coUinear.*) 

Also sind alle 3 Bündel V, V, V" collinear und die Curve / 
liegt auf der cubischeu Fläche F^, welche sie erzeugen. 

Es ist bekannt, dass die Bündel 6 Tripel homologer Ebenen ent- 
halten, welche nicht blos einen Punkt, sondern eine Gerade gemein 
haben. Dies giebt 6 Gerade gi, g^, ■ ■ ■, g^ der I''^, die gegen einander 
windschief sind und ein Sextupel bilden' es sei l^ l^ A^s Sestupel, 

welches die Doppelsechs vervollständigt sodass Ij die ^2 , 9s trifft, 
aber nicht g,, u " w und «^ %,, seien die 15 ubiigen Geraden 

der Fläche, von lenen a * den g gt. l h begegnet *'■) 

Wenn s* nicht zerfallt so begegnet sie ke ner der b Geraden 
g^, . . ., gg. Der Ebenenbuachel in V zu dem die Ebenen V{gi, g^ 
gehören, erzeugt mit einen entsiiechenden m V y eine cubische 
ßaumcurve auf F weicht, aic / / a besteht Weil er aber au 
K^ zwei Ebenen sendet, so liegen zwei Punkte von s auf a^^. Der 
Kegel 2. Klasse ferner in F, welcher die Ebenen Y^g^, g^, . . ., g^) 
berührt, erzeugt mit seinen entsprechenden in F', V" eine auf F^ 
t Curve 6. Ordnung, die ia g,^, . . ., g^ und l^ zerfällt — denn 

i letzte Gerade, als eigentliches Erzeugniss, muss von jeder der 5 
sich abzweigenden Geraden g einen Punkt enthalten — ; die 4 Tau- 

*) Eeye, G. d. L. 11 S. 10. 

**) Vergl. Beye, G. d. L. II S. '220 und meine Synthetischen Unters nchimgen 
über l'läcten 3. Ordnung S. 54. 
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gential ebenen, welche. dieser Kegel mit K^ gemein bat, lehren, dass s" 
die ?j viermal trifft. 

Demnach begegnet die Curve s^ den Geraden ^j, ..., y^ gar 
nicht, denen des ergänzenden Sextupela l^, . , ., l^ viermal und den 15 
übrigen Geraden a^^, . , ., a^ der F^ zweimal und ist die Curve 6. Ord- 
nung vom Geschlecht auf F% die ich in meinen Untersuchungen 
über die Curven auf der cubiachen Fläche mit (6, 0)" bezeichnet habe.*) 
Nehmen vrir an, dass die Ebenen Vg^, Vg^, Vg^ unsere Kegel 
K^, K'^, K"^ berühren, so lost sich ^^ ab und wir erhalten eine Curve 
5. Ordnung s^, die durch die Stetigkeit einen Punkt von g^ erhält, 
gegen g^, g^, ■ ■ ■, g^ aber nach wie vor windschief ist; l^, welche g^ 
nicht trifft, hat mit s^ noch 4 Schnitte, \, . . ., \ aber treffen sie nur 
dreimal; ebenso behalten a^^, .,., a^^ ihre 2 Schnitte, aber üy^, a^^, ... «jg 
haben nur einen, Demgemäss hat s^ mit 1, 5, 10, 5 + 1, 5 Geraden 
von .F' bezw. 4, 3, 2, 1, Schnitte; wie das auch der unicursalen 
einzigen ßaumcurve 5. Ordnung auf der Fläche F^ zukommt — vergl. 
a. a. 0, (5, 0). 

Durch weitere Erniedrigungen gelangt man zar Raumcurve 4. Ord- 
nung 2. Art, zur cubischen Raumcurve, zum Kegelschnitte, zur Geraden. 

Wenn also sw einer Bemmearve mindestens 3 Kegel K^ so perspectiv 
sind, dass die mit demselben Punkte der Curve perspectiven Seriikrungs- 
ebenen im allgemeinen nur diesen Punkt gemeinsam haben, so Jcann sie 
höchstens 6. Ordmmg sein und liegt (mindestens) aiif einer cubischen 
Fläche. Ist sie 6. Ordnung selbst, so ist sie von den beiden auf einer 
cubischen Fläche möglichen Baummrven dieser Ordnung vom Geschlechte 
diejenige, welche mit den Geraden der beiden Sextupel einer gewissen 
Doppelsechs der Fläche und den 15 übrigen Geraden besw. 4, 0, 2 
Schnitte hat. 

Durt^ eine solche Ourve geht nur eine epische Fläche. 

Die drei Büudel V, V, V", welche die cubische Fläche erzeugen, 
kann man aber durch die aus irgend 3 andern Punkten der Fläche 
ersetzen und alle diese co* Bündel sind coUinear, derartig, dass ent- 
sprechende Ebenen je nach demselben Punkte der Fläche gehen.**) 

Mithin kommen am allen Punkten der Fläche Kegel 2. Grades, die 
SU/r Otirve per^ctiv sind. 

Eine uuieuraale Curve s" von höherer als 6. Ordnung kann höchstens 
cx)* perspective Kegel 2, Grades haben; deren Spitzen müssen dann 
auf einer cubischen Raumcurve r^ liegen und alle entsprechenden Be- 

*) Math. Annalen Bd. 21 S. 494. 
**) Eeje, G. d, L, II S. 196. 



y Google 



Die Strahlencongmenzen 2. Ordnung mit singulären Linien, 345 

rübrungsebenen je in eine Sebne dieser Curve zusammenlaufen. Diese 
Sehnen geben durch die yersebiedenen Punkte von s" und erzeugen 
eine Begelfiäebe 4. Grades, welche durch r^ doppelt gebt und durch 
zwei beliebige von den Kegeln erzeugt wird. 

Also iesitzt jede Curve s" von Mherer als 6. Oränwig, welche mehr 
als einen, perspectiven Kegel 3. Grades besitet, ihrer oo', deren Spitseii 
eiiie ciänsche Baumcurve erfüllen, und liegt auf einer Begelflächc i. Grades 
mit dieser Curve als Doppelcurve so, dass sie ither jede Erseugmdc ein- 
mal geht. 

Diese Doppelcurve kann auch zerfallen. 

Ein Kegel K^, der zu einer cubisehen Ranmeurve s^ perspectiv 4'J8 
ist, ruft auf ihr eine Correspondenz [1, 2] hervor oiier, was dasselbe 
ist (Nr. 21), die Projectivität einer Tnvoluton auf s' zu der einer ein- 
fachen Punktreihe auf ihr. Die Involution führt zu einer durch s^ 
gebenden Regel seh aar. 

Die m einer cubisehen Sawncurm s* perspectiven Kegel 3. Grades 
sind daher die ao^ Beriihrungskegel der Fläckm 3. Grades, die durch s^ 
gehen. Von jedem Punkte des Raums kommen cto^; jeder entspricht 
einer von den co^ Involutionen auf s'. 

T^ine Baumcurve 4. Ordnung zweiter Art s^ sei gegeben; jeder zu 
ihr perspective Kegel K^ bewirkt auf ihr eine cubische Involution, 
von welcher jede Gruppe dem vierten Schnitte ihrer Ebene mit der 
Curve projeetiv entspricht Andererseits umhüllen bei jeder auf der 
s* gelegenen cubisehen Involution die Verbmdungiebenen der G-ruppen 
einen Kegel 2. Grades, der dadurch perspectiv wird zur s* so, dass 
der vierte Schnitt jeder von den Ebenen der zu ihr perspective Punkt 
ist. Durch jeden Punkt X von s* gehen m dei That 2 von den Ver- 
bindungsebenen : die eine verbindet ihn mit den beiden Punkten, mit 
denen er eine Gruppe der Involution bildet, m dei andern ist ei der vierte 
Schnitt, Um zu erkennen, dass nur eine solche Ebene voihanden ist, 
projicire man aus dem Punkte X die s* und die Involution auf eine 
Ebene. Die Involution liegt also jetzt auf einer ebenen Curve 3, Ord- 
nung j^ mit Doppelpunkte; wir legen durch 2 Gruppen, durch den 
Doppelpunkt S) und einen beliebigen festen Punkt © der f^ die Kegel- 
schnitte; der Büsche], den sie bestimmen, schneidet die Involution ein; 
das Geradenpaar, zu dem S)@ gehört, liefert die einzige geradlinige 
Gruppe der Involution ; nach ihr geht vom Punkte X die gesuchte 
Ebene. 

Die Zahl der cubisehen Involutionen auf einem gegebenen Träger 
ist CO*, da man auf so viele Weisen 2 feste Elemente desselben zu 
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2 Gruppen vervollstäncligen kann. Also gteU es c»* zur Curve s* per- 
spective Kegel 3. Grades, ans jedem Punkte od'. 

Wir könnßii diese Kegel aber auch (Nr. 494) mit Hufe der cu- 
bischen Regelflächen («'^« — 1^3} erlangen , welche dureli s* 
gehen; sie sind die Berührungskegel aus deren Punkten. Jede Sehne 
t der s* führt zu oo' solchen Flächen, indem wir die Punkti'eilien auf 
der Curve und auf der Sehne t so projectiv beziehen, dass die gemein- 
samen Punkte sich selbst entsprechen. Die erzeugte cubische Regel- 
fläche geht durch s* und hat t zur einfachen Leitgeraden; doppelte 
ist eine der dreifachen Secanten der Curve. Wir erhalten also oo^ 
cubische Regelflächen durch s* und daher, wie es scheint, da jede oo^ 
Tangentialkegel 2. Grades aus ihren Punkten bekommt, co^ perspective 
Kegel; was dorn obigen Ergebnisse widerspricht. Aber jeder zu s* 
perspective Kegel berührt oo' cubische Regelfläelien, die sieh ergeben, 
wenn man in seinen verschiedenen Tangentialebenen die Sehne t 
nimmt.*) — 

In ähnlicher Weise kann man durch die tmicursale Eaummrve s^ 
5. Ordnung oo^ Regelfiachen 4. Grades legen. Die BerUhrungskegel 
aus den Punkten der jeweiligen Doppeicurve sind perspectiv ; ihre 
Zahl ist nur oo', weil wiederum jeder zu oo' von diesen Flächen gehört. 

Von jedem PunMe des Baums Tcommt mir 1 peispecUver Kegel; denn 
kämen zwei, so würden die beiden projectiven Kegel den Kegel Ö. Ord- 
nung, welcher s'' aus dem Punkte projicirt, erzeugen, was nicht mög- 
lich ist. — 

Durch die oben hesckriebene unicursale Curve s^ 6. Ordnung gehen 
zwar oo* Regelflächen 5. Grades, aber diese haben im allgemeinen 
nicht einen dreifachen Punkt, wie das bei der Spitze des perspectiven 
Kegels nothwendig ist; also haben wir nur oo^ derartige Kegel. Wir 
wissen schon, dass ihre Spitsen die einsige dtirch die / gehende ciAische 
Flädte und nur sie erfüllen. In der That, jeder etwa vorhandene per- 
spective Kegel mit ausserhalb der Fläche gelegener Spitze würde zu- 
sammen mit zwei andern perspectiven Kegeln, deren Spitzen auf der 
Fläche liegen, zu einer neuen cubischen Fläche führen und so könnten 
wir den ganzen Raum erschöpfen, was der doppelten Unendlichkeit der 
Kegel widerspricht. 

499 Wenn man auch die Congruenz u"), welche in Nr. 493 besprochen 

wurde, zu denjenigen zählen kann, die durch eine Curve s' und einen 

*) Im Torigen Falle s' führen diese in den verschiedenen Tangential eil onen 
genonunenen Sehnen alle aur selben Regeisohaar e% deren Leitsohaar sio bilden. 
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zu ilir perspectiven Kegel 2. Grades erzeugt werden, so ist es doch 
geeigneter, sie besonders zu erwähnen, und danach verfällt die Unkr- 
gattmtg B. von III in swei Arten: 

1) Die Congnienzen (2, n) der Strahlen, welche einen Kegel 3. Grades 
in den Funkten rnier auf ihm gelegenen und {n — 2)-mal durch seino 
Spitze gehenden (unicursalen) Baumeurve n*"'^ Ordnung herShren. 

2} Die Oongrumsm (2, n) der Geraden, welche einen Kegel 2. Grades 
bei-Uhren tmd eine (nicht auf ihm gelegene) umcursale Curve n^' Ordnung, 
zu welcher er perspectiv ist, — d. h. deren Punkte den Berülimngs- 
ebenen des Kegels eindeutig entsprechen und in den entsprechenden 
liegen — je in dem Punhle treffen, welcher der den Strahl enthaltenden 
Berührungsebene des Kegels entspricht. 

Die durch entdeckende Elemente hestimmtoi Strahlenbüschel er- 
zeugen die Congruenz.*) 

Wir wissen aus Nr. 486, dass die Congruenzen 111 B. den Eang 
n — ■ 1 haben, wollen uus davon aber noch auf eine zweite Weise 
überzeugen. Auf der unicursalen Curve S" erzeugen die Treffpunkte 
der je von demselben Punkte einer Geraden l kommenden Congruenz- 
strahlen eine Involution. Die Ebenen durch l, welche solche zwei 
Geraden enthalten, sind entsprechend in einer involutorisehen Corre- 
spondenz [«]; von ihren 2n Coincidenzen gehen 2 nach den Doppel- 
punkten der genannten Involution; die übrigen sind n -~ 1, die doppelt 
zii zählen sind und in welche je zwei gepaarte Congruenz strahlen fallen. 

Die Formeln für % und % {Nr, 293) geben; 
m. = 2, Kl = 2(m - 1). 

Der Kegel K^ ist demnach vollständige Funkt- Brennftache ^(F), 
aber, da er nur oo* Tangentialebenen hat, ni^ht einmal ein Theil der 
0(q)), die ja Ebenenort 2, Stufe ist. Viel/mehr tvird dieser Ort gebildet 
durch die Tangentialebenen der Curve s"; als unicursale Curve hat die- 
selbe, im allgemeinen, den Rang (Klasse) 2(n — ■ 1) und ihre Be- 
rührungsebenen stellen daher eine Fläche von dieser Klasse dar ; 
eraiehtlieh fallen in jede von ihnen zwei unendlich nahe Oongruenz- 
strahlen. 

Bei einer Congruenz von der Art 2} tragen alle Strahlen, die ihr 500 
(mgehören, zur Ereeugung der Funkt-Brennfläche K^ bei; jeder hat seinen 
eineit Brennpunkt auf ihr; nicht so aber bei ein^ Congruenz i). Bei 
einem hdiebigen Strahle derselben hohen sich (Nr. 485) beide Brennpunkte 



*) In dieser Weise ist also meine Eintheiluag der Congrueii7,en 3, Ordnung 
mit singulären Linien (Math. Annalen Bd. 36 S. 467) auf S. 470 III^ zu Tcrbeascrn, 
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in den Berührungspunkt mit K^ oder Stütspunld auf s" vereinigt; aaso- 
ciirte Brennebene — in der aueb beide Brennebenen vereinigt sind ■ — 
ist die Kegel- Berülirungs ebene. So erbalten wir nur die oo^ Punkte 
von s" und die oo^ Tangentialebenen von K^. 

Die Karden aber des Kegels sind Strahlen der Congruenz, tvelche 
alle ihre Punkte m ^rmnpv/iikten haben; denn für jeden Punkt von K^ 
ist die durch ihn gehende Kante der einzige Congruenzstrahl, den er 
aussendet, und associirte Brennebene ist auch durchweg die Berülirungs- 
ebene des Kegels. Für jede von den Tangenten von s" aber mrd die 
Brennebene unbestimmt jede Elene durch sie. Also, von den Gongruenz- 
strahien bringen allem die Kanten des Kegels den Funktort ^(F), allein 
die Tamgenten der Chirve s" den Ebenenort 0{fp) zu stände. 

Dies ist der einzige Fall, in dem Kummer eine derartige Brenn- 
fläcbe, jedoch auch nur theilweise, nämlicli nur die ^(F), als Brenn- 
fliiche bezeichnet; die eben gekennzeichnete Eigenthümlichkeit hebt er 
aber nicht hervor, ebenso wenig wie diejenige, dass auf einem be- 
liebigen Gongruenzstrahle die Brennelemente ausammengerüekt sind. 

Wir haben so, neben III Ä 3), den zweiten Fall von CongruenKCii 
2. Ordnung (mit singulärer Linie), welche diese letztere Eigenschaft 
besitzen; und es fragt sieh, ob dies die einzigen Fälle sind. 

Es seien (y?), (S') die Congruenz- Kegel Ji'^"" Ordnung aus zwei 
unendlich nahen Punkten 5", S' der singulären Linie s''. Die n Kanten, 
welche eine beliebige Ebene durch SS' aus (ä') ausschneidet, treffen 
je die unendlich nahen von den aus (S) ausgeschnittenen in den 
zweiten Brejinpunkten der letzteren. Diese sind nur dann mit S iden- 
tisch, wenn die ersteren Kanten alle mit S'S zusammenfallen. Da dies 
für jede Ebene durch SS' gilt, so muss (S") in n Strahl eabüschel zer- 
fallen, zu denen allen S'S gehört, und dasselbe gilt für jeden der er- 
zeugenden Kegel (Ä). 

Ist nun w> 1, so kann die Ordnung fi von s'' nicht > 1 sein, 
weil sonst der von den Ebenen dieser Strablenbflschei eingehüllte 
Torsus von höherer als 2. Klasse wäre, was die Ordnung 2 der Con- 
gruenz nicht zulässt. Wir haben III Ä 3). 

Mit n = i ist ft > 1 vereinbar; durch jede Tangente von s'' geht 
dann nur die Ebene von einem erzeugenden Büschel, dessen Scheitel 
im Berührungspunkte liegt; wegen der Ordnung 2 umhüllen diese 
Ebenen einen Kegel 2. Grades und in jeder befindet sieh nur ein 
Büscheh Weil jede von den Ebenen durch eine Tangente von s^ 
geht, so liegen die Schnittpunkte auf einander folgender Tangenten, 
d. h. die Punlrte von s'' auf den Schnittlinien der auf einander folgen- 
den Ebenen, den Kanten des Kegels, also sP auf demselben. Der 
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Scheitel des Büschels ist, wiederum wegen der Ordnung der Congruenz, 
der einzige (veränderliebe) Punkt, in dem die Beriihrungskante der 
Ebene und die Ebene selbst die Curve triiFt; also muss diese (jit — 2)- 
mal durch die Spitze gehen und wir haben den gegenwärtigen Fall 
HI B 1). 

Die ieiden Fälle III A 3) und III B 1) sind also (hatsäcklick die 
einzigen, in denen alle Strahlen einer Congruenz 3. Ordnung zwei ver- 
einigte Brmnpunhie (und Brenn£j>eneit) haben. 

IV. 

In dir Untergattung C. von III, hei welcher von allen Pmikten r^0\ 
einer siitgulären Linie s" von höherer als 1. Ordnung Kegel 3. Grades 
ausg^n, haben tvir zwei verschiedene Fälle su unterscheiden. Fnhccd^- 
!:erfallen diese Kegel durchweg in zwei StrahlenMschel, oder nicht. 

Wegen der Ordnung 2 der Congmenz müssen im ersteren Falk 
die Ebenen dieser Strahl enbßschel, wie in III B, einen Kegel 2. Grades 
umhüllen und jede kann nur einen Strahl enbüschel enthalten. Da 
mm jetzt die beiden Büschel, welche von einem Punkte der s'' aus- 
strahlen, in die beiden durch ihn gehenden Beruh rungs ebenen fallen, 
so kann die Curve s" von jeder der Beruh rungs ebenen nur in einem 
vom Scheitel verschiedenen Punkte gefcroffeu werden. Sie geht also 
(fi — l)-mal durch die Kegelspitze. 

Demnach führt der erste Fall von III C. nur m einer Art von Con- 
gmengen, nämlich den Congmensen (2, 2 p) der Strahlen, ivelche einen 
Kegel 2. Grades heriiJtren imd eine eftewe {(i — 1) - mal durch dessen 
Spitse V gelteitde Curve /i*" Ordnung treffen. *) 

Wenn die Ebene 6 von »" den Kegel berührt, dann fallen die 
einen Strahlen büechel alle in sie und es sondert sich das Strahlenfeld 
in ihr ,1-fach ab (Nr. 493«')). 

Auf der unicursalen Curve s" wird durch die Stutzpunkte der 
Co ugruenz strahlen, welche je von dem nämlichen Punkte einer Geraden 
l kommen, eine involutoriache Correspondenz [2] hervorgerufen, durch 
den Ebenenbüschel um l aber eine Involution ft"*" Grades, also eine 
involutoriscbe Correspondenz [fi — 1] (Nr. 21), Die Zahl 2((t — 1) 
ihrer gemeinsamen Paare von entsprechenden Punkten (Nr. 23) giebt 
den Rang 2fi-^2 = n — 2 dieser Congruenz, in Uebereinstimmung 
mit dem allgemeinen Satze von Nr. 486. 

Zur vorliegenden Congruens gehört der Strahlenhüschel [V, a), der 

*) Kuiuniei-, Lehrsatz XIII allgemeiner ITall. 
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dwck die Doppelsiraklen aller erseugenäen Sb-c^ilenbüschel-Paare g 
wird, doppelt Für jeden Puukt von <J vereinigen sich die beiden Con- 
gruenzstrahlen in den Strahl nach F; in jeder Ebene durch V haben 
wir zunächst n — 2 = 2(ft — 1) Congruenzstrahlen, welche bezw. den 
2{{t — 1) erzeugenden Strahlenbü schein ans V in den Tangential- 
ebenen aus den [i — 1 Tangenten von s" in F angehören, die beiden 
übrigen Congruenzstrahlen in ihr haben sich in den Schnittstrahl mit 
6 vereinigt. 

Der Funkt V ist singulär vom n^™ Grade, sein Kegel zerfällt in 
n — 2 einfache und 1 doppelten Strahienbüschel ; die Ehate 6 ist sin- 
gulär 2, Grades, ihre siagulaie (juive ist dieser doppelte Strahienbüschel. 

Wegen dieses Ao\ pelten Buscheis müssen wir, in den Formeln für 
% und Wj, r durch > -j- 1 ei ctzen (Ni 484); sie geben dann: 

»., - ' », = 2(.> - 1). 

Der Kegel 2. Grades ist alto die vollständige FunJct-Brennfiäche 
^(F); die Ehenen-Biennfiache 0{'p) ahtr besteht tms dem doppelt ge- 
rechneten Ebenenorte 2 '^tufe 2(ß —1)'" Klasse der Berühnmgsd>men von 
s", von denen jede zweimal zwei unendlich nahe Congruenzstrahlen 
enthält, imd den Ehenenhündeln um die beiden PunJäe, welche si' mit 
dein Kegel, ausser der Spitse, gemein hat (vergl. Nr. 299). 

502 Congruenzen, welche dem stveiten Falle von JJI C. zugekören, in dem 

die erzeugenden Kegel 2. Grades aus den Punkten der singulären Linie 
s^ im allgemeinen nicht zerfallest, finden wir in der .Kumnier'schen 
Aufzählung nicht. 

Thatsächlich aber giebt es solche Congruenzen; wir haben in Nr. 460 
eine Congruenz (6, 2) kennen gelernt, welche durch die Tangenten 
von cx>' Kegelschnitten erzeugt wird, die sich in den Berührungsebenen 
eines Kegels 3. Klasse uiit einer doppelten Tangentialebene befinden. 
Durch die zu ihr duale Congruenz (2, 6), welche ich vergeblich in 
der Kummer'schen Aufzählung suchte, bin ich zuerst auf die Un- 
voll ständigkeit derselben aufmerksam geworden. 

Die 3 dem jetzigen Falle*) angehörigen Congruenzen 3. Ordnung, 
welche mit drei sehr bekannten Flächen smammenhängen, — der Fläche 
4. Ordnung mit Doppel-Kegelsdmitt und 4 weiteren Knotmpmüden, der 
mbischen Fläche mit A Krmt^npmktm, und der Freifläche 4. Grades 
mit einer doppelt cuhischen Famnciirve — gehören meines Frachtens 



*) Mit (» = 1 beschäftiger 



y Google 



Die Stralileiicongnioiizen 2. Ordnung mit singuläien Linieo. 351 

SU den interessantesten unter den Congruensen 2. Ordnung mit singu- 
lärer Linie. 

Sie werden durch die Tangenten der betreffenden Fläche gebildet, 
welche sich auf die Doppeleurve , begw. im zweiten Falle auf die Schnitt- 
cu/rve einer Berührungsebene der Fläche stützen; so jedoch, dass nur im 
dritten Falle die Congruenj! 3. Ordnwng den Inbegriff aller derartigen 
Tangenten bildet und 6. Klasse ist, tvährend in den beiden andern 
Fällen die vollständige Cmigriiens der genannten Tangenten eine (4, 8), 
begw. (6, 12) ist und im ersten Falle in zwei gleicharüge Congruenzm 
(2j 4), im sweiten in eine (2, 6) und eine (4, 6) zerfällt. 

Wenden wir auf das einfach unendliche System der erzeugenden 
Kegel die Formeln 1) von Nr. 19, dualisirt, an: 

Darin bedeutet nun ji die Zahl der Kegel, die ihre Spitze in ge- 
gebener Ebene haben, also dasselbe wie unser jetziges ft; q ist die 
Zahl der Kegel, die durch einen gegebenen Punkt gehen, mithin 2; 
V ist die Zahl der Kegel, die eine gegebene Gerade tangiren, oder die 
Klasse der von den Kegeln eingehüllten Fläche; ij ist die Zahl der 
Kegel, welche in zwei Ebenen oder Strahlenbüschel zerfallen, und ä 
die Zahl derjenigen, welche in zwei Ebenenbüschel zerfallen. 

Aus den obigen Formeln folgt: 

— 2(5 = 2^ + i;; 
also ist d > 1 mit /i > 1 und ij ^ nicht vereinbar. 
Es bleiben demnach folgende Lösungen: 

d= 1, V = ;■!, p= 2, ij = 0; 
d = 0, v = i, n = 2, 71 = 2; 
d = (>, i' = 4, j£ = 3, ij = 0, 

von denen die erste auch noch als nicht möglich sich herausstellen wird. 

Die singulare Linie tann also 'keine andere sein, als ein Kegelschnitt, 
eine ebene oder unebene Oiote 3 Otdimng. 

Die einen Brennpunkte der Congruenzstrahlen liegen auf der sin- 
gulären Linie, die associirten Brennebenen sind die Berührungs ebenen 
des zugehörigen Kegels, Diese Ebenen berühren die Fläche der zweiten 
Brennpunkte je in diesen (Nr. 291). Also ist der Ort der zweiten im 
allgemeinen nicht auf der singiilären Linie gelegenen Brennpunkte identisch 
mit der oben erwMnten von den erzeugenden Kegdn eingämlltmi Fläche 
v*^'' Klasse. 
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503 Nehmen wir zunächst den Eall an, dass die singulare Linie ein 

Kegelschnitt s^ sei. Auf ihm entsteht durch die StÖtzpunkte der Con- 
gruenzstrahlen, welche je von dem nämlichen Punkte einer Geraden l 
kommen, eine involutorieche Correspondenz [2]; denn von jedem 
Punkte X von s^ geht ein Kegel 2. Grades aus-, der l zweimal trifft, 
die zweiten Con gruenzstrahlen aus diesen Treffpunkten bestimmen auf 
s^ die beiden dem X entsprechenden Punkte. 

Wenn aber l sich auf s^ in S stützt, so vereinigen sieb die beiden 
entsprechenden Punkte von S mit ihm ; also ist jS eine doppelte Co- 
incidenz der [2] (Nr. 18). Daraus folgt, dasa die Fläche der zweiten 
BrennpunlUe 4. Ordnung ist und den Kegelschnitt s^ mm- Doppelcurve hat. 

Dieser Beweis erforderte nicht die 2. Ordnung, sondem nur die 
Unicursalität der singulären Linie. Also werden wir für eine unkur- 
sale ebene Cvrve 3. Ordnung oder für eine ctibische Eauwcurve dasselbe 
Ergebniss erMlten. 

Im vorliegenden Falle treffen alle Strahlen der Congruen0 den Kegel- 
schiiH s^ und beriiJWen eine Fläche 4. Ordnung F^, die Um mir Doppel- 
curve hat. 

Mit ft = 2 war nach den obigen Formeln noch ^ = 3 und v = i 
vereinbar. 

Aber eine Flache 3. Klasse mit einem Doppel-Kegelschnitte ist 
nicht möglich, ebenso wenig, wie eine Flache 3. Ordnung mit oo' 
Doppel-Berührungs ebenen, welche einen Kegel 2, Grades umhüllen. 

Also ist, wie schon gesagt, die erste von den 3 obigen Lösungen 
zu verwerfen; bei den andern ist v ^ 4; daher ist die Enveloppe der 
erzeugenden Kegel in allen drei in Bemg auf die singulare Linie mög- 
lichen Fällm- 4. Klasse. 

Dass (J = sein muas, war auch vorauszusehen; da die Kegel 
als Strahle ßgebil de hier auftreten, d. h. nur durch Bedingungen be- 
stimmt sind, die ihren Kauten auferlegt werden. 

Die 4. Klasse wird aber bei einer Fläche 4. Ordnung mit Doppel- 
Kegelschnitt, welche ohne weitere Knotenpunkte von der 12. Klasse 
ist (Nr. 420), durch 4 Knotenpunkte bewirkt. 

Der Berührungskegel an F^ aus einem Punkte der Doppelcurve ist 
4. Ordnung; er serßUt in swei Kegel 3. Grades, wegen der nach den 
Knotenpunkten gebenden Doppelkanten. 

Der vollständige Kegel gefd durch die 4 Cuspidalpunkte der Doppel- 
curve (Nr. 420), von dmz beiden Tkeilkegdn also der eine durch 2 von 
ihnen, der andere durch die beiden übrigen. 

Die Stetigkeit fordert, dass das durchweg so bleibt, und so sind 
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die beiden Kegel getrennt; wir Mnnen jeden für sich verfolgen und er- 
halten auf diese Weise 0wei getrennte Cowgruenz&n. 

Die Klasse 4 einer jeden von ihnen ist sofort ersichtlich; mehr 
aber interessirt uns, die Ordnung ä direct zu erkennen. 

Die 4 Knotenpunkte der t\* sind (Nr. 422) durch ein Vierseit 
von 4 torsalen Geraden verbunden, welche alle die Doppelcurve treffen. 
Alie erzeugenden Kegel einer der beiden Congruenzen gehen durch die 
4 Knotenpunkte und 2 feste Punkte der Doppelcurve, das eine Paar 
der Cuspidalpuükte. Wir können sie also durch 5 von diesen Punkten 
bestimmt denken. Demnach entsteht unsere Congruenz auch aul 



Ein Kegelschnitt s^, ein Ihvi-M A^ auf ihm und 4 Funkte A^, A^, 
A^, A^ ausserhalb sind gegeben, so jedoch, dass diese dwch ein Vierseit 
verbunden sind, dessen Seiten sich edle vier auf s^ stützen; oder aber ein 
KegelsckniU s^, 2 Punkte A^, A^ auf ihm und 3 Punkte Ai, A^, Ag 
ausserhalb sind gegeben, so jedoch, dass nur zwei von den Verbindungs- 
linien dieser letsteren den Kegelschnitt treffen; alle Kegel 2. Grades, uielehe 
ilire Spitze auf s^ haben und durch die 5 Punkte gehen, erseugen die vor- 



Ist nun X ein beliebiger Punkt, so erzeugen die Spitzen der 
Kegel 2. Grades, welche durch die 5 Punkte und den X gehen, eine 
Fläche 4. Ordnung, die Kernfläche des Gebüsches der Flächen 2. G-rades 
durch die 6 Punkte, für welche alle 6 Punkte Knotenpunkte sind und 
auf der alle 15 Verbindungslinien derselben einfach liegen.*) Dem 
Kegeischoitte s^ begegnet sie, ausserhalb der auf ihm gelegenen von 
den Punkten und der Stützpunkte von Verbindungslinien, in 

4 . 2 — 2 -■- 4 oder 4.2 — 2.2 — 2, 

also beidemal noch in 2 Punkten , den Scheiteln der erzeugenden 
Kegel, welche durch X gehen. 

Alle erzeugenden Kegel haben noch einen sechsten Punkt gemein, 
einen zweiten A^ auf s^, hezw. einen vierten A^ ausserhalb. 

Sie werden von der Ebene ff des Kegelschnitts s^ in Strahlen 
geschnitten, welche nach Af, und A^ gehen. Daher gehören die Büschel 
{A^, e), {Ag, o) zur Congruenz; su den erseugenden Kegeln oms A^ und 
j4ß gehören sie aber nicht. Diese sind nicht zerfallende Kegel; der aus 
A,^ z. B. ist bestimmt durch die Strahlen nach A^, . . ., A^ und den- 
jenigen nach A^ oder durch die Tangente an s^ in A^. 

Danach machen A^, Ag eine Ausnahme von dem Satze, der sovst 



) Reye, G. d. L. II S. 246, 251, 
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bei unsern Congruenzen für einen auf dev gingulären Linie gelegenen 
Punkt gilt, dass durch ihn kein Congruenz strahl geht, der nicht dem 
Kegel angehört (Nr. 485). 

504 Irgend drei von den erzeugenden Kegeln (8), {S"), {S") können 

ausserhalb s" nicht weitere gemeinsame Punkte haben als A^, . . ., A^. 
Denn jeder solche gemeinsame Punkt ist, weil in ihm 3 Congruenz- 
strahlen zusammenlaufen, ein singulärer Pimkt und sein singulärer 
Kegel ist, da alle Congruenz strahlen den s^ treffen, der diese Curve 
projieirende ; also geht jeder erzeugende Kegel durch ihn. 

Die äbrigen 4 gemeinsamen Punkte concentriren sieh mithin in 
A^ und Ag] die 3 Kegel (S), (S'), {S") haben daher in jedem von 
diesen Punkten eine gemeinsame Tangente,*) und weil dieselbe schon 
durch zwei von ihnen bestimmt ist, so berührt sie alle Kegel (S) in 
diesen beiden Punkten. Nun ist klar, dass alle (S) zu einein FlächeJi- 
netze 31^ ä. Ordnung gehören und s^ ein Theil der KegelspitÄen-Curve 
6. Ordnung desselben ist. 

Wir fanden oben, dass tj ^ 2 ist. Center äett Kegeln [ß) muss es 
also 3 Eienmpaare geben. 

Nehmen wir an, die den s^ treffenden Verbindungslinien seien 
a^^^A,A^, a^3, a^^, a^,; dann sehneiden die beiden Ebenen yl^Oj^E^aur, 
und ßg^j den Kegelschnitt s^ zum zweiten Male in den Punkten ©', @", 
zu denen diese Ebeneupaare gehören; die zweiten Ebenen sind @'«;4, 
©"«jj, und gehen beide durch A^^. 

Dass alle Kegel (S), welche durch J.^, . . ., A^ gehen, 5^ noch in 
einem zweiten festen Punkte treffen, ist leicht einzusehen; ein beliebiger 
von den {S) und die beiden Ebenenpaare S{a^^^, 0^^), S{a.2i' '^u) ^"^ 
seiner Spitze schneiden e in 3 Strahlenpaaren in Involution; 5 von den 
Strahlen gehen durch feste Punkte von s^, also auch der sechste. 

Demnach siitä die Stützpunkte von a^^, a^; a^, a^, und A^, A^^ in 
InvoluUmi. 

Für die Congruens haben wir nun 6 SlrahletAüschel erkalten: 

(A, «), (A, »), (©■, "»), (®', «.„). (@". «»). («", «...). 

also 5 singulare Ebenen, von denen eine vom ä. Grade, aber mit einer 
zerfallenden Curve 2. Klasse, ist; femer haben wir, atisserhalb s^, i sin- 
gulare Funkte 3. Grades A,, . . ., A^, A^, A^ aber sind singulär vorn 
3. Grade, ebenfalls mit zerfallendem Kegel 3. Ordnung. Diese Eigen- 



*) Diese gemeinaame Tangente ist die ausgezeichnete Gerade des Cuspidal- 
ktes A.^, beaw. J.^, deren sämmtliche Ebenen in ihm die J'^^ borühren. 
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Schaft, zwei singulare Punkte 3. Grades zu besitzen, theUt unsere Con- 
gruenz (2, 4) mit der Gongruene (2, 4) ohne singulare Linie, und ferner 
hat mich sie, wie diese, die Verbindimgslinie dieser beiden Punkte sum 
Doppelstrahle; denn sie ist den beiden erzeugenden Kegeln (Ä^ und 
(Ag) gemeinsam und ergiebt sieh also in der stetigen Folge der (iS*) 
doppelt. 

Wenn Aj, A^, A^, A^ fest sind und Ag den s^ durchläuft, so bewegt 
sich A^ auf dem Kegelschnitte, der den Kegeln Ä^s^, A^s" gemeinsam 
ist, da %4 und a^^ den s^ treffen. Jeder Lage von A^ gehört ein A^ 
zu. Wir bezeichnen die Stützpunkte von «j^, •-. auf. s^ mit Bj^, ... 
In Involution sind A^, Ag-, B^^, B^^; B^^, B^ij daher bewegen sich 
-Bs* und B,4 auf s^ projectiv; füllt B^, in B^^, dann B^ in B^^\ da- 
mit haben wir das eine Paar entsprechender Punkte dieser Projec- 
tivität, die mit ea^g in gerader Linie liegen, das andere Paar giebt 
den A^ , 

Die Kegelspitzen-Curve 6. Ordnung des Netzes 9t^ wird durch die 
Doppelgeraden der beiden Ebenenpaare unter den iß) und noch einen 
Kegelschnitt vervollständigt. Es ist nicht schwer, zu erkerinen, dass 
es noch einen zweiten Kegelschnitt durch Af^, A^ giebt, der die 4 
Geraden «jg, . . ., a^j so in B^^, . . ., B^^ trifft, daas A^^, A^; B^^, B^i; 
B^g, B^i in Involution sind. 

Die Verbindungslinien entsprechender Punkte der am Anfang von 
Nr. 503 erwähnten involutorischen Correspondenz [2] auf s^ umhüllen 
(Nr, 23) einen Kegelschnitt; 2 von ihnen treffen eine beliebige Ge- 
rade i; dies giebt den Bang 3 für unsere Congruena (Nr. 486). 

Die Curve \l\, die zu einer Geraden ( gehört, von der Ordnung 
\n{n — l) + »'^6 + 2 = 8, zerfällt in den Kegelschnitt s^ und eine 
Curve 6. Ordnung. Liegen P und P' auf l, so haben die beiden 
Flächen (P) und (P') diese beiden Curven und den Doppelatrahl der 
Congruenz gemeinsam. 

Wir erhalten; % = 4, w, = 8. Also ist die Fläche F^ voll- 
ständige Funkt-Brennfläche , aber nicht vollständige Ebenen- Brennfläche. 
Die Ergänsung geschieht durch den doppelt gerechneten Ebenenort 2. Stufe 
3. Klasse der Berührungsebenen von s^ ; in jeder von diesen Ebenen 
gehen von dem Berührungspunkte mit s^ 4 Tangenten an die aus F^ 
geschnittene Curve, bei jeder von denen auch noch die uuendlicii 
nahe den ^ trifft. So ist die Ebene doppelte Brennebene für die eine 
und doppelte für die andere von den beiden confoealen Congruenzen. 

Ein interessanter besondrer Fall unserer Congruenz ergiebt sich, 505 
ivemi die beiden Punkte A^, Ag von s^, dua-di, welche alle erzeugenden 
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Kegel (S) geheit mtiammmfallfn und zwar wie noibweadig, in einen 
Doppelpunkt dei Involuüun £, B ^, B^ , i-ji Alle Kegel {S) be- 
rühren dann die Ebene e längs der nach A^ gehenden Kante ; für 
jeden Punkt von 6 fallen die von ihm ausgehenden Congruenzstrahlen 
zusammen. Demnach gehört die ganse Ebene ff zur Fläche F^. Der 
andere Bestandtheü ist eine cubische Fläche F^ mit 4 Knotenpmikteti 
ji,, A^, A^, A^, auf welcher s^ nur noch einfach ist. Eine solche Fläche 
3. Ordnung hat bekanntlich 6 quaternäve Geraden, die Verbindungs- 
linien der Knotenpunkte, — so daas nun auch %j und Oj^ der Fläche 
angehören — upd 3 unäre Geraden, welche je zwei Gegenkauten des 
Tetraeders der A^, . . ., A^ treffen. Eine, v, vou ihnen, die, welche «,,,, 
«24 schneidet, liegt in 6. 

Der Berührungskegel 4. ürdoung aus einem Punkte der F^ zer- 
fällt, wegen der 4 Knotenpunkte, in 2 Kegel 2. Grades; beide be- 
rühren, wenn die Spitze auf einem Kegelschnitte s^ der Fläche sich 
bewegt, dessen Ebene, weil sie eine doppelte Berührungs ebene der- 
selben ist, und zwar längs Kanten, welche bezw. nach dem einen und 
dem andern von den beiden Berührungspimkteu, ilen Schnitten s^v, 
gehen. Damit sind die beiden Kegel ersichtlich getrennt und jeder he- 
schräbt eine besondere Cmigruenz (2, 4). Demnach sind auch für die 
zweit« Cougruenz die Punkte A^, Ag zusammengerückt, in den andern 
Doppelpunkt der erwähnten Involution. 

506 Der in Nr. 503 gelieferte Beweis für die 2. Ordnung der Con- 

gruenz lehrt, dass ebenfalls eine Congruenz von dieser Ordnung sich 
ergiebt, wenn ein Kegel 2. Grades durch 5 feste Punkte A^j . . ., A^, 
geht und seine Spitze auf einem Kegelschnitte gleitet, der 6 von den 
10 Verbindungslinien trifft. Solcher Kegelschnitte muss es c»^ geben. 
Unter den 6 getroffenen Linien dürfen sieh ersichtlich nicht drei 
befinden, welche 3 vou den Ö Punkten unter einander verbinden. 
Also sind die 6 Linien solche, welche von 3 Punkten nach den beiden 
Übrigen gehen; z. B.r 



Eine beliebige Ebene s schneide nun diese 6 Geraden in den 
Punkten 1, 2, ..., 6. Bei wie vielen Ebenen durch eine Gerade u 
liegen die 3 Punkte (12, 45), (23, 56 j, (34, 61) in gerader Linie? 
Die beiden ersten liegen bezw. auf a,^, 0^3, also muss der dritte in 
der Ebene «,43 liegen. Er ist Berührungspunkt von £ mit einer 
Fläche 2. Ordnung durch das Vierseit Ä^A^Ai^A^. Dieser Berührungs- 
punkt besehreibt, während £ sich um u dreht, eine cubische Raum- 
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cuiTe, die dei re g lu'^ser in A^ und Ä^, noch einmal begegnet. Also 
geht duich m aui eme Ebene, welche die 6 Geraden in 6 Punkten eines 
Kegelschnitts schnei let, und alle derartigen Ebenen bilden einen 
Bundtl bem Scheitel ist der Punkt auf «45, der vom Punkte a^r^tt,2i 
durch Ij und A^ hirmoniseh getrennt ist. Es ist leicht zu erkennen, 
ilasa m jeder Ebene durch der Punkt (34, 61) in a^^^ liegt. 

Zu jedem Kegelschnitte s^ also, den unsere 6 Geraden a,^, ..., ri^e, 
tieften, gehört einn Congruenz (2 4), dieselbe hat ledoch noch einen 
zweiten singulaien Kegelschnitt uud st daher die in Nr. 483 be- 
sproLhene aus dei Gittung II In lei Ih-vt für jeden der beiden 
Punkte Kj23 s" zei fallt der erzeugende Kegel m ?wei Strahle nbüechel, 
\on denen dei eine sich in «,55 beiludet, dahei ist der duich Ai, A.^, 
A^ gehende Schnitt s^ dieser Ebene mit u^end einem andern erzeugen- 
den Kegel singulär, weil durch jelen von seinen Punkten 3 Con- 
grnenzstrahlen laufen. A^ und 4. sind die Sptzen lei beiden nicht 
zerfallenden Kegel 2. Grades im Buschpl lurcl ^ ' 

Wir gehen zu dem Falle ilber, dass dif smjularf Cmir eine ebene 51)7 
Üttrve 3. Ordnung s^ ist. 

Dieselbe muss ebenfalls unicujial setn und dmeh ihren Doppelpunkt 
A^ muss jeder erzeugende Kegel (S) gelten und ubetdii^ längs der Kante 
nach A^ die Ebene a von s^ beruhen 

Nehmen wir nämlich an, da'is die Curve ohne Doi.pelpnnkt sei 
und die von aus den (S) ausgeschnittenen Strahlen aie zum zweiten 
und dritten Male in veränderlichen tunkten tieften, so wurden wir, 
da nach dem Satze von Nr. 48t ein beliebiger Punkt von s^ ausser 
den Strahlen seines Kegels keine an leren btrdhlen zui Congruenz 
sendet, in 00' Strahlen erhalten die je zu Kegeln C*) gehören, 
also dreifache Strahlen der Congruenz sind und duich jeden Punkt 
von 6 gingen mehrere, was nicht möglich ist Die ^tiahlen wären 
blos zweifache, wenn von den Sctnitten dei s*' mit den Kanten der 
(iS) in ß je der eine fest wäre weil tili ausgezeichnete Punkte, wie 
diese Convergenzpunkte es sein wuiden, der obige Satz — wir haben 
dies an der vorigen Congruenz erkannt — eine Ausnahme erleiden 
kann. "Wir erhielten dann aber zwei Büschel von Doppelstrihlen und 
also auch durch jeden Punkt von ff zwei solche Stiahlen 

Nehmen wir zweitens an, dass s' zwar einen Doppelpunkt A^ 
habe und dass durch ihn wohl die einen Kanten der (S) in ff gehen, 
aber nicht die andern, so erhielten wir einen zur Congruenz gehörigen 
Strahlenbüschel {A^, 0) und ausserdem noch oo^ dreifache oder zwei- 



y Google 



358 Die Strahl encongrueiiBen 2. Ordnung mit siugulären Linien. 

facli«^ Strahlen, je nacMem die zweiten Kauten keinen festen Punkt 
auf s^ oder einen solchen besitzen. Auch in diesem Falle hätten wiv 
durch jeden Punkt von 6 einen mindestens doppelten und einen ein- 
fachen Strahl, also drei Strahlen der Congruenz. 

Es bleibt infolge dessen allein die im Satze ausgesprochene An- 
nahme übrig. 

Legt man in die Ebene ö eine Gerade l, so zerfällt die Itegel- 
fläche (l) 8. Gra<)es in 3 Kegel (S) und die beiden unendlich nahen 
Strahlenbüschel {Ä-^, e). 

Da nun die singulare Curve S^ unicursal ist, so ist der Ort der 
zweiten Brennpunkte' eine Flache 4. Ordnung mit s^ als Doppelcurve 
(Nr. 503) und 4. Klasse (Nr. 502). Eine Fläche 4. Ordnung aber mit 
emer ebenen Doppelcurve 3 Ordnung muss m die Ebene dieser Curve 
und eme t lache 3 Ordnung z ifdlen, m der Tl it gehen ja durch 
jeden Punkt der Ebene o, ebenso wie in dem in Ni 50o behandelten 
besonderen Fille dei vorigen Ctngiuenz, zwei unendhch nahe Con- 
giupuzbtiihlen, so dass äie Ebene 6 gan„ mit L/mnpjinlden erfüllt 
mrä, die jeäodi mit zu den Strahlen lon {^A^, ö) gehoten, von detmt 
jedit alle t,eme Punkte zu Brennpunkten hat 

Dei Ort aber der svmtui BrennpiinJte der im aUgemeinm nicht in 
die Ebene a faUenden Congtueiiesirahlen zst eine aihtsclie Fläche F,^ 
■i Klaube nho mit i Knotenpimkfm , auf weichet die Curve s^ nur 
noch emfack und upgen thres DoppelpimJ tes det Schmti der in ihm 
bet uhretideti Ebene ist 

Det Beruh unqblegil ^ Ordnung aub eman Punkte von F^ ver- 
fallt wie schon in Nr 50 » erwähnt wurde, (« ^ Keyel ä. Grades, 
welche beide dutch die 4 Knotenpunkte A^ Ä , -l^, A^ gehen. Liegt 
die Spitse auf s^, so geht emer von diesen beiden Kegeln durch den Be- 
} uhrungspunkt A^, wird dadurch vom andern uaterbchieden imd kann 
für sieh verfolgt weiden Die beiden Segel erzeugen also, wenn die 
Spitze die Cuive s^ dntchlauft, zwei selbständige Congtuenzen, von denen 
vtii vot allem die vom ersten hesclii lebene intere^siit, weil sie 2, Ordnung 
ist wie gleich diiect nachgewiesen werden soll Beide dnd 6. Klasse, 
weil sie von Kegeln 2. Grades erzeugt werden, von denen je drei in 
einer gegebenen Ebene ihre Spitzen haben. Es liegen ja auch in 
jeder Ebene 3 . 4 Tangenten der F^, welche s^ treffen. Da der Taii- 
gentialkegel aus einem beliebigen Punkte an die Fläche 6. Ordnung 
ist und längs einer Curve 6. Ordnung berührt, so titngirt er die Curve 
S'' in den 6 Punkten, wo dieselbe von dieser Berührungscurve ge- 
trott'eu wird, und schneidet sie noch in G Punkten. Letzteres beweist, 
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dass die beiden CkmgruenBm zusammen eine Congrumz 6. Ordnung bilden, 
also die zweite eine (4, 6) ist, wenn die erste eine (2, 6). *) 

Die 6 Verbindungslinien der 4 Knotenpunkte liegen alle auf F,* 
und treffen s^; in JBj^, ... Folglich liat die Kegelspitzen -Flache 
4. Ordnung, welche zu j4,, . . ., A^ und einem beliebigen Punkte X 
gehört, mit s' ausser dem auf beiden doppelten A^ und den 6 Punkten 
Bij, . . . noch 2 Punkte gemein, aus denen die beiden durch X gehen- 
den Kegel (S) der ersten Congruenz kommen. 

Wir haben daher folgende Erzeugungsweiae unserer Congrueuz 
(2, 6): jE^s ist eine ebene Gurve 3. Ordnung s^ mit einem Doppelpunkt 
A^ gegeben, so wie 4 Funkte A^, . . ., A^, deren sämmtliche 6 Verbin- 
dungslinien auf die Curve s^ si<^ stützen. Alle Segel 3. Grades , welche 
ihre Spitse auf s^ hcdien und durch A^, . . ., A^ qplien, erzeugen die Con~ 
gruenz (2, 6). 

Dies ist die in Nr. 502 erwähnte Congruenz. 

Wir wollen jetzt direct beweisen, dass alle erseugenden Kegel die ^08 
Ebene a von s* längs der nach A^ gehenden Kante ieruhren. 

Wenn auf einer Curve 3. Ordnung die 6 Ecken eines Tollatändigeii 
Vierseits liegen, so sind die Gegenecken Pnnd P', Q und Q', R uud R' — 
es mögen P', Q', R' auf einer Seite liegen — conjugirte Punkte in dem 
nämlichen von den 3 Systemen conjugirter Punkte. Die Tangenten in 
P und P' gehen durch den Gegenpunkt der 4 Punkte Q, Q', R, R' 
und haben ihn zum gemeiuaamen Tan gentialp unkte; also sind P und 
P' conjugirfc in einem der Systeme, Verbindet man zwei solche Punkte 
mit einem beliebigen Punkte der Curve, so sind die dritten Schnitte 
conjugirt in dem nämlichen Systeme; auf diese Weise ergeben sich, 
vermittelst R oder R', die Punkte Q und Q' und ebenso R und R'.**) 

Wenn nun die Curve einen Doppelpunkt besitzt, so hat sie, da 
jeder Punkt der Curve nur für zwei Punkte Tangen tialpunkt ist, nur 
ein solches System; zwei conjugirte Punkte vereinigen sich sowohl in 
dem einen, als in dem andern von den beiden im Doppelpunkt sich 
deckenden Punkten der Curve. Die Involution, welche die Punkte- 
paare des Systems aus irgend einem Punkte der Curve projicirt, 
hat also stets den Strahl nach dem Doppelpunkte zum einen Doppel- 
strahl. 

") Wenn S auf einem beliebigKn ebenen Schnitt von t'j^ sich bewegt, dann 
erzeugen beide Tangentialkegel a, Grades eine nicht zerfallende Congruenz (6, 13); 
nach vollem Durctlaufen der Curve (oder eines Zbgea) ist der eine Kegel in den 
andern übergegangen. 

'■''''■) Vergl. hierzu Sclii-öter, Theorie der ebenen Cnrven S. Ordnung % 15. 
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Folglich sind in unserm Fall, wenn S auf s^ liegt, die Strahlen 

S(ß,,, B,^; B^„ B„; A-, Ä^) 
in Involution. 

Än()ererseits gehören der Kegel (S) und die beiden Ebenenpajire 
'5'(0iaj '^84)? S(«a3i <*«) zu demselben Büschel und werden von ff in 

3 Strahlenpaarea in Involution geschnitten, also der durch A^ gehende 
(S) in dem Paare S{Ar^, A^). 

Gelangt 8 nach A^, so sind die beiden Doppelpunkts-Tangentwi 
die Doppel strahlen der Involution. 

Auch umgekehrt ist der Ort der Spitzen der Kege! 2. Grades, 
welche durch ö gegebene Punkte A^, . . . A^ gehen und eine Ebene ff 
berühren, die durch einen, A^, von ihnen gelegt ist, eine Curve 3. Ord- 
nung in dieser Ebene, welche durch A^ zweimal geht und die Spuren 
der Verbindungslinien der vier übrigen enthält. Die cubische Raum- 
curve nämlich durch die 5 Punkte und die jeweilige Spitze liegt auf 
dem Kegel und berührt in A^. Der Ort aller dieser cubischen 
itaunicurven ist eine cubische Fläche, welche in A^ berührt und die 

4 andern Punkte zu Knotenpunkten hat.*) Der Schnitt derselben mit 
ff ist die erwähnte Curve. 

Die Punkte A^, A^, Ag, A^ sind 4 von den 8 Schnitten irgend 
dreier erzeugenden Kegel (S); im Berührungspunkte A^ habeu sich 
die 4 übrigen vereinigt. Weil nun alle Flächen 2. Grades, welche 
durch 4 Punkte gehen und eine Ebene in dem nämlichen Punkte be- 
ruhreu, ein Netz bilden, so gehören auch alle wtsere erzeugenden Kegel 
(8) zu demselben Netze und s" ist wiederum ein Theil der Kegelspitzen- 
Curve. Der Rest derselben besteht aus den Doppellinien der 3 Ebenen- 
paare, welche durch Aj^, . . A^ gehen und ihre Düppellinien durch A,^ 
senden. Diese Ebenenpaare gehören wohl zum Netze — wie alle Kegel 
2. Grades durch A,_^(Aj, .., A,^ — , aber nicht zu den Kegeln (S); 
wir wissen aus Nr. 502, dass es unter denselben keine giebt, welche 
in Ebenenpaare zerfallen (tj = 0). 

Der Doppelpunkt A^ von s^ liefert natürlich auch zwei erzeugende 
Kegel (-^5)1, (-^5)2 und die Strahlen von ^d^ nach Aj^, . . A,^ sind, als 
ihnen gemeinsam, Doppelstrab len der Congruenz. Die Nachbarpunkte 
von A^ auf s^ lehren, dass die beiden Kegel {A^\, (Äg)^ bezw. durch 
die Tangenten t^, t^ des Doppelpunktes gehen und längs derselben 



*) Journal für Mathematik Bd. 79 S. lOB, — Weil die Beruh rungacnive jedes 
dei' erzeugenden Kegel mit F^^ tler volle Schnitt beider ist, so ist 'i e 3 3 dnnng; 
sie geht durch A^ , A^, . . Ä^ und die Spitne; also ist die ob ge cih sch I lache 
mit der J'V ideütiech. 
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berühren; sind diese Geraden ja, wie oben bemerkt, die Doppelstrahlen 
der Involution Ä^{B,^, Bg^; B^^, B^^). 

Es sei S der dem Punkte A^^ unendlich nalie Punkt der Curve s^ 
auf dem von t, berührten Zweige, so enthält der Kegel (^5)1 beide 
unendlich nahen sich in A,^ schneidenden Tangenten dieses Zweiges; 
eine von ihnen geht durch S und liegt also auf (S), der von a in 
SA^ und einem unendlich nahen Strahle geschnitten wird. Der ge- 
meinsame Strahl beider Kegel — auf der Grenze t^ — ist iilso Doppel- 
strahl; ebenso i^. 

Demnadi hat die Congru&nz 6 Bo^elstralilen, die alle vom Punlctc 
A^ ausgehen, nämlich t^, ^, ^5(^1, .., Ä^. 

Sie theüt diese Eigenschaft mit der Congrtiens (2, 6)1, eJ>etiso wie 
die, dass dieser Cojiciirren^mikt der Doppelstrahlen singulär vom 5. Grade 
ist; nur dasa hier der singulare Kegel 5. Ordnung in zwei Kegel 
2, Grades und einen Strahlenböschel zerfällt. 

Die Pimhte Aj, . . A,^ sind singulär 3. Grades; ihre Kegel geJien 
durdi s^. 

Die entsprechenden Punkte der CorrespondenK [2] auf s*, die /,u 
einer Geraden l gehört, nämlich die Stützpunkte der je von demselben 
Punkte der l ausgehenden Congruenz strahlen, sind durch die Tangenten 
einer Ourye 4. Klasse verbunden (Nr. 23); die 4, welche durch den 
Punkt Ol gehen, bevteisen den Rang 4 unserer Congruenz, entsprechend 
Nr. 486. 

Zur vollständigen * (ip) gehört die doppelt su rechnende FläcJic 
4. Klasse der Tangentialebenen von s^. 

Wir kommen nun zum dritten Falle, dass die singulare Gim>e s^ 509 
eine cubiscJie Baumcurve ist. Von dieser wissen wir von vornherein, 
dass sie unicursal ist. Also schliessen wir sofort, dass die sweiten 
Brennpunkte eine Fläche 4. Ordnung ereeugen, avf welcher s^ doppelt 
ist;'^ demnach ist sie eine Begelfläche F^, deren Ergeugende die Doppel- 
curve je eweimäl treffen (Art III). 

M»£ solche Eegelfläche liefert uns in der Thai eine Congruenz 
2. Ordnung und 6. Klasse, und zwar findet hier, wie schon gesagt, kein 
Zerfallen statt, sondern der vollständige Inbegriff aller Tangenten der- 
selben, welche sich auf die Doppelcurve stützen, ist die (2, 6). 

An eine Curve 4. Ordnung mit 3 Doppelpunkten kommen von 

*) In allen 3 Fällen konnte aucli die Correspondenz [2, 2] benutzt werden, 
die auf der nnicuvealen singulären Curve und der belietiigen Geraden l durch die 
Schnittpunkte je mit demselben Congmenastiahle entstcbt; die 4 Verzweigungs- 
punkte a.uf l sind die Schnitte mit der Brennääche. 
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einem derselben zwei anderwärts berührende Tangeaten. Also sendet 
jeder Punkt der Doppeicttrve einen Kegel 3. Grades an die fragliche Con- 
gruenz (vergl. Nr. 498). Die Doppelcurve enthält 4 Cuspidalpmtkte 
(Nr. 41). Die einzige Erzeugende, die von einem Cuspidalpnnkte aus- 
geht, ist die ausgezeichnete Gerade desselben; abgesehen von der torsal 
berührenden Ebene, berühren alle Ebenen durch diese Cuspidal- Er zeu- 
gende oder Torsallinie im Cuspidalpunkte (Nr. 38). Folglich gehen 
alle jene Berührimgskegel 2. Grades ans den Punkten der Boppdcurve 
durch die 4 Cuspidalpunkte derselJjen und berühren in ihnen je die zu- 
gehörige Cuspidal-Erzeugende. 

In einer beliebigen Ebene kommen an den Schnitt mit der Fläche 
3 , 2 Taugenten aus den Doppelpunkten; also ist die Congrueuz 6. Klasse, 

Der Tangentialkegel aus einem beliebigen Punkte an F^* ist 
ö. Ordnung und seine Berührungscurve ebenfalls. Jeder geraden Er- 
zeugenden der Fläche begegnet sie einmal, da die Ebenen durch die- 
selbe nur einmal berühren. Folglich schneidet die Berührungscurve 
die Piäehe 2. Grades, welche durch die Doppelcurve und zwei Erzeu- 
gende gelegt ist und die sonst keinen Schnitt mit i^/ hat, zweimal 
auf den beiden Erzeugenden und also 10 mal auf s'. Von diesen 10 
Pnnkten sind 4 die Cuspidalpunkte; in den Kanten nach den 6 übrigen 
tangirfc der Berührungskegel den Kegel, der aus die Doppelcurve 
projicirt wahrend aie m den Knuten n ch den Cuspidalpunkten sich 
uui 'ichneiden Es bleiben aho noch 2 gemeinsame Kanten; dies 
sind die dnich gehenden Strahlen luseier Cwnj,ruenÄ und dieselbe 
ift ■* Ordmmg 

Wir können sie auch in foIp,ender Weise ent&tehen lassen: 

Auf einer cubischen Eaumcwvp s tnid 4 Punkte, A^ . . A^ gegeben 
und dmch einen Ä^ eme Sehv mtt dem siceiten Schmtipunkte B,. Alle 
Kegel J Gtadeb uelche ihre Spitsp auf s' hahen, duich die 4 Punkte 
ifehen und in A^ du Seime i^Bi betuhren azeugen unsere Congmens 
(-', 6) 

Nennen wu 4, den unendlich nahen Punkt auf A^B^ neben ^4,, 
so hat die Kegelspitzen- Fläche 4, Ordnung, welche zu A,, A^, A.^, 
A^, A^ und einem beliebigen Punkte X gehört, die A^, A^, A^ zu 
Doppelpunkten und enthält die Gerade A^Ä^' Bi; aber der Punkt jI, 
ist auf ihr dreifach. Denn während z. B. auf einer Geraden durch A.^ 
die beiden weiteren Schnitte mit der Fläche die Punkte sind, in denen 
sie von der durch A^, A^ , A^, yl^, X gehenden und sie zweimal 
treffenden cubischen Raumcurve geschnitten wird; ist bei einer Geraden 
durch A^, weil diesem einer von den weiteren Punkten, durch welcbe 
die cubische Raumcurve geht, unendlich nahe liegt, einer von diesen 
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beiden Schnitten noch an yi; herangerückt. Folglich hat s^ mit 
dieser Kegelspitzen- Fläche in den Punkten A^, . . A^, B^ gemein 
3 + 3,2+ 1 = 10 Punkte; die beiden übrigen gemeinschaftlichen 
Punkte sind wiederum die Spitzen der erzeugenden Kegel der Oon- 
gruenz, welche durch X gehen. 

Durch die Verzweigungspunkte „'1^, . . A^ und den Doppelpunkt 
B^, der dem ersten entspricht, ist die involutorisehe Correapondenz f2] 
auf s' (Nr. 41) vollständig bestimmt und damit auch die Regelflilehe 
i^/; denn projiciren wir auf einen Kegelschnitt K, so haben wir für 
den Directions- Kegelschnitt S? seine 4 Schnittpunkte mit K und die 
Tangente in einem derselben {Nr. 23). 

S ist die Spur des erzeugenden Kegels aus dem Projectionscentrum. 

Es folgt also weiter, dass alle jene Kegel auch in den 3 Punlden 
A^, A^, yJ.4 bestimmte Sehnen A^JB^, . . . der Ourve s^ berühren. 

Die Kegel können auch durch 3 Ptmkte Aj^, A^, A^ von s' und die 
Berührung mit den Sehnen A^B^, A^B^ in swei von ihnen bestimmt 
werden. Sie gehen dann alle noch dttrch einen vierten Punkt A^ von s* 
und berühren in A^ und A^ gwei bestimmte Sehnen A;jB.^, A^B^. 

Die 8 Punkte Ai, . . A^, A^, . . AI, von denen die 4 letztern 
den ersteren unendlich nahe liegen auf den 4 Sehnen, sind die Grund- 
punkte eines Netzes vmi Flächen 2. Grades, dem wiederum alle ei-zeuge^i- 
den Kegel (S) angehören. Von seiner Kegelspitzen-Curve 6. Ordnung 
ist s^ eia Bestandtbeil. Nun ist die Congruenz der Kanten der Kegel 
eines Netzea 2 Ordnung eine (4, 12); folglich ist die zum zweiten 
Beatandtheile der Spitzencurve gehörige Congruenz ebenfalls eine (2, 6); 
da ihre Kegel auch duich A^, . . A^ gehen und dort die A^B-^, . . 
tangiren, ■^o muss diesei zweite Bestandtbeil auch eine cubische Raum- 
curve sein, welche durch jene Punkte geht und diese Geraden zu 
Sehnen hat. 

Die 6 Verbindungslinien, der A Bunlde A^, . . J.^ gehören je su 
zwei ^zeugenden Kegeln der Congruenz und sind also Doppelstrahlen 
derselben. 

Die 4 Punkte sind singtdär vom 4. Grade, jedoch so, dass bei 
jedem der singulare Kegel 4. Ordnung in den erzeugenden und den 
die Curve ^ projicirenden zerfallt. 

In beiden Eigenschaften stimmt die Congrumis mit der (2, 6)n Hberein. 

Indirect ergiebt das Vorangehende, dass weder eiae ebene, noch 
eine unebene nicht zerfallende Ourve 3. Ordnung möglich ist, welche 
die 10 Verbindungslinien von 5 Punkten trifft; denn eine solche würde 
auch eine Congruenz (2, 6) mit ihr als singulären Curve ermöglichen, 
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